2MA205: FEUILLE DE TD 2

IRRATIONALITE DE e

Exercice 1. Des suites u = (up)nen €t v = (Vy)nen sont adjacentes si u est croissante, v
décroissante, et v — u converge vers 0. Montrer que u,, < v, pour tout n € N et que u et v
convergent vers la méme limite.

Exercice 2. On se propose de montrer que e = -, 1/k! est irrationnel par une méthode due
a Nicolas Dominique Marie Janot de Stainville. Pour tout n € N, on pose:

1 _ \n
T, = —(1 7) e* dx.
" 0 n!

(1) Montrer que pour tout n € Non a :

1 "1 e
Tn = ———— + Tnt1, e= — 4+, et 0<r, < —.
| |
(n+1)! k!

(2) Montrer que les suites (i, )nen €t (U )nen Suivantes sont adjacentes de limite e:

1 1
Un:ZE, Un:Un+m.
k=0
(3) En raisonnant par ’absurde conclure que e irrationnel.

AUTOUR DU THEOREME DE CESARO

Exercice 3. Soit u = (u,)nen une suite réelle.
(1) On suppose que u converge vers ¢ € R. Montrer que la suite
uy + 2ug + - - + nuy,

v, =
converge vers une limite qu’on déterminera.
(2) On suppose que (u, — u,_1)/n converge vers £ € R. Montrer que la suite (u,/n?),exn

vers une limite qu’on déterminera.

Exercice 4. Soient (a,)nen et (by)nen deux suites réelles convergentes. Etudier la limite de la
suite de terme général

n

aobn + albn_l + -+ anbo 1 Z
= akbn_k.

n—+1 n+1k:0

Up =
Exercice 5. Soit u = (u,)nen une suite réelle et, pour tout n € N,
p o U
n+1
On suppose que la suite v = (v, )nen converge vers une limite ¢ € R. Montrer les faits suivants:
(1) La suite u ne converge pas nécessairement.
(2) Si u est monotone, alors u converge vers /.
(3) Si upt1 — up = o(1/n) pour n — oo, alors u converge vers /.
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