2MA205: FEUILLE DE TD 8

1. LEMMES PREPARATOIRES

Exercice 1. Soit f(z) € C[x] un polynéme de degré d. On pose
Op(x) = flx) + f'() + -+ fD(2).
Montrer que, pour tout a € C, on a

/0 ae”* flar) de = D4(0) — e “Dys(a).

Exercice 2. Soit u(x) € Z[x] un polynéome a coefficients entiers et p > 1. On pose:

Pl

Montrer les faits suivants:

(1) Si g € Z[z] est un polynome a coefficients entiers alors ¢(*)(z) est un polynome a
coefficients entiers multiples de k!.

(2) Soit g(x) = f(z)P. Pour k > 1, le polynome g*)(x) est a coefficients entiers multiples
de p(i — 1)L
(3) Pour tout £ > 0 on a

O (z) = < (k b~ (k—i)
=2 () poiog? W
(4) Si k > p alors f®)(z) est un polynome a coefficients entiers divisibles par p.
(5) f*7D(0) = u(0)".

2. TRANSCENDENCE DE e

Le but est de montrer que e est transcendent. On proceéde par ’absurde et on suppose que
e est racine d’un poléme & coefficients entiers non nul

p(x):a0+a1x+---+adxd avec d > 1 et ag # 0.

Soit p un nombre premier. On pose
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Le but du reste de la feuille est de montrer que 'égalité (3) est absurde pour p assez grand,
en prouvant que son membre de gauche est un entier non nul, alors que son membre de droite
a valeur absolue < 1.

Exercice 4. Montrer les faits suivants:
(1) fO@GE) =0pouri=1,....,netk=0,...,p— 1.
(2) f®(0)=0pour k=0,...,p—2.
(3) ®f(7) est un multiple p pour i =1,...,n.
(4) ®4(0) = (—1)P(dl)? (mod p)

Exercice 5. Montrer les inégalités suivantes:

dr!
(4) |f(O)] < (p_l)ld!p pour 0 <t <d
dPedd!P
Ue(d)] < ———
©) 0 < T,

Conclure que 'inégalité (3) est absurde pour p suffisamment grand.
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