
2MA205: FEUILLE DE TD 9

Exercice 1. Le but de cet exercice est de montrer, que pour tout entier n ⩾ 0, on a
(30n)!n!

(15n)!(10n)!(6n)!
∈ Z.

Montrer les faits suivants:
(1) Pour x ∈ Z non nul et p premier, montrer que

vp(x!) =
∞∑
i=0

[
x

pi

]
.

(2) La fonction f(x) = [30x] + [x]− [15x]− [10x]− [6x] est périodique de période 1.
(3) La fonction f est constante sur les intervalles [ n

30
, n+1

30
[ pour n ∈ Z.

(4) Pour n = 0, . . . , 29 on a f( n
30
) = n− [n

2
]− [n

3
]− [n

5
].

(5) Pour p = 2, 3, 5 soit np ∈ {0, . . . , p− 1} la classe modulo p de n. Alors

f( n
30
) =

n2

2
+

n3

3
+

n5

5
− n

30
=

15n2 + 10n3 + 6n5 − n

30
.

(6) Déduire que f est positive et conclure l’exercice.

Exercice 2. Soit n ⩾ 1 un entier.
(1) Pour un entier n ⩾ 1 montrer qu’il existe an, bn ∈ Z tels que∫ 1

0

xn(1− x)n

(1 + x)n+1
dx =

an + bn log 2

ppcm(1, 2, . . . , n)
, an, bn ∈ Z.

Indication: Intégrer par parties et ne pas toucher d
dx
(xn(1− x)n).

(2) Montrer qu’on a
ppcm(1, . . . , n) =

∏
p⩽n

p[logn/ log p].

(3) En supposant π(x) ∼ x log(x), montrer que pour tout ε > 0 il existe n0 tel que, pour
tout n ⩾ n0, on a

ppcm(1, . . . , n) ⩽ e(1+ε)n.

(4) Déduire que log 2 est irrationnel.

Exercice 3. Montrer les faits suivants:
(1) Pour tout n ∈ N on a [n!e] =

∑n
k=0 n!/k!.

(2) Pour tout P(x) ∈ Z[x] et n,m ∈ Z distincts, n−m divise P(n)− P(m).
(3) Pour des entiers n > m ⩾ 0 on a

[n!e]− [m!e]

n−m
∈ N.
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Exercice 4. Montrer les faits suivants:
(1)

(
2k+1
k

)
est divisible par tout premier p tel que k + 2 ⩽ p ⩽ 2k + 1.

(2) 4k ⩾
(
2k+1
k

)
. Indication: On écrira 2× 4k = 22k+1.

(3) Déduire l’inégalité suivante: ∏
k+2⩽p⩽2k+1

premier

p ⩽

(
2k + 1

k

)
.

(4) Par récurrence sur n, montrer que∏
p⩽n

premier

p ⩽ 4n.

Exercice 5. Soit n ⩾ 1 un entier et p un premier. Montrer les faits suivants:
(1) On a

vp

((
2n

n

))
⩽

∞∑
i=1

[
2n

pi

]
− 2

[
n

pi

]
⩽

[
log 2n

log p

]
.

(2) Si p >
√
2n, alors p2 ne divise pas

(
2n
n

)
.

(3) Si n ⩾ p > 2
3
n, alors p ne divise pas

(
2n
n

)
.

(4) En déduire qu’on a(
2n

n

)
⩽

∏
p⩽

√
2n

p[log(2n)/ log(p)]
∏

√
2n⩽p⩽2/3n

p
∏

n⩽p⩽2n

p

⩽ (2n)
√
2n4

2
3
n(2n)P(n)

où P(n) est le nombre de premiers dans [n, 2n].
(5)

(
2n
n

)
⩾ 4n/2n.

(6) Conclure qu’on a

P(n) ⩾
2n

3 log2(2n)
−
√
2n+ 1

et donc P(n) ⩾ 1 pour n ⩾ 512.


