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Introduction

Ce texte est le polycopié du module Algebre I de deuxieme année de licence de mathématiques
a Sorbonne Université pour I’année 2025-2026. Il se décompose en deux parties principales, qui
correspondent au contenu du cours, et de plusieurs annexes, qui contiennent des compléments de
cours facultatifs.

Dans la premiere partie, on introduit les structures algébriques fondamentales (les groupes,
anneaux et corps) et leurs morphismes. En cours de route, on étudie aussi les relations d’équi-
valence et les quotients. Ensuite, on utilise la division euclidienne pour étudier les propriétés de
I’anneau des entiers relatifs et de celui des polyndmes sur un corps.

La deuxieme partie commence par quelques rappels d’algebre linéaire (matrices des appli-
cations linéaires, déterminants et diagonalisation). Elle se poursuit par 1’étude de 1’algebre bili-
néaire (formes bilinéaires symétriques, formes quadratiques). Son aboutissement est donné par
les théoremes de diagonalisation des endomorphismes autoadjoints réels et de diagonalisation si-
multanée. L’analogue complexe de cette théorie se trouve dans I’ Annexe C et ne sera traité que si
le temps le permet.

La lecture des Annexes A et B est facultative.

La partie I sur les structures algébriques a été rédigée par Frédéric Paugam. Une grande part
de la partie algebre linéaire et bilinéaire est une reprise directe des parties correspondantes du
polycopié [2] de Patrick Polo et Laurent Koelblen, repris et revu par Vincent Humiliere. Marco
Maculan et Jean Roydor ont aussi participé a la relecture de certaines parties de ce polycopié.
Tous sont ici remerciés pour leur précieuse contribution a ce texte.
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Chapitre 1

Structures algébriques

Ce premier chapitre est relativement abstrait, mais les structures introduites et les relations
qu’elles entretiennent, encodées par ce que 1’on appellera leurs morphismes !, seront utilisées et
illustrées concretement tout au long de la licence.

L’ objectif de cette présentation initiale précoce de toutes ces idées et notions, accompagnée
de nombreux exemples, est de permettre a chacun.e de disposer de suffisamment de temps pour
les faire maturer.

1.1 Ensembles et applications

Se donner une application f : X — Y entre deux ensembles X et Y, c’est se donner pour
chaque x dans X un élément f(x) de Y. On peut formaliser cela précisément en termes de sous-
ensembles du produit X X Y.

Définition 1.1. Soient X et Y deux ensembles.

1. Une application f : X — Y, appelée aussi un morphisme d’ensembles, est la donnée d’un
sous-ensemble I'y C X X Y appelé son graphe, vérifiant la condition suivante : pour tout
x € X, il existe une unique paire de la forme (x,y) dans Iy. On écrit alors 'y = f(x), et
la connaissance de f(x) € Y pour tout x € X est équivalente a la connaissance de f,
puisqu’on a l’égalité

I'p={(x, f(x),xe X} CXXY.

2. L’application idy : X — X est définie par idx(x) = x pour tout x € X.

3. Sif:X—>Yetg:Y — Zsontdeux applications, leur composition go f : X — Z est
définie par (g o f)(x) = g(f(x)) pour tout x € X.

4. On dit que deux applications f,g : X — Y sont égales si leurs graphes sont égaux, ce qui
revient a dire que pour tout x € X, on a ’égalité f(x) = g(x).

5. Si X et Y sont des ensembles, on note Homgxs(X, Y) ou YX Uensemble des applications
f:X—>Y.

Le résultat suivant, bien qu’élémentaire, est fondamental.
Proposition 1.2. Si f : X — Y est une application, alors on a les égalités

foidy=f et idyo f = f.

1. On pourra facultativement se référer en cours de lecture a I’ Appendice B pour disposer d’un formalisme
général des structures, morphismes et isomorphismes.




1.1. ENSEMBLES ET APPLICATIONS

De plus, sig: Y — Zeth: Z — T sont deux autres applications, on a l’égalité

ho(gof)=(hog)of.

Démonstration. Si x € X, on a [f oidx](x) = f(idx(x)) = f(x). De méme, si x € X, on a
[idy o f](x) = idy(f(x)) = f(x). Enfin, si x € X, on a

[0 (g 0 HI(x) = h((g o /)(x)) = h(g(f(x))) = (h o &)(f(x)) = [(hog)o fl(x).

Définition 1.3. Soit f : X — Y une application entre deux ensembles.

1. Pour P C X et Q C Y des parties, on note f(P) = {f(x), x € P} l'image de P et
Q) ={yeX, f(y) e Q) 'image inverse de Q.

2. On dit que f est injective si pour tous x1, x3 € X, on a l’'implication

f(x1) = f(x2) = x1 = x2,

Ceci revient a dire que pour tout y € Y, f~'({y}) est vide ou restreint & un point.

3. On dit que f est surjective si pour touty € Y, il existe x € X tel que f(x) = y. Ceci revient
adire que f(X) =Y.

4. On dit que f est une bijection si elle est injective et surjective, i.e., si pour touty € Y, il
existe un unique x € X tel que f(x) = y.

Exemple 1.4. Si X est un ensemble, I’application X — {0} qui envoie tout élément x € X sur 0 est
surjective, sauf si X est vide. Si Y C X est un sous-ensemble, I’application d’injectioni : Y — X
définie par i(y) = y est injective.

Proposition 1.5. Une application f : X — Y entre deux ensembles non vides est :

1. surjective si et seulement si elle admet un inverse a droite, i.e., une application s : Y — X
telle que f o s = idy.

2. injective si et seulement si elle admet un inverse a gauche, i.e., une applicationp : Y — X
telle que p o f = idy.

3. bijective si et seulement si elle admet un inverse a gauche et a droite, i.e., une application
g:Y — Xtelle que fog=idy et go f = idy.

Démonstration. Supposons que f est admet un inverse a droite s. Soit y € Y et posons x = s(y).
Alors f(x) = f(s(y)) = y donc f est surjective. Supposons f surjective. On peut choisir > pour
chaque y € Y un x € X tel que f(x) =y, ce qui définit une application s : ¥ — X par s(y) = x et
qui vérifie f o s = idy. Supposons que f admet un inverse a gauche p. Alors, si f(x1) = f(x2), on
obtient x; = p(f(x1)) = p(f(x2)) = x2 donc f est injective. Réciproquement, si f est injective,
on peut fixer un élément xp € X et envoyer y = f(x) vers x si x € X ety vers xo siy € ¥ n’est
pas dans I’'image de f. Ceci définit bien, par injectivité de f, une application p : ¥ — X telle que
p o f = idy. Le cas des bijections se déduit des deux cas précédents. En effet, si f a un inverse
a droite et a gauche, alors elle est injective et surjective, donc bijective. Réciproquement, si f est
bijective, elle est injective et surjective, donc il existe s et p tels que f o s = idyx et p o f = idy.
[associativité de la composition des applications donne alors

s=idyos=(pof)os=po(fos)=poidy = p,

2. Ici, on utilise I’axiome du choix.
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1.2. ENTIERS NATURELS ET PRINCIPE DE RECURRENCE

Ceci signifie que f est a pour inverse a gauche et a droite g = p = s. On pourrait aussi plus
simplement montrer ce dernier point en construisant directement 1’application inverse de f : la
bijectivité implique que le transposé

Ff_1 ={(x) €Y XX, (x,y) eIy} CcYxX

du graphe de f est bien le graphe d’une application f~!, et on vérifie que c’est bien un inverse de

f- O

Définition 1.6. Une propriété (appelée aussi un prédicat) sur un ensemble X est une application
P : X — {vrai, faux}. On dit que la propriété est vraie en x € X si P(x) = vrai et fausse si
P(x) = faux.

Pour X un ensemble, on note P(X) I’ensemble de ses parties, i.e., I’ensemble de ses sous-
ensembles.

Proposition 1.7. L’ensemble {vrai, faux}X des propriétés P : X — {vrai, faux} est en bijection
naturelle avec I’ensemble des parties de X.

Démonstration. Une propriété P : X — {vrai, faux} définit un sous-ensemble V(P) C X par
V(P) = P~'({vrai}) = {x € X, P(x) = vrai}.

Un sous-ensemble V C X définit une propriété Py : X — {vrai, faux} par Py(x) = vraisi x € V et
Py(x) = faux si x € X — V. Ces deux constructions sont inverses 1’une de I’autre. O

1.2 Entiers naturels et principe de récurrence

La définition de I’ensemble des entiers naturels, possible point de départ pour la définition

d’ensembles infinis, peut €tre abordée en formulant I’axiome suivant, qui est tres proche de la

définition des entiers utilisée dans les assistants de preuve >.

Axiome 1.1 (Axiome des entiers naturels). I/ existe un triplet (N, S : N — N, 0 € N) formé d’un
ensemble N appelé ensemble des entiers naturels, d’une application S : N — N notée aussi

Sm)y=n+1

et appelée application successeur, et d’un élément 0 € N vérifiant la propriété universelle sui-
vante : pour tout triplet
X, T:X->X,xeX)

avec X ensemble, il existe une unique application f : N — X telle que f(0) = xet foS =T o f.

La résultat suivant peut &tre admis *.

Proposition 1.8 (Axiomes de Peano). Le triplet (N,S : N — N,0 € N) vérifie les propriétés
suivantes :

1. 1=500)=#0.

3. Les étudiants intéressés pourront consulter I’ Annexe A.
4. Sa démonstration est donnée dans 1’ Annexe A.

11



1.3. OPERATIONS BINAIRES ET STRUCTURES ALGEBRIQUES

2. (Principe de récurrence) Pour toute partie5 P cN,siQe Petsipourtoutn € N on a
Uimplication [n € P = n+ 1 € P), alors P =N.

3. (Principe de récurrence forte) Pour toute partie P C N, si O € P et si pour tout n € R, on
a limplication [Nk € {0,...,n}, ke P=>n+1¢€ Plalors P=N.

4. S estinjective.

Remarque 1.9. On peut remplacer 0 par un entier ny dans les principes de récurrence. Dans
ce cas, on obtient que le sous-ensemble P est égal a ’ensemble {n € N,n > ng} des entiers
supérieurs ou égaux a n.

1.3 Opérations binaires et structures algébriques

Nous allons maintenant définir et étudier les opérations binaires sur les ensembles, qui jouent
un rdle fondamental dans la définition des structures algébriques (groupes, anneaux et corps) que
nous allons considérer.

Définition 1.10. Une opération binaire (ou loi interne) sur un ensemble X est une application
*: X X X — X. On dit que l’opération * sur X :

1. est associative si pour tous (x,y,z) € X>, on a
(s y) sz =x%(y*2).

2. possede e € X comme élément neutre si pour tout x € X,

exxX=XxX%e =X
3. est commutative si pour tous (x,y) € X2, ona

X*y=y*X.

4. fait de x € X un élément inversible d’inverse y € X pour [’élément neutre e si

X¥y=e=y*X.

On dit qu’une partie Y C X est stable si (x,y) € Y? implique x*y € Y.
Si X et + sont deux opérations binaires sur X, on dit que X est distributif par rapport a + si pour
tous (x,y,2) € X3, ona

XX(y+z)=xXy+xXzet (Y+7)XXxX=yXx+7ZXX.

Proposition 1.11. Soit = : X X X — X une opération binaire.
1. Sie et f sont deux éléments neutres pour *, alors e = f.
2. Si % est associative et si e est un élément neutre pour x, et y| et y, sont deux inverses de x

pour e, alors y| = y».

Démonstration. Les deux résultats sont des applications directes des axiomes.

5. Rappelons que la donnée d’une telle partie est équivalente a la donnée d’une propriété P : N — {vrai, faux}.
Cette correspondance entre sous-ensembles et propriétés permet de traduire le principe de récurrence en termes de
propriétés sur les entiers.
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1.3. OPERATIONS BINAIRES ET STRUCTURES ALGEBRIQUES

1. Onae=ex* f = f car e et f sont des éléments neutres pour .

2. On a par associativité et neutralité
y1 =yie =yi(xy2) = (n1x)y2 = ey2 = ya.
O

Remarque 1.12. Dans la suite, les opérations binaires seront souvent notées de deux manieres :

1. Notation additive : (x,y) — x +y. L’élément neutre est noté 0 et l’inverse pour [’addition,
aussi appelé I’opposé, est noté —x.

2. Notation multiplicative (x,y) — x Xy ou (x,y) — x-y. L’élément neutre est noté 1 et
Uinverse pour la multiplication est noté x™.

Le cas général sera noté multiplicativement.

La proposition suivante peut étre admise °.

Proposition 1.13. On peut munir I’ensemble N de deux opérations binaires + et X. Ces opéra-
tions sont associatives et commutatives, avec pour élément neutre respectifs 0 et 1. De plus, la
multiplication est distributive par rapport a l’addition.

Nous allons maintenant définir les monoides, groupes, anneaux et corps, comme des en-
sembles munis d’opérations binaires particulieres.

Définition 1.14. Soit (M, *, ) un triplet formé d’un ensemble M, d’une opération binaire * sur
M et d’un élément e € M.
1. On dit que (M, %, e) est un monoide si * est associative et e est un élément neutre.
2. Ondit que (M, *, e) est un groupe si c’est un monoide et si tout élément de M est inversible.
3. On dit que (M, %, e) est abélien (ou commutatif) si la loi * est commutative.

Soit (A, +, X, 0, 1) un quintuplet formé d’un ensemble A, de deux opérations + et X, et d’une paire
d’éléments (0,1) € A%
4. On dit que (A, +, X,0, 1) forme un anneau si (A, +,0) est un groupe commutatif, (A, X, 1)
est un monoide, et X est distributive par rapport a +. Si (A, X, 1) est de plus commutatif,
on dit que I’anneau est commutatif.

5. On dit qu’un anneau (A, +, X, 0, 1) est integre s’il est non nul et s’il vérifie que pour toute
paire (a,b) € A%, on a I'implication

ab=0 =>a=00ub=0.

6. On dit qu’un anneau (K, +,X,0, 1) est un corps si [’ensemble de ses éléments inversibles
(pour la multiplication X) est K — {0}. et si K est non nul.

Exemple 1.15. Donnons d’abord quelques exemples simples de monoides et de groupes.

1. On peut munir I’ensemble N des entiers naturels de deux structures de monoides com-
mutatifs : la structure additive (N, +,0) et la structure multiplicative (N, -, 1). Bien que la
multiplication soit distributive par rapport a ’addition, ceci ne donne pas une structure
d’anneau car (N, +,0) n’est pas un groupe puisque 1 n’a pas d’opposé.

6. Le début de sa démonstration a partir de I’Axiome des entiers 1.1 se trouve dans 1I’Annexe A et on pourra
I’approfondir ludiquement en se référant au site interactif [3].
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1.3. OPERATIONS BINAIRES ET STRUCTURES ALGEBRIQUES

2.

3.

Soit X un ensemble. L’ensemble Endgys(X) des application f : X — X muni de la compo-
sition des applications et de ’unité donnée par I’application identique idy est un monoide.
Le sous-ensemble Autgys(X) C Endgys(X) des application inversibles f : X — X (qui sont
les bijections, par la Proposition 1.5) est un groupe appelé le groupe symétrique de X. Si
X ={1,...,n}, onnote S, = Autgys(X).

Plus généralement, si (M, *, e) est un monoide, I’ensemble M* de ses éléments inversibles
forme un groupe (voir la Proposition 1.19).

Voici un monoide assez différent qui intervient dans la théorie des langages en informa-
tique. Si A est un ensemble fini de lettres d’un alphabet, on note M(A) I’ensemble dont les
éléments sont les mots finis écrits avec des lettres dans ’alphabet A. La loi de composition
des mots est simplement donnée par leur juxtaposition, et le mot neutre est le mot vide.
On vérifie facilement que M(A) est ainsi muni d’une structure de monoide, qui n’est pas
commutatif dées que A possede plus de deux éléments. Un langage sur ’alphabet A est
défini par un sous-ensemble L C M(A).

Exemple 1.16. Voici maintenant quelques exemples d’anneaux et de corps.

1.

2.

L’anneau nul est I’ensemble A = {0} muni des unités 04 = 0 et 14 = 0 et des opérations
définies par0 +0=0et0-0 = 0.

Les opérations d’addition et de multiplication usuelles sur ’ensemble 7 des entiers relatifs
font de ce dernier un anneau commutatif integre qui n’est pas un corps, car les seuls
entiers inversibles sont 1 et —1.

Les opérations d’addition et de multiplication usuelles sur les ensembles Q, R et C des
nombres rationnels, réels et complexes font de ces derniers des corps commutatifs.
L’ensemble C°([0, 1], R) des fonctions continues sur ’intervalle [0, 1] muni de ses opéra-
tions usuelles forme un anneau commutatif.

Si A est un anneau commutatif, I’ensemble (M,,(A), +, ) des matrices a coefficients dans
A munies de I’addition usuelle et de la multiplication des matrices, donnée par

(aij) - (bij) = (cij) = [Z i )

k

est un anneau (en général non commutatif si n > 1). Le groupe de ses inversibles pour la
multiplication est noté GL,(A).

Nous allons maintenant définir les morphismes entre les structures algébriques précédemment
définies.

Définition 1.17. Un morphisme de monoides (resp. morphisme de groupes)

f : (M’ *M,@M) - (N’ *N7eN)

est une application f : M — N telle que

et

flem) = ey

Jflmxy n) = f(m)xn f(n)

pour tous (m,n) € M>. Un morphisme d’anneaux (resp. morphisme de corps)

f (A, +4,%4,04,14) = (B, +5,Xp,0p8, 1)

14



1.3. OPERATIONS BINAIRES ET STRUCTURES ALGEBRIQUES

est une application f : A — B qui est un morphisme de groupes additifs
f (A, +4,04) — (B, +5,0p)
et un morphisme de monoides multiplicatifs

f 1 (A, Xa,14) = (B, Xp, 1p).

Définition 1.18. Un morphisme f : X — X d’un objet (monoide, groupe, anneau ou corps)
dans lui-méme est appelé un endomorphisme. Un morphisme f : X — Y entre deux objets est
appelé un isomorphisme s’il admet un inverse pour la composition, i.e., s’il existe un morphisme
g:Y > Xtelquego f=1idy et f o g =idy.

Proposition 1.19. Soit (M, %, e) un monoide. Si on note M* C M [’ensemble des éléments in-
versibles de M, alors M est un groupe, et tout morphisme de monoides f : M — N induit par
restriction un morphisme

i M* — N*

entre leurs groupes d’éléments inversibles. On a de plus f(m™') = f(m)~! pour tout m € M*.

Démonstration. Le fait que M soit un groupe découle de 1’unicité de I’inverse et des égalités

el=cet
(n *Mm)_l :I’l’l_1 *Ml’l_].

Sim~! € M est ’inverse de m dans M, on a

fmyxy fm™"y = fm =y m™) = flem) = en

et aussi f' (m™ 1) sy f(m) = ey donc f (m~1) est I'inverse de f(m) dans N. Ceci démontre aussi que
X M* — N* est bien définie. O
Exemple 1.20. Voici quelques exemples de morphismes.

1. Soit A un anneau commutatif (par exemple A = R) et n > 1. Le déterminant’
det : M,,(A) > M;(A) =A

est un morphismes de monoides mutliplicatifs. Par passage aux inversibles, il induit un
morphisme
det : GL,(A) — GL(A) = A*

ont A* désigne le groupe des inversibles de I’anneau A pour sa multiplication.

2. Si f: A — Bestun morphisme d’anneaux, le morphisme sous-jacent de monoides multi-
plicatifs induits un morphisme
AN - BX

entre les groupes d’éléments inversibles pour les multiplications.

3. Lesinclusions Z C Q C R c C sont toutes des morphismes d’anneaux. Elles induisent des
inclusions de groupes Z* c Q* c R* c C*.

4. Six €[0,1], I'application ev, : C%([0, 11, R) — R d’évaluation des fonctions en x, donnée
par f — f(x), est un morphisme d’anneaux.

7. Nous reverrons sa définition générale plus loin.
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5. Si A est un anneau commutatif et n > 1, l’inclusion A C M,,(A) donnée par a — a - 1d est
un morphisme d’anneaux.

Proposition 1.21. Une application f : G — G’ entre deux groupes est un morphisme de groupes
si et seulement si elle est compatible a la multiplication, i.e., si elle vérifie

f(g1+g2) = f(g1) * f(g2)
pour tous g1, g> € G. Elle vérifie alors aussi f(g™") = f(g)~" pour tout g € G.

Démonstration. Une des implications de 1’équivalence est évidente. Pour démontrer I’autre, il
suffit de multiplier I’égalité

fleg) * fleg) = fleg * ec) = f(ec)

par f (eg)™! pour obtenir f(eg) = ec’. La deuxieéme partie de I’énoncé est un corollaire direct de la
Proposition 1.19 et du fait que le groupe des inversibles d’un groupe est le groupe lui-méme. O

1.4 Relations d’ordre, relations d’équivalence et quotients

1.4.1 Relations binaires

Nous allons maintenant définir les relations d’ordre et les relations d’équivalence, qui jouent
toutes deux un réle important dans la formalisation de 1’algebre et de 1’analyse.
Définition 1.22. Soit X un ensemble.

1. Une relation (binaire) sur X est un sous-ensemble R C X x X.

2. Si R est une relation sur X et (x,y) € X, on écrit xRy pour (x,y) € R.

3. Un morphisme f : (X,R) — (Y,S) entre deux relations est une application f : X — Y
vérifiant que pour tous (x,y) € X2, on a U'implication xRy = f(x)S f(y).

On dit que la relation R sur X est :
1. réflexive si pour tout x € X, on a xRx.
2. transitive si pour tous (x,y,z) € X>, on a I'implication [xRy et yRz] = xRz.
3. symétrique si pour tous (x,y) € X2, on a xRy = yRx.
4. antisymétrique si pour tous (x,y) € X2, on a 'implication [xRy et yRx] = x = y.
5. totale si pour tous (x,y) € X% ona [xRy ou yRx].
Une relation R sur X est appelée :
1. une relation d’ordre (souvent notée <) si elle est réflexive, transitive et antisymétrique.

2. une relation d’équivalence (souvent notée ~) si elle est réflexive, transitive et symétrique.

Exemple 1.23. Voici quelques exemples simples.

1. La seule relation sur un ensemble X qui est en méme temps une relation d’ordre et une
relation d’équivalence est la relation d’égalité, donnée pour tout (x,y) € X* par

XRy & x =y.

2. La relation ~ sur [’ensemble E des étudiants de ce cours donnée par x ~ y si x et y ont la
méme marque de chaussures est une relation d’équivalence.
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3. La relation < sur [’ensemble {0, 1} donnée par 0 < 0, 1 < 1 et 0 < 1 est une relation
d’ordre total.

4. La relation ~ sur I’ensemble {0, 1} donnée par0 ~ 0,0 ~ 1, 1 ~ O et 1 ~ 1 est une relation
d’équivalence.

5. Si X = {0, 1}, U'application identique est un morphisme idy : (X,<) — (X, ~) entre les
deux relations précédemment définies.

1.4.2 La relation d’ordre sur les entiers naturels

Les entiers naturels sont munis d’une relation d’ordre naturelle définie par le résultat suivant,
qui est une conséquence de la Proposition 1.13, et que nous allons aussi admettre.

Proposition 1.24. La relation définie sur [’ensemble des nombres entiers par n < m si il existe
k € N tel que n + k = m est une relation d’ordre totale dont O est le plus petit élément.

Exemple 1.25. L’application successeur S : N — N donnée par S (n) = n + 1 est un morphisme
de relations d’ordre S : (N, <) — (N, <), i.e., une application croissante.

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant concernant cette relation d’ordre.
Proposition 1.26. Toute partie non vide de N possede un plus petit élément.
Démonstration. Montrons par récurrence sur n € N que la propriété

P(n) ={Si A c{0,...,n} est une partie non vide alors elle a un plus petit élément}.

est vraie.

1. Le cas de base est n = 0. On a alors A = {0} et A a 0 comme plus petit élément donc P(0)
est vraie.

2. Supposons P(n) vraie et montrons P(n + 1). On a deux cas :

(@) Sin+1¢A,alors A C{0,...,n}eton peut appliquer P(n) pour conclure.
(b) Sin+1 €A, onconsidere A” =A — {n + 1}. Alors on a deux cas :

i. SiA” # @alors A’ c {0,...,n} et P(n) s’applique pour conclure.
ii. SiA” =@ alors A = {n + 1} et son plus petit élément est n + 1.

Ceci conclut la démonstration par récurrence de P(n). Maintenant, prenons une partie non vide B
de N et soitn € B. Posons A = {0,...,n} N B C {0,...,n}. On applique P(n) a A pour lui trouver
un plus petit élément et c’est aussi par construction un plus petit €lément de B. O

1.4.3 Relations d’équivalence, quotients et classes de nombres

Les relations d’équivalence se retrouvent un peu partout en mathématiques parce qu’elles
amenent a la notion d’ensemble quotient, défini comme étant I’ensemble des classes d’équiva-
lence d’une relation donnée, et que cette notion est a la base de constructions de nombreux objets
mathématiques fondamentaux, comme nous le verrons plus loin.

Pour E un ensemble, rappelons qu’on note P(E) I’ensemble de ses parties, 1.e., I’ensemble de
ses sous-ensembles.
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Définition 1.27. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. La classe d’équivalence
de x € E est
clr(x) ={y € E | yRx}.

L’ensemble quotient de R
E/R = {clg(x),x € E} C P(E)

est [’ensemble des classes d’équivalence de tous les éléments de E. On dispose d’une application
surjective naturelle clg : E — E/R.

Proposition 1.28. Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E. L’ensemble quotient
E /R forme une partition de E.

Démonstration. Pour montrer que I’ensemble quotient forme une partition de E, il faut montrer
que tout élément x € E appartient a une et une seule classe d’équivalence.

Tout d’abord, pour tout x € E, on a xRx (réflexivité) et donc x € clr(x). En particulier, x appartient
a au moins une classe d’équivalence.

Ensuite, si on suppose que y € E appartient a la fois a clgr(x1) et a clg(x2). On veut montrer que
clp(x1) = clr(xy) (attention, ce n’est pas vrai en général que x; = x!). Soit donc z € clg(xy).
Alors on a zRx mais aussi xRy et xpRy. Par symétrie et transitivité, cela implique que zRy puis
que zRx>. Ainsi, z € clg(xy) et donc clg(x1) C clr(x;). Par symétrie des roles joués par xj et xo,
on a aussi clg(x2) C clg(xy), et donc clg(x1) = clg(x2), ce qu’on voulait démontrer. O

Proposition 1.29 (Propriété universelle du quotient ensembliste). L’application clg : E — E/R
vérifie la propriété universelle suivante : pour tout ensemble F, et pour toute application f : E —
F vérifiant la condition

pour tous (x,y) € E?, xRy implique f(x) = f(y),

il existe une unique application f : E/R — F telle que f o clg = f, i.e., qui fait commuter le
diagramme

ClR

E}R

Démonstration. On doit forcément définir f sur une classe clg(x) par f(clg(x)) = f(x) car on veut
avoir f o clg = f. Ceci ne dépend pas du choix du représentant x de la classe car xRy implique
f(x) = f(y). On a aussi alors clairement f o clg = f. O

Exemple 1.30. Considérons a nouveau l’exemple de la relation R donnée par “avoir la méme
marque de chaussure” sur ’ensemble E des étudiants de ce cours. On note M [’ensemble des
marque de chaussures représentées dans ce cours. L’application ¢ : E — M qui associe a un
étudiant la marque de ses chaussures est constante sur les classes d’équivalence et factorise en
une bijection

f:E/IR—SM

entre [’ensemble des groupes d’étudiants classés par marques de chaussures et [’ensemble des
marques de chaussures représentées dans le cours. Ainsi, ces deux ensembles ne sont pas égaux,
mais sont en bijection naturelle. Cette bijection permet de dénombrer les classes d’étudiants par
marques de chaussures, i.e., les éléments de |’ensemble quotient.

8. On remarque qu’une application vérifiant cette condition est exactement un morphisme de relations d’équiva-
lences f : (E,R) — (F,=).
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Le corollaire suivant peut-&tre utile pour définir des applications entre ensembles quotients.

Corollaire 1.31. Soit f : (E,R) — (F,S) un morphisme entre relations d’équivalences. Alors f
induit une unique application f : E/R — F/S vérifiant f o clg = clg o f, i.e., faisant commuter
le diagramme

f

E F
clRl lcls
E/R - F/S

Démonstration. Le résultat découle directement de la Propriété universelle du quotient ensem-
bliste 1.29 appliquée a 1’application clg o f. O

Lorsque I’on introduit de nouveaux objets mathématiques pour résoudre des problemes, cela
se fait tres souvent par le choix du quotient d’un ensemble connu par une relation d’équivalence
convenable. Une suite notable de telles constructions est donnée par la construction des diffé-
rents types de nombres utilisés dans ce cours. On suppose donné I’ensemble (N, +,0, X, 1, <)
des nombres entiers naturels avec ses structures standards, fournies par les Propositions 1.13 et
1.24. C’est un exercice laborieux (basé sur 1’utilisation répétée du Corollaire 1.31) de montrer
que toutes ces structures se prolongent aux différentes classes de nombres considérées (sauf la
relation d’ordre <, qui n’est pas définie sur C).

Exemple 1.32. Les entiers relatifs résolvent le probleme de donner aux nombres entiers naturels
des opposés (inverses pour I’addition). Formellement, on pose

Z:=NxN/ ~,

ou on note n —m la classe d’une paire d’entiers (n, m) pour la relation ~ qui identifie (n, m) avec
(n',m’) lorsque n + m" = m + n’. On définit I’inclusion naturelle N — 7Z en envoyant n sur (n,0).
La somme est définie par

m-m+@ -m)=m+n)—-(m+m).
Le produit est défini par
nm-m)-(n —m’) = (mn’ +mm’) — (nm’ + mn’).

On vérifie que ceci munit Z d’une structure d’anneau commutatif. La relation d’ordre < sur Z est
définie en disant que n —m < n’ —m’ dans Z sin + m’ < n’ + m dans N.

Exemple 1.33. Les nombres rationnels résolvent le probleme de donner aux nombres entiers
naturels non nuls des inverses pour la multiplication dans Z. Formellement, on pose

Q:=ZxN-{0}/ ~

ou on note p/q la classe d’une paire d’entiers (p, q) pour la relation qui identifie (p, q) et (r, s) si
ps = rq. On définit 'inclusion naturelle Z — Q en envoyant p sur p/1. La somme est définie par

(p/q) + (r/s) = (ps +qr)/(gs).

Le produit est défini par
(p/q) - (r/s) = (pr)/(gs).

Ceci munit Q d’une structure de corps commutatif. La relation d’ordre < sur Q est définie en
disant que (p/q) < (r/s) dans Q si ps < gr dans Z.
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Exemple 1.34. Les nombres réels résolvent le probleme de donner aux suites de Cauchy de
nombres rationnels des limites. Rappelons qu’une suite de rationnels (x,) € QY est de Cauchy si
ses termes se rapprochent a Uinfini, i.e., si, pour tout € € Q, il existe un entier N > 0 tel que
p.q = N implique |x, — x4| < €. Si on note Cauchy(Q, | - |) I’ensemble des suites de Cauchy de
rationnels, on pose

R := Cauchy(Q, |- |)/ ~

ou on dit que deux suites de Cauchy sont équivalentes si elles ont formellement la méme limite,
i.e., si leur différence tend vers 0. La limite d’une suite de Cauchy (x,) de nombres rationnels est
simplement donnée par sa classe cl.((x,)) dans R. On définit I’application naturelle Q — R en
envoyant un nombre rationnel p/q sur la suite constante correspondante, qui est de Cauchy. On
montre enfin que toute suite de Cauchy de nombres réels est convergente. On peut montrer que
R est muni d’une addition et d’une multiplication (induites par la somme et le produit terme a
terme des suites) qui en font un corps commutatif. La relation d’ordre < sur R est définie de la
maniére suivante : on définit R, comme [’ensemble des classes qui ont un représentant donné par
une suite de Cauchy de Q4 = {x € Q, x > 0}, et on écrit que (x,) < (yn) si cl-(y, — x,) € R;.

Exemple 1.35. Les nombres complexes résolvent le probleme de donner une racine au polynome
réel x> + 1 = 0. Plus précisément, on pose

C:=R[x]/ ~

ou on dit que deux polynomes réels sont équivalents si leur différence est divisible par le polynome
x% + 1. On montrera plus loin que C est un anneau commutatif unitaire (qui est en fait un corps).
Par division euclidienne, nous verrons qu’il n’est pas difficile de montrer que I’application de
classe

cl. :R[x]<1 > C

est bijective, ou R[x]<| désigne les polynémes de degré inférieurs ou égal a 1. On note alors i la
classe de x.

1.5 Sous-groupes et groupes quotients

1.5.1 Sous-groupes

Définition 1.36. Un sous-groupe H d’un groupe (G, *, eg) est un sous-ensemble H C G qui :
1. contient eg,
2. est stable par ’opération x, i.e., vérifie que pour tous g,h € H,ona g «h € H,
3. est stable par passage a 'inverse, i.e., vérifie que pour tout g € H, ona g~' € H.

Proposition 1.37. Soit G un groupe et H un sous-ensemble non vide de G. Alors H est un sous-
groupe si et seulement si pour tous x,y € H, on a xy_] € H

Démonstration. L’une des implications découle directement de la définition de sous-groupe.
Montrons 1’autre. Supposons H non vide et que pour tous x,y € H, on ait xy~! € H. Soit x € H,
alors on a eg = xx~! € H. De plus, on obtient y~! = egy~! € H pour tout y € H. Enfin, si y € H,
ona (y~1)~! = y donc pour x,y € H, on obtient

xy=x(y HleH.

On a bien montré que H est un sous-groupe. O
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Exemple 1.38. Fixons n > 1 un entier.

1. Pour A un anneau commutatif, Le groupe (GL,(A), -, 1d) des inversibles du monoide mul-
tiplicatif (M, (A), -,1d) des matrices est appelé groupe général linéaire. C’est un groupe
non commutatif pour n > 1.

2. Le groupe orthogonal O,(R) est le sous-groupe de GL,(R) donné par
0,(R) = {M € M,,(R),"MM = M'M = 1d}.

Ce groupe joue un role important dans la théorie de la diagonalisation des matrices sy-
métriques dans une base orthonormée.

3. Dans [’analogue complexe de cette théorie, qui est la diagonalisation des endomor-
phismes autoadjoints d’un espace complexe, [’analogue du groupe orthogonal est le
groupe unitaire, défini comme le sous-groupe de GL,(C) donné par

U,(R) = {M € GL,(C),"MM = M'M = 1d)}.

Définition 1.39. Le noyau d’un morphisme de groupes [ : (G, *g, 1) — (H,*g, 1g) est défini
par

Ker(f) = f'(1n) = {g € G, f(8) = 1)
et I’image de f est définie par

Im(f) = f(G) = {f(g), g € G}.

Proposition 1.40. Le noyau et I’'image d’'un morphisme de groupes f : G — H sont des sous-
groupes de la source H et du but G du morphisme. Un morphisme de groupe est injectif si et
seulement si Ker(f) = {1} et surjectif si et seulement si Im(f) = H.

Démonstration. La démonstration des propriétés de sous-groupes est laissée en exercice. Si f :
G — H estinjectif, comme f(1g) = 1y, si f(g) = 1y alors g = 15, donc on a forcément Ker(f) =

{1g}. Réciproquement, si Ker(f) = {1} et f(g1) = f(g2), alors 1y = f(g1) - f(g2)™" = f(g18;")
donc g;1g, I = 15 donc g1 = g». La condition pour la surjectivité est évidente. O

1.5.2 Quotient d’un groupe abélien par un sous-groupe

Nous allons maintenant définir le quotient par un sous-groupe seulement dans le cas d’un
groupe abélien, car ceci est suffisant pour ce qui suit. Les groupes abéliens abstraits sont souvent
notés en notation additive.

Proposition 1.41. Soit (A, +,0) un groupe abélien et B C A un sous-groupe. La relation Rp sur
A définie par ajRpay si et seulement si a; — a» € B est une relation d’équivalence. Le quotient
A/B de A par cette relation d’équivalence est muni d’une unique structure de groupe telle que
I’application de classe clp : A — A/B soit un morphisme de groupes.

Démonstration. Vérifions qu’on a bien une relation d’équivalence.

1. (Réflexivité) Onaa —a = 0 € B donc aRpa pour tout a € A.

2. (Symétrie) Sia; —ar € B, alors a, —a; = —(a; —az) € B car B est un sous-groupe. Ainsi,
ajRpa; implique ayRpay pour tous ag,a € A.

3. (Transitivité) Sia; —az € Betap —a3 € Balorsa; —az = (a1 —az) + (ap — a3) € B. Ceci
donne que a1Rpay et axRpas implique ajRpas pour tous ay,az,as € A.
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Poura e A,onnotea+ B ={a+b, be Bilet B+a =1{b+a, be B}.Laclasse d’un élément
a € A est donnée par
clga)=a+B=B+a

car le groupe A est commutatif. La structure de groupe sur le quotient est unique, si elle existe.
En effet, si on veut que I’application de classe clp soit un morphisme de groupes, elle doit vérifier

ClB(al) + ClB(ag) = (a1 + B) + (a2 + B) = (a1 + az) +B= clB(a1 + az)
pour tous ay,a € A. D’autre part, sia; + B=a} + Betay + B=a, + B,ona
clg(ar) +clp(ax) =ar + B+a+B= (a1 +a))+B=d|+B+a,+B=(d)+a))+B

car le groupe A est commutatif, donc I’addition des classes ne dépend pas du choix du représentant
et est bien définie. On obtient aussi, par construction, que 1’application de classe est un morphisme
de groupe. O

Proposition 1.42 (Propriété universelle du quotient dans les groupes abéliens). Soit A un groupe
abélien et B C A un sous-groupe. Le morphisme clg : A — A/B vérifie la propriété universelle
suivante : pour tout groupe abélien C et tout morphisme f : A — C tel que f(B) = {0¢}, il existe
un unique morphisme f : A|B — C tel que f o clg = f, i.e., qui fait commuter le diagramme

A

gazf'
A/B

ClB

Démonstration. Ceci découle de la propriété universelle 1.29 du quotient dans les ensembles, car
aiRpa si et seulement si il existe b € Btel que a = ¢ + b et alors f(ay) = f(az) + f(b) = f(az).
On vérifie facilement que f est un morphisme de groupe. O

1.6 Idéaux et anneaux quotients

Dans toute cette section, les anneaux sont supposés commutatifs.

Définition 1.43. Un idéal d’'un anneau A est un sous-groupe additif I C A qui est stable par
multiplication par les éléments de A, i.e, qui vérifie que pour tousa € Aet x€ l,onaax € I.

Proposition 1.44. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Le noyau I = Ker(f) du morphisme
de groupes additifs sous-jacents est un idéal.

Démonstration. Par la Proposition 1.40, le noyau / est un sous-groupe de (A, +,0). Il existe a
vérifier qu’il est stable par multiplication externe par les éléments de A. Soita € Aetm € 1.Ona

flam) = f(a)f(m) = f(a)-0=0
ce qui termine la preuve. O

Théoreme 1.45. Soit A un anneau et I C A un idéal. Alors il existe une unique structure d’anneau
sur le quotient de groupes additifs commutatifs A/I telle que ’application de classecl; : A — A/l
soit un morphisme d’anneau.
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Démonstration. Pour a,b € A,onaclj(a) =a+ I etcly(b) =b + 1. On va poser
(a+I1)-(b+1) = (ab)+1
pour que le morphisme de groupes additifs
cly : A— A/l

donné par la projection naturelle (obtenu par la Proposition 1.41) soit aussi un morphisme de
monoides multiplicatifs, ol A/I est muni de I’unité 1 := cl;(1) Pour prouver que c’est possible,
on remarque d’abord que 1’égalité de deux classes a + I et a’ + [ est équivalente a a —a’ € I. Dire
quea’ +1 =a+1etb’ +1=>b+1estdonc équivalent a dire que a —a’ € I et b — b’ € 1. Ceci
implique alors

ab-adb' =ab+db-db-adb =@@-ad)b-db-b)el

car [ est un sous-groupe additif de A stable par multiplication externe. Ainsi, on a bien ab + I =
a’b’ + I, donc la multiplication A X A — A passe bien au quotient par le sous-groupe additif /.
On montre ensuite que la structure ainsi obtenue fait bien de A/l un anneau (I’associativité et la
distributivité découlent de celles de A) tel que le morphisme de projection cl; : A — A/ soit un
morphisme d’anneaux (par construction). |

Exemple 1.46. Sin € Z est un entier, [’ensemble nZ de ses multiples est un idéal de Z. Le quotient
Z[nZ est appelé I’anneau des entiers modulo n.
Exemple 1.47. On peut montrer (avec un travail non négligeable) les résultats suivants :

1. I’ensemble Cauchy(Q, | - |) des suites de Cauchy de nombres rationnels considérées dans
I’Exemple 1.34 forme un anneau commutatif unitaire pour les opérations induites par
I’addition et le produit des suites termes a termes.

2. Le sous-ensemble Cauchyy(Q, | - |) des suites tendant vers 0 est un idéal de cet anneau.

3. Ceci implique que le quotient

R = Cauchy(Q, | - |)/Cauchyy(Q, | - )

est un anneau commutatif unitaire (qui est en fait un corps).

Proposition 1.48 (Propriété universelle du quotient dans les anneaux). Soit A un anneau et [ C A
un idéal. Le morphisme cly : A — A/I vérifie la propriété universelle suivante : pour tout anneau
B et tout morphisme f : A — B tel que f(I) = {0}, il existe un unique morphisme f : A/ — B
tel que f o cly = f, i.e., qui fait commuter le diagramme

Al

Démonstration. Ceci découle de la propriété universelle 1.42 du quotient dans les groupes abé-
liens. On vérifie facilement que f est un morphisme d’anneaux. O

Exemple 1.49. Si n et m sont des entiers tel que n divise m, i.e., si il existe q € Z tel que nq = m,
alors on a 'inclusion mZ C nZ, donc l'image de mZ par [’application de classe cl,, : Z — Z/nZ
est nulle. Ceci implique, par la propriété universelle du quotient dans les anneaux qu’il existe un
unique morphisme d’anneaux f : Z/mZ — Z/nZ tel que f o cl,, = cl,,.
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Chapitre 2

Division euclidienne

Dans toutes la suite, les anneaux seront supposés commutatif, sauf mention explicite du
contraire, et K désigne un corps commutatif.

Dans ce chapitre, nous allons présenter une similitude frappante entre I’anneau des entiers Z
et ’anneau K[X] des polyndmes sur un corps : tous deux sont munis d’une division euclidienne. Il
peut étre utile, a titre culturel, de préciser que I’analogie entre I’anneau des entiers et I’anneaux des
polyndmes (sur un corps fini), dont c’est un des aspects, est a la source de nombreux problemes
intéressants et encore bien ouverts en théorie des nombres.

2.1 L’algebre des polynémes sur un anneau

On fixe un anneau commutatif A.

Définition 2.1. Une algebre B sur I’anneau A, appelée aussi une A-algébre, est un anneau B
muni d’un morphisme d’anneaux f : A — B (qui est souvent sous-entendu). Un morphisme de
A-algebres g : B — B’ est un morphisme d’anneaux tel que g o f = f’, i.e., tel que le diagramme

A
B————B
commute.

Exemple 2.2. Le morphisme naturel A — M, (A) donné par a — a - I fait de I’algebre des
matrices sur [’anneau A une A-algébre non commutative.

Définition 2.3. Un polynome sur A est une somme formelle
P(X) = Z ap X"
neN

dont tous les coefficients a, sont des éléments de A et telle que seul un nombre fini de coefficients
ay soient non nuls. La somme de deux polynomes est définie par linéarité par

Z a, X" + Z b, X" = Z(an + by)X".

neN neN neN

Le produit de deux polynomes est défini par distributivité par
[Z anX”] : [Z an"] - Z b X" = Z( Z apbq] X",
neN neN neN,meN neN \p+q=n
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2.1. L’ALGEBRE DES POLYNOMES SUR UN ANNEAU

Pour a € A, on note aussi a l’élément correspondant de A[X], donné par a - X0 Si P =
DineNy an X" € A[X] est un polynéme, on définit son degré deg(P) comme le plus grand n (va-
lant par convention —oo si P est nul) tel que le coefficient a, soit non nul et tous les a,, pour
m > n soient nuls. Le coefficient aqeg(p) est appelé coefficient dominant de P.

Proposition 2.4. On dispose des inégalités

deg(PQ) < deg(P) + deg(Q)

et

deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)).

La premiere inégalité est une égalité si A est un corps.

Démonstration. Si a,, et b, sont les coeflicients dominants de P et O, le coefficient dominant de
PQ est ¢4 = ayby, s’1l n’est pas nul. C’est le cas si A est un corps. S’il est nul, le coefficient
dominant c¢; de PQ a donc un indice d strictement inférieur a n+m. La deuxieme inégalité, laissée
en exercice, se démontre aussi en raisonnant sur les coefficients dominants. O

Proposition 2.5. L’ensemble A[X] avec son addition et sa multiplication naturels forme une A-
algebre commutative. Elle vérifie la propriété universelle suivante : si B est une A-algebre (pas
forcément commutative), et x € B est un élément, il existe un unique morphisme de A-algebre
evy : A[X] — Btel que ev (X) = x, i.e., faisant commuter le diagramme

A[X]
Démonstration. On remarque d’abord que pour tous entiers p et g, on a bien

Pxd = xP+a
dans B, mé€me si elle n’est pas commutative. Posons evy(P) = P(x) = ),y anXx". On a aussi
S| [Srr)= 3 a3 3 o)
neN neN neN,meN neN \p+g=n

et la compatibilité a la somme est évidente. Le fait que ce soit un morphisme de A-algebre est
aussi clair car ev (a4 X?) = evi(aax®) = evi(as - 15) = a; - 15. O

Remarque 2.6. La propriété précédente joue un role important dans la diagonalisation des ma-
trices sur un corps K, car elle permet de définir un morphisme evy; : K[X] — M, (K) associé a
chaque matrice M et d’étudier ainsi les polynomes de matrices.

Proposition 2.7. Si K est un corps, les éléments inversibles de I’anneau des polynomes K[X] sont
les éléments inversibles de K, i.e., on a

K[X]* = K* = K — {0}

Démonstration. Linclusion K* c K[X]* vient de Iinclusion K — K[X] par passage aux inver-
sibles. Pour 1’autre inclusion, si P € K[X] est inversible, on a

0 = deg(X") = deg(PP™") = deg(P) + deg(P™")
donc deg(P) = deg(P‘l) = 0. O
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2.2. ANNEAUX PRINCIPAUX ET ANNEAUX EUCLIDIENS

2.2 Anneaux principaux et anneaux euclidiens

Proposition 2.8. Soit A un anneau et X C A un sous-ensemble. Il existe un plus petit idéal (X)
contenant X. 1l s’identifie a I’ensemble des combinaisons linéaires (finies) ) .cx ay - X d’éléments
de X a coefficients (presque tous nuls) dans A.

Démonstration. Si {I}scs est une famille non vide d’idéaux, son intersection I = Ngeg /g est un
idéal. D’autre part, la famille des idéaux de A contenant X est non vide car elle contient A. On
peut donc définir le plus petit idéal contenant X comme I’intersection de tous les idéaux contenant
X. Remarquons maintenant que I’ensemble (X), des combinaisons linéaires finies d’éléments de
X a coeflicients dans A est clairement un idéal contenant X, ce qui donne I’inclusion (X) C (X),.
Inversement, tout idéal contenant (X) contient ces combinaisons linéaires finies, ce qui donne
I’inclusion (X), C (X), d’ou I’égalité (X) = (X),. O

Définition 2.9. Soit A un anneau et X C A un sous-ensemble. Le plus petit idéal (X) contenant X
est appelé l'idéal engendré par X. Un idéal I est principal s’il est engendré par un élément a € A,
i.e., s’il existe a € A tel que I = (a).

Définition 2.10. Soit A un anneau.
1. On dit que A est principal si tout idéal I différent de A est principal.

2. Sia,b € A, on dit que a divise b ou que b est un multiple de a, et on note alb si il existe
q € A tel que aq = b.

Exemple 2.11. Dans Z, les idéaux principaux sont de la forme (n) = nZ pour n € Z. Leurs
éléments sont les multiples de n. L’anneau Z est intégre et on verra plus loin (en utilisant la
division euclidienne) qu’il est aussi principal, i.e., que ses idéaux sont tous de la forme nZ pour
neZ.

Définition 2.12. Un anneau euclidien est un anneau intégre A équipé d’une fonction 6 : A —
N U {—oo} (appelée le stathme) telle qu’on ait :

1. 6(0) = —oo et 5(a) € N pour tout a € A — {0},
2. pourtouta € Aetb e A—{0}, il existe q,r € A tels que a = bq + r et 5(r) < 5(b),
3. pour tous a,b € A — {0}, 6(b) < d(ab).

Remarque 2.13. Le stathme est uniquement déterminé par sa valeur sur A—{0} : on peut toujours
poser 6(0) = —co.

Proposition 2.14. Tout anneau euclidien est principal, i.e., si I est un idéal d’'un anneau euclidien
A, il existe a € A tel que A = (a).

Démonstration. Notons ¢ : A—{0} — N le stathme. Si/ = 0, on a I = (0) et le probleme est réglé.
Supposons donc I # 0. On choisit a € I — {0} c A — {0} tel que 6(a) soit minimal. On va montrer
I C (a), puisque I’autre inclusion est évidente par définition de (a). Soit b € I. Alors il existe g et
rdans Atelsque b = ga+retd(r) < 6(a). Onaqga € (a) Cletbe ldoncr=5b—-qaecl Si
r = 0, on a gagné car alors b = ga € (a). Sir # 0, on a 6(r) < d(a) et r € I ce qui contredit la
minimalité de a dans I pour 6. Ceci conclut la démonstration. |
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2.3. LES ANNEAUX Z ET K[X] SONT EUCLIDIENS

2.3 Les anneaux Z et K[ X] sont euclidiens

Proposition 2.15. L’anneau des entiers Z muni du stathme donné par la valeur absolue 6 = |- | :
Z — {0} — N est euclidien. De plus, dans la division euclidienne, le quotient et le reste sont
uniques si on suppose le reste positif ou nul.

Démonstration. Rappelons qu’on pose 6(0) = —co et 6(a) = |a| pour a € Z — {0}. Pour a et b des
entiers non nuls, on a |a| > 1 et |p| > 1. Ceci implique

lal = lal - 1 < |al - |b] = |abl

donc la derniere condition pour étre un stathme est vérifiée. Fixons b € Z — {0}. On a |p| > 0. On
va démontrer par une récurrence sur @’ € N que pour tout a’ € N, il existe ¢’, ' € Z tels que

a =bqg +7r.

Le cas de base est @’ = 0. On pose alors ¢ = ' = 0. On a alors bien §(+') = —co < §(b) = |b|.
Fixons maintenant @ > 0, et supposons 1’hypothése vraie pour tout a’ < a. On procéde par une
étude de cas.

1. Sia < |b|,onposeg=0eta=retonabiena = bqg+ravec|r|=a<|b|.

récurrence a a’ = a — |b|, pour obtenir ¢’ et r’ tels que

2. Sia > |b|, alors 0 < a — |b| < a car |b| > 0, donc on peut appliquer 1’hypothese de

a=qgb+r et <|b|.

Ceci implique
a=(a-1b)+1bl=qg'b+71 +|bl

(a) Sib>0,ona|b|=bdonc
a=bg +1)+7r,

etonpose g =¢q’ + 1 etr =r". Comme || < |b|, on a obtenu ce qu’on cherchait.
(b) Sib <0, alors |b| = —b, donc

a=qgb+r -b=bl¢g -1)+7r

avec toujours |r’| < |b]. On peut donc poser r = r' etqg = q’' — 1.

Il reste a traiter le cas ou a est strictement négatif. Par le résultat précédent, on a
(—a)=bg+r
avec 6(r) < o(b). Mais comme 6(—r) = 6(r), on peut utiliser 1’identité
a=b(-q)—r
pour arriver au résultat recherché. O

Proposition 2.16. Soit K un corps. L’application 6 : K[X] — {0} — N définie par 6(P) = deg(P)
munit K[X] d’une structure d’anneau euclidien. De plus, dans la division euclidienne, le quotient
et le reste sont uniques.
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2.3. LES ANNEAUX Z ET K[X] SONT EUCLIDIENS

Démonstration. La preuve est similaire a celle de I’énoncé 2.15 sur les entiers et se fait par
récurrence. D’abord, si f, g € K[X] — {0}, on a vu dans la Proposition 2.4 que

deg(fg) = deg(f) + deg(g)

donc deg(f) < deg(fg). Fixons maintenant g € K[X] — {0}. On va démontrer par récurrence sur
le degré de f € K[X] qu’il existe ¢, r € K[X] tels que

f=gq+r

et deg(r) < deg(g). Commencons par initier la récurrence en supposant deg(f) = 0,i.e., f =ce€ K
est une constante.

1. Sideg(g) > 0, on pose g(X) = 0 et r(X) = f(X) et on obtient
f=0-g+r

avec deg(r) < deg(g).

2. Sinon, g est une constante A de K —{0} qu’on peut inverser dans K pour définir g(X) = c/4
et r(X) = 0, ce qui donne

f:c:(c//l)'ﬁﬁ-o:q.g_i_r'
On va supposer I’hypothese de récurrence vérifiée pour tout m < n. Notons
fX)=a,X"+---+ap et gX)=bX"+---+by

avec by, # 0.
1. Sideg(f) < deg(g), on pose g(X) = 0 et r(X) = f(X) et on obtient

f=0-g+r
avec deg(r) < deg(g).

2. Sinon, deg(f) > deg(g). On suppose a, # 0, i.e., n = deg(f) et on a m = deg(g). Comme
K estun corps, b,, # 0 est inversible, et on pose

c=a,/b, €K

et
JiX) = f(X) = X" "g(X).
Alors, le coefficient de X" pour f] est

an — cby, = ay — (an/bw)by, = 0

donc on a deg(f1) < n, et on peut appliquer I’hypothese de récurrence a fi pour obtenir g
et rq tels que

fi=qg+n
avec deg(r1) < deg(g). On obtient

fX) = cX""g(X) + fi(X) = (X" + q1(X)g(X) + ri(X).
On peut alors poser g(X) = c X" + q1(X) et r(X) = r1(X), et obtient
f=q8+r
avec deg(r) < deg(g).
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2.3. LES ANNEAUX Z ET K[X] SONT EUCLIDIENS

Il reste a montrer que le quotient et le reste sont uniques. Supposons donc
f=gq+r=gq +r
avec deg(r) < deg(g) et deg(r’) < deg(g). Alors on a
r—r =gl -q)
Mais on a aussi deg(r — r’) < deg(g). Supposons g # ¢’. Alors
deg(g) < deg(g(g — ¢)) = deg(r — ') < deg(g),
ce qui donne une contradiction. On obtient donc ¢ = ¢’ et r = 1. O

Corollaire 2.17. Les idéaux de Z sont tous de la forme nZ avec n € Z. Si K est un corps, les
idéaux de K[X] sont tous de la forme (P) avec P € K[X].

Nous allons maintenant donner une description ensembliste explicite des quotients de Z et
K[X] par leurs idéaux en utilisant la division euclidienne.
On fixe un entier n > 0. L’anneau Z/nZ est le quotient de Z par 1’idéal nZ, i.e., par la relation
d’équivalence
k ~1 & ndivise k — I.

Définition 2.18. Si k € Z est un entier, on note k mod n le reste positif ou nul de sa division
euclidienne par n.

L’application mod n : Z — {0,...,n — 1} est surjective et vérifie que
k~lek modn=I[] modn.

Ceci implique, par la propriété universelle du quotient ensembliste Z/nZ, qu’on dispose d’une
application mod n : Z/nZ — {0, ...,n — 1} telle que si cl, : Z — Z/nZ est la projection naturelle
du quotient, on ait mod » o cl, = mod n. L’application

modn :Z/nZ —{0,...,n— 1}

ainsi construite est bijective.
Soit maintenant K un corps. On fixe un polyndme non nul g € K[X] — {0}. L’anneau K[X]/(g)
est le quotient de K[X] par I'idéal (g), i.e., par la relation d’équivalence

p~q & gdivise p —q.

Définition 2.19. Si f € K[X] est un polynéme, on note f mod g le reste de la division eucli-
dienne de f par g.

L’application mod g : K[X] — K[X]<deg(g) Vers les polynomes de degré inférieur a celui de
g est surjective, et envoie la relation d’équivalence induite par (g) sur la relation d’égalité. Ceci
permet de construire une application

mod g: K[X]/(g) — K[X]<deg(g)
qui est bijective. On peut montrer que c’est en fait un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Exemple 2.20. Si on considere le polynome g(X) = X*+1 dans R[X], on obtient une identification
ensembliste N
mod g : C = RIX]/(X*+1) — R[X]«

qui est en fait un isomorphisme de R-espaces vectoriels.
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2.4. DIVISEURS, MULTIPLES ET ALGORITHME DE BEZOUT

2.4 Diviseurs, multiples et algorithme de Bézout

L’intersection de deux idéaux / et J est un idéal I N J. Il est possible de définir aussi la somme
de deux idéaux / et J en posant

I+J={a+b,acl bel}.
Dans le cas de deux idéaux principaux, ceci donne
(@) + (b) = (a, ).

Définition 2.21. Soit A un anneau principal et a,b € A. Un plus grand commun diviseur pour a
et b est un élément pgcd(a, b) tel que

(a) + (b) = (pged(a, D).

On dit que a et b sont premiers entre eux si 1 est un plus grand commun diviseur pour a et b, i.e.,
Si
(@) + (D)= (1) =A.

Un plus petit commun multiple pour a et b est un élément ppcm(a, b) tel que

(a) N (b) = (ppem(a, b)).

Théoreme 2.22 (de Bézout). Si A est un anneau principal, a,b € A et d est un diviseur commun
de a et b, alors d est un plus grand commun diviseur pour a et b, si et seulement si il existe u,v € A
tels que

au + by =d.

En particulier, a et b sont premiers entre eux si il existe u,v € A tels que
au+ by = 1.

Si de plus ’anneau A est euclidien de stathme 6 : A — {0} — N, il existe un algorithme naturel
pour calculer le triplet (d, u,v) a partir de la paire (a, D).

Démonstration. Montrons la double implication de la premiere partie de 1’énoncé. Si d est un
plus grand diviseur commun pour a et b, c’est a dire si

(a,b) = (d),

alors dla et d|b (car a € (d) et b € (d)) et il existe u,v € A tels que d = au + bv (car (d) C (a, b)).
Réciproquement, supposons que d est un diviseur commun de a et b et qu’il existe u,v € A tels
que d = au + bv. Soit d’ un plus grand commun diviseur de a et b, i.e., un élément tel que

(a,b) = (d).

Alors, comme d = au + bv € (a,b) = (d’), on sait que d’|d. On sait aussi que d|a et d|b donc
(d") = (a,b) C (d) etd|d’. On a obtenu en particulier (d) = (d") donc d est un plus grand commun
diviseur de a et b. Voyons maintenant I’algorithme de Bézout (aussi appelé algorithme d’Euclide
étendu).

1. Initialisation : on prend en entrée la paire (rg,r1) = (a,b) et on pose ugp = 1, vo = 0 et
uy =0,vy = 1.
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2. Boucle de la division euclidienne : pour i > 1, tant que r; # 0, on fait

(a) La division euclidienne de r;_j par r; :
Ficl = qiti + Fig1,0(rie1) < 6(r7).
(b) Mise a jour des coefficients de Bézout :

Uir1 = Ui—1 — qilU;
Vit Vi-1 — 4iVi

(c¢) Incrémenter i.

Arrét : Soit n le plus grand indice tel que r, # 0 et ;.1 = 0. Alors on a I’identité de Bézout
Tn = Upa + vyb

et
pged(a, b) = ry,

car r; est un diviseur commun de a et b vérifiant I’identité de Bézout. O

2.5 Eléments premiers d’un anneaux euclidien

Définition 2.23. Soit A un anneau integre. Un élément p € A est dit premier si p est non nul, non
inversible, et si plab implique pla ou p|b pour tous a,b € A. 1l est dit irréductible si p est non nul,
non inversible et si pour toute décomposition p = ab, on a que a ou b est inversible.

Proposition 2.24. Soit A un anneau euclidien. Si p € A est un élément premier, alors A/(p) est
un corps.

Démonstration. Soita € A/(p) tel que a # 0. Alors, on a que a ¢ (p), donc
pta
On applique I’algorithme de Bézout pour obtenir u et v tels que
au+ pv =1.
Quand on passe aux classes modulo p, on obtient
aii = 1
donc # est un inverse de a dans A/(p). On a bien montré que A/(p) est un corps. O

Corollaire 2.25. Pour p premier, [’anneau 7/ pZ est un corps. Pour tout anneau commutatif A, il
existe un unique morphisme i : Z — A. Pour tout corps commutatif K, on a :

1. soit Ker(i) = (0), i.e., i est injectif,

2. soit il existe un premier p tel que Ker(i) = (p), i.e., tel que i factorise en une application

injective i : Z/pZ — A.

32



2.5. ELEMENTS PREMIERS D’UN ANNEAUX EUCLIDIEN

Démonstration. Sii : Z — A est un morphisme d’anneau alors i(1) = 14 et f(0) = 04. Mais
dans ce cas, pour tout n € N, i(n) = i(n.1) = ni(1) = n- 14. De plus,sin < 0,ona —n > 0 et
i(n) = i(—(—n)) = —i(—n) = —(—n)14. Ceci définit une unique application i : Z — A, qui est bien
un morphisme d’anneaux. Si K est un corps et i : Z — K est I’'unique application, alors si n et m
sont dans Ker(i) et i(nm) = 0 alors i(n)i(m) = 0 donc i(n) = 0 ou i(m) = O car K est un corps. Si
Ker(i) = (0), alors i est injectif. Sinon, Ker(i) est un idéal engendré principal (p) et la condition
précédente montre que p est premier. La propriété universelle du quotient dans les anneaux 1.48
permet dans ce cas de construire une application injective i : Z/pZ — A. O

Définition 2.26. Le générateur (soit nul, soit premier) de Ker(i) défini ci-dessus est appelé la
caractéristique du corps K.

Remarque 2.27. Si p est fini, un corps K est de caractéristique p si et seulement si p = 0 dans
K. Un corps est de caractéristique 0 si et seulement si aucun premier fini n’est nul dans K.

Exemple 2.28. Soit p € Z un entier premier. On note k = 7| pZ et soit et P € k[X] un polynéme
premier. Alors le quotient K = k[X]/(P) est un corps qui est en bijection (par division euclidienne
par P) avec I’ensemble fini k[X]<geg(p) = k2P des polynémes de degré inférieur au degré de
P. C’est donc un corps fini. On peut montrer que tous les corps finis (a isomorphisme pres)
sont obtenus par cette construction. Les corps finis sont utilisés de maniere tres pratique en
cryptographie et en théorie des codes correcteurs d’erreurs.

Proposition 2.29 (Lemme de Gauss). Soit A un anneau euclidien, et soit p € A un élément
Irréguretibile: Alors, pour tous a,b € A, si plab et p 1 a, alors p|b.

Démonstration. On va utiliser I’identité de Bézout. On a p {1 a, donc pged(a, p) = 1. Par I’algo-
rithme d’Euclide, on obtient u, v € A tels que

au+pv=1.
On multiplie cette identité par b pour obtenir
aub + bvp = b.
Or on sait que plab pour il existe g € A tel que ab = pq. Ainsi, on obtient
aub = upq.

Ainsi, on obtient
b = aub + pvb = upq + pvb = p(uq + vb)

donc plb. O

Proposition 2.30. Un élément p d’un anneau euclidien est irréductible si et seulement si il est
premier.

Démonstration. Démontrons les deux implications.

1. Supposons p premier et p = ab. Comme plab et p premier, on a pla ou p|b. Supposons
pla. Alors a=pw pour u € A donc

p = ab = pub
dont ub = 1 et b € A* donc I’un des deux facteurs est inversible et p est irréductible.
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2.6. POLYNOME MINIMAL D’UN ENDOMORPHISME

2. Inversement, supposons p irréductible et plab. On veut montrer pla ou p|b. Supposons que
p 1 a. Alors, par le Lemme de Gauss 2.29, on obtient que p|b donc on a montré que plab
implique pla ou pl|b. Ainsi, p est premier.

O
Théoreéme 2.31 (Décomposition en irréductibles). Soit A un anneau euclidien et a € A — {0} non
inversible. Supposons de plus' que le stathme euclidien § : A — {0} — N vérifie :

1. si a = ajay est une décomposition en facteurs non inversibles, on a 6(ay) < d(a) et
o(ap) < 6(a).

2. les éléments de A — {0} de stathme 5(a) minimal sont les inversibles de A.

Alors il existe un nombre fini de facteurs irréductibles p; € A tels que

a = pl B pn
Démonstration. On note ¢ : A — {0} — N le stathme euclidien. On va prouver 1’énoncé
P(n) = “tout a € A — {0} non inversible avec dé(a) = n se factorise en irréductibles”

par récurrence forte sur 6(a) € N. Si ng est la valeur minimale de 9, P(ng) est trivialement vraie
par I’hypothese 2), qui garantit que I’ensemble {a € A — {0} non inversibles avec d(a) = ng} est
vide. Si on suppose a irréductible, il n’y a rien a démontrer. Supposons que a est non inversible et
non irréductible. Alors, par définition, a = ajas avec ap, a; non inversibles donc d(a;) < 6(a) et
d(az) < 6(a). On peut appliquer I’hypothese de récurrence aux a; pour les décomposer en produits
de facteurs irréductibles. O

Corollaire 2.32. Tout nombre entier non nul et non inversible se décompose de maniere unique
en un produit

— ni N

avec p; des premiers positifs croissants, n; > 0 et u € Z* = {+1}.
Corollaire 2.33. Tout polynome non nul et non inversible P € K[X] se décompose en un produit

/1 )
P:u.Pll...Pkk

avec P; des polynomes irréductibles unitaires, n; > 0 et u € K[X]* = K*.

2.6 Polynome minimal d’un endomorphisme

Comme K[X] est euclidien, il est aussi principal. Ce résultat joue un rdle central dans la
diagonalisation des matrices.

Définition 2.34. Si A € M,,(K), on peut définir I’idéal annulateur de A dans K[X) par
Ann(A) := {P € K[X], P(A) =0}.
Un polynoéme minimal M4 (X) est un générateur de cet idéal.

Remarque 2.35. Pour montrer que ANN(A) est bien un idéal, on lidentifie a l’idéal noyau
Ker(evy : K[X] — M, (K)) du morphisme de K-algéebres d’évaluation en M, évoqué dans la
Remarque 2.6.

1. Ces conditions sont vérifiées pour les entiers et les polyndmes sur un corps.
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Le théoreme de diagonalisation, qui sera vu au second semestre, est le suivant :

Théoreme 2.36. La matrice A (supposée non nulle) est diagonalisable si et seulement si son
polynoéme minimal est scindé a racines simples, i.e., de la forme

d

MaX) = c| [X -

i=1

avec ¢ une constante non nulle et les A; € K tous distincts.
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Deuxieme partie

Algebre linéaire et bilinéaire
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Chapitre 3
Rappels d’algebre linéaire

On fixe un corps commutatif K dans ce chapitre et les suivants. L’algebre linéaire abstraite
peut étre vue comme un langage qui permet de parler des équations linéaires d’un point de vue
intrinseque, i.e., qui ne dépend pas du choix des coordonnées.

3.1 Espaces vectoriels et applications linéaires

Définition 3.1. Un K-espace vectoriel est la donnée d’un quadruplet (V,+,0y,-) formé d’un
groupe commutatif (V,+,0y) et d’'une multiplication externe

KXV oYV

tels que on ait pour tous A, " € K et v,v' € V les égalités

1. 1-v=vetd-(A'-v)y=QQA) .

2. A+A)y-v=Aa- v+ vetd-(v+V)=A-v+a-V.
Un morphisme entre deux K-espaces vectoriels V et W, appelé aussi une application linéaire, est
un morphisme de groupes additifs f : V — W, i.e., une application qui vérifie f(Oy) = Ow et

fw+v) = fu)+ f)
pour tous u,v € V, qui est aussi compatible a la multiplication externe, i.e., qui vérifie
f@@-v)y=2a-f)

pour tous A € K et v € V. On note Homyycr(V, W) I’ensemble des applications linéaires de V
dans W et Endygcry, (V) = Homyger (V, V) Iensemble des endomorphismes linéaires de V.

On déduit de ces axiomesquev=1-v=(1+0)-v=1-v+0-v=v+0-vdonc
O-v=v—v=0y.

Notation. Si V et W sont des K-espaces vectoriels, I’ensemble Homyygcr, (V, W) est muni d’une
structure naturelle d’espace vectoriel en posant, pour toutv € Vet A € K,

(f+W) = f(v)+g() et (Af)(v) =Af(V).

L’espace vectoriel ainsi obtenu est aussi souvent noté L(V, W), et on note aussi L(V) = L(V, V).
L’espace V* = L(V,K) est appelé ’espace dual de V. Ses éléments sont appelés les formes
linéaires surV.
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Définition 3.2. Soit V un espace vectoriel et W C V un sous-ensemble. On dit que W est un sous-
espace vectoriel s’il contient Oy, est stable par addition et par multiplication par un scalaire.

Exemple 3.3. Voici deux exemples simples de K-espaces vectoriels.

1. Soit I un ensemble et K! = Homgy(I, K) I’ensemble des applications ensemblistes f -
I — K. On peut munir K' d’une structure naturelle d’espace vectoriel en posant, pour
toutx € letdeKk,

(f +9)(x) = f(x) + g(x) et (Af)(x) = Af(x).

La donnée d’un élément v de K' est équivalente a la donnée d’une famille v = ()], avec
A €K . Sil={l,...,n}, onobtient 'espace K' = K".

2. Notons maintenant K9 c K! I’ensemble des applications ensemblistes f : I — K qui
s’annulent en dehors d’un sous ensemble fini Iy de 1. Plus précisément, une application
f: 1 — K estdans K si Iy = FUK = {0}) est fini. C’est un sous-espace vectoriel de
K' et on a KD = K si et seulement si I est fini. La donnée d’un élément v de KU est
équivalente a la donnée d’une famille v = (4;)ie], avec A; € K et telle que tous les A; soient
nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Définition 3.4. Soit V un espace vectoriel et F une famille de vecteurs de V.

1. On note Vect(F) le sous-espace vectoriel engendré par F, i.e., le plus petit sous-espace
de V contenant F. C’est aussi I’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de

F.
2. La famille F de vecteurs de V est génératrice si Vect(F) = V.

3. La famille F est libre si pour toute famille finie de vecteurs (v;)ic; de F et de scalaires
(A)ier de K,
D Awi=0= Vi, 4;=0.
i€l
4. Une base B d’un espace vectoriel V est une famille libre, génératrice |l
XXX XX
5. La dimension d’un espace vectoriel V est le cardinal d’une de ses bases .

6. Un espace vectoriel basé est une paire (V,B) formé d’un espace vectoriel et d’une base.
Un morphisme d’espaces basés est juste une application linéaire. totalement ordonnée

Remarque 3.5. La famille F = {v;}ics de la définition précédente définit une application
f:KD >v

par f((A;)) = X Aivi (ces sommes sont bien définies car leurs coefficients non nuls sont toujours
en nombre fini, par définition de K). Demander que la famille F soit libre revient a demander
que [ soit injective. Demander que la famille F soit génératrice revient a demander que f soit
surjective. Le choix d’une base pour un espace vectoriel de dimension finie est donc équivalente
au choix d’un isomorphisme linéaire

oufl,...,n}est muni de son ordre total usuel.

1. La dimension ne dépend pas du choix de la base.

40


Frédéric PAUGAM
totalement ordonnée


3.1. ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Remarque 3.6. On peut aussi donner un exemple simple d’espace vectoriel de dimension infinie
tiré de ce cours, donné par la K-algebre K| X] des polynomes. La famille B = {X",n € N} forme
une base de K[X]|, si on munit N de son ordre usuel, et ’application naturelle

f: K" - K[X]

associée a cette base est un isomorphisme linéaire. En effet, un polynome est une somme formelle
Yinen anX" dont tous les coefficients sont nuls sauf éventuellement un nombre fini d’entre eux.

La démonstration du résultat suivant est admise.

Théoreme 3.7. Soit E un espace vectoriel et F = {e;}ic; une famille libre de E. Alors on peut
compléter F en une base de E, i.e., il existe une base B de E telle que F C ‘B.

Nous allons maintenant principalement nous intéresser aux espaces vectoriels de dimension
finie.

Notation. Si B = {ey,...,e,} est une base de V et v € V est un vecteur, on note
X1
x
vl =
Xn

la matrice colonne contenant les coordonnées du vecteur v dans la base ‘B, i.e., vérifiant
vV=X1-€e1+- -+ X, €.

Définition 3.8. Si f : (V,B) — (W,C) est une application linéaire entre deux espaces vectoriels
basés, avec B = {ej}i=1,.n et C = {fj}j=1,..m la matrice de f dans les bases considérées est
donnée par la matrice dont les colonnes sont les coordonnées

Matg c(f) = [[f(eDlc, - .. [f(en)lc] € Mua(K)

des vecteurs f(e;), images des vecteurs de la base B = {e;}, dans la base C = {f;}. Si f : (V,B) —
(V, B) est un endomorphisme, on note simplement Matg(f) = Matg $(f).

Ces applications
Maty ¢ : LV, W) — M, 2 (K)

sont des isomorphismes de K-espace vectoriels. On va aussi voir qu’elles sont aussi compatibles
a la composition des applications linéaires (resp. des matrices).

On a que I’application des fonctions linéaires correspond a 1’application des matrices aux
vecteurs colonnes correspondants :

[f(W]e = Matg c(f) - [V]s.

" . f 8 Lo L
Proposition 3.9. Soient (V,B) — (W,C) — (U, D) deux applications linéaires composables
entre des espaces vectoriels basés. La composition des applications linéaires correspond a la
multiplication des matrices : on a ’égalité

Matg p(g o f) = Mate p(g) - Matg c(f).
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Si f =idy : (V,8B) — (V,C) est I’application linéaire identité de V considérée entre deux
bases différentes, on a

[vle = [idy(v)lc = Matg c(idy) - [v]w.

Définition 3.10. La matrice Py = Matg ¢(idy) est appelée inverse de la matrice de passage de
la base B a la base C. Elle est explicitement donnée par

Py =[leile, ..., leqdc]

..........

la matrice de passage de la base B a la base C.

Corollaire 3.11. Soit f : V — V une application linéaire et B et C deux bases de V. Si on veut
passer de la matrice A = Matg(f) a la matrice B = Matc(f), on écrit le diagramme

.0 % ww) L w1 o
et on obtient la formule
Matc(f) = Mate(idy o f o idy) = Matg ¢(idy) - Matg g(f) - Matc g (idy)
qui se simplifie, si on pose P = P¢ s = Matc s(idy), pour donner la formule classique
B=P AP

Exemple 3.12. Voyons quelques exemples d’application linéaires simples et des matrices corres-
pondantes.

1. Soit V un espace vectoriel muni d’une base B. Si v € V est un vecteur, il définit une
application f, : K — V en envoyant la base {1} du K-espace vectoriel K surv. La matrice
de f, dans cette base est alors simplement donnée par la matrice colonne des coordonnées
de v dans la base ‘B :

Mat(; x(f)) = [vlw.

2. Posons V = K? et soit f(x,y) = x+Yy. Alors f est une forme linéaire sur V, i.e., un élément
de I’espace vectoriel V* = L(V,K) qui peut et doit étre pensé comme représentant une
équation sur'V :

fy)=x+y=0.

L’étude des formes linéaires correspond donc a l’étude (intrinseque, i.e., sans choix de
coordonnées) des équations sur un espace vectoriel V. La matrice de f dans les bases
canoniques de K* et de K est donnée par une matrice ligne

Matie, e,),(1y(f) = [f(e1), fle2)] = [1, 1].

3. Posons V = K? et soit f(x,y) = (x+y,y). Alors f : V — V est une application linéaire de
matrice dans la base canonique B = {e1, ex} avec e; = (1,0) et e; = (0, 1) donnée par

Maty(f) = [[f(eD)w, [f(e2)]s] = (1) i ]
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3.2 Quotients d’espaces vectoriels et théoreme du rang
Définition 3.13. Soit f : V — W une application linéaire. Alors, 'image

Im(f) = f(V)

est un sous-espace vectoriel de W et le noyau

Ker(f) = 710}

est un sous-espace vectoriel de V. Le rang de f est défini par

rang(f) = dim(Im(f)).

Remarque 3.14. On peut calculer le noyau et I'image d’une application linéaire f : (V,B) —
(W, D) entre espaces vectoriels basés (les bases étant de cardinal respectifs m et n) en utilisant le
méthode du pivot de Gauss sur les lignes ou sur les colonnes. Si A = Maty p(f), les coordonnées
des vecteurs de Im(f) dans la base C sont données par les matrices colonnes Y € K™ telles qu’il
existe X € K" avec AX =Y, et les coordonnées des vecteurs de Ker(f) dans la base B sont les
matrices colonnes X € K" telles que AX = 0. Dans un pivot sur les colonnes, on ne change pas la
base D d’arrivée (dans laquelle on exprime les colonnes de la matrice), mais on modifie la base
B de départ de I’application linéaire. Dans un pivot sur les lignes, on ne change pas la base D
d’arrivée, mais on change la base B de départ de ’application linéaire. Le point de vue du pivot
sur les colonnes rend donc un peu plus facile ’interprétation des opérations élémentaires du point
de vue des applications linéaires. On peut aussi utiliser le point de vue des formes linéaires pour
interpréter les opérations sur les lignes dans le calcul du noyau, mais c’est une autre histoire.

Théoreme 3.15 (Propriété universelle du quotient dans les espaces vectoriels). Soit W C V une
inclusion d’espace vectoriels. Le groupe abélien quotient V/W est muni d’une structure d’espaces
vectoriels telle que ’application de classe cly : V — V/W vérifie la propriété suivante : pour
toute application linéaire f : V — V' telle que f(W) = {0}, il existe une unique application
linéaire f : V/IW — V' telle que f o cly = f, i.e., qui fait commuter le diagramme

v—L .y
A

éazf
V/W

ClW

Démonstration. Ceci découle de la propriété universelle du quotient 1.42 dans les groupes abé-
liens. On munit V/W de la multiplication externe par K donnée, pour 4 € K etv € V, par la
formule

A-w+W)=Uv)+ W.

Ceci est bien défini carsiv+ W =V + W,onav -V € W. Comme W C V est un sous-espace
vectoriel, on en déduit
=" =Av-V)eW,

ce qui implique (Av)+ W = (Av")+ W. Ceci munit V/W d’une structure d’espace vectoriel naturelle
qui fait de cly : V — V/W une application linéaire. O

Exemple 3.16. L’ensemble Cauchy(Q,| - |) des suites de Cauchy de nombres rationnels forme
un Q-espace vectoriel. L’espace Cauchy(Q,| - |) des suites tendant vers 0 est un sous-espace
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vectoriel de Cauchy(Q, |- |). Le Q-espace vectoriel quotient est le Q-espace vectoriel des nombres
réels

R = Cauchy(Q, | - |)/Cauchyy(Q, | - ).

On peut en fait munir R d’une multiplication naturelle qui en fait une Q-algebre.

Corollaire 3.17. Si f : V — V' est une application linéaire, elle induit un isomorphisme naturel

f: V/Ker(f) — Im(f).

Démonstration. Ceci découle directement de la propriété universelle 3.15 du quotient dans les
espaces vectoriels. O

Corollaire 3.18 (Théoreme du rang). Soit f : V — V' une application linéaire avec V de dimen-
sion finie. Alors on a l’égalité

dim(V) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

En particulier, si dim(V") = dim(V), alors f est injective si et seulement si f est surjective si et
seulement si f est bijective.

Démonstration. On utilise les deux résultats précédents pour obtenir
dim(Im(f)) = dim(V/Ker(f)).

Soit {ey, ..., e,} une base de Ker(f), qu’on complete en une base {eq,...,e,} de V. On veut mon-
trer que {f(es+1),. .., f(ey)} forme une base de Im(f). C’est bien une famille génératrice car si

x =" xeestdans E,ona
n

fx) = xifte.

i=r+1
C’est aussi une famille lipre. En effet, si 37 . Aif(e;) = 0 alors f(37 rl Aie;)) = 0 dong
" .1 Aiei € Ker(f) donc il existe 4; tels que 377 | die; = Z;Zl Ajej, ce qui donne une combi-
naison linéaire nulle . .
Z —/ljej + Z /liei =0
j=1 i=r+1

des vecteurs de la base de V, dont les coefficients sont forcément tous nuls. On obtient
dim(Im(f)) = dim(V) — dim(Ker(f)), ce qui est le résultat souhaité. O

3.3 Déterminant

3.3.1 Déterminant des matrices 2 x 2

b

d) € My(k) est

Soit k un corps, on rappelle que le déterminant d’une matrice A = (CCZ
det(A) = ad — bc.

On sait que A est inversible si et seulement si det(A) # 0. En effet, on a

a b\(d -b ad — bc 0
(c d)(—c a)_( 0 ad—bc)_det(A).Iz’
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ceci montre que si det(A) # 0, alors ( d _b) est 'inverse de A.

1
det(A) \—-¢ a
Réciproquement, supposons A inversible, alors le systéme

) {ax+by =0

cx+dy = 0

a (0, 0) comme unique solution. En particulier, a, b ne sont pas simultanément nuls. Si a # O (resp.
sib # 0), (§) est équivalent au systeéme obtenu en remplacant la ligne L, par al, — cL; (resp. par
blLy —dLy):

0

0;

{ ax + by

0 ax + by
(ad — bc)y

resp.
0 (bc — ad)x

on en déduit que ad —bc = 0 (sinon, I’espace des solutions serait la droite d’équation ax+by = 0).

D’autre part, soit X une indéterminée ; on définit le « polyndme caractéristique » de A comme
Pa(X) = X* - (a + d)X + (ad - bc)

< g , . . . a—-X b \. ) ,
c’est-a-dire, c’est le « déterminant » de la matrice ( c J— X) a coeflicients dans 1’anneau
de polyndmes k[X]. Ceci conduit a définir, pour tout anneau commutatif R le déterminant d’une

matrice A = (z Z) € M>(R) comme det(A) = ad — bc. Notons que le déterminant 2 X 2 ainsi

défini vérifie les trois propriétés suivantes :

) . a b ) .
(1) C’est une fonction R-linéaire de chacune des colonnes (c) et ( a’) de la matrice A, c’est-a-
dire, pour tous t,a,b,c,d,€ R,on a :

ta+a b , n , , a b a b
det(tc+c’ d)—(ta+a)d—b(tc+c)—t(ad—bc)+ad—bc—tdet(c d)+det(c, )

et

a th+b , o ;o a b a b
det(c td+d,)—a(td+d)—(tb+b)c—t(ad—bc)+ad —bc—tdet(c d)+det(c d’)

(2) Lorsque les deux colonnes sont égales, on a det(A) = 0.
(3) det(lr) = 1.

On va voir que ces conditions s’étendent de facon naturelle pour les matrices n X n, c’est-a-
dire, on a le théoréeme suivant, ou k désigne un anneau commutatif arbitraire. (Dans la suite, on
s’intéressera uniquement au cas ou k est un corps ou un anneau de polyndmes sur un corps, mais
ca ne colite pas plus cher de le faire pour un anneau commutatif arbitraire, par exemple Z, ou
Z/nZ., ou Z[X], etc.)

3.3.2 Déterminant sur un anneau

Théoreme 3.19 (Existence et propriétés du déterminant). Soit k un anneau commutatif et soit
n € N*,

(a) Il existe une unique fonction det : M, (k) — k vérifiant les trois propriétés suivantes :
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(1) C’est une fonction k-linéaire de chacune des colonnes Ay, ..., A, de la matrice A, c’est-a-
dire, pour touti = 1,...,n, si Al'. € M, 1(k) est une autre matrice colonne a coefficients dans k et
sitek, ona:

det(Ay,...,tA; + A, ..., Ay) = tdet(Ar, ..., Ai,...,Ay) +det(Ay, ..., AL, ... A)).

(2) Si deux colonnes sont égales, i.e. s’il existe i # j tels que A; = Aj, alors det(A) = 0.

(3) det(1,) = 1.

Plus précisément, pour toute fonction D : M, (k) — k vérifiant les propriétés (1) et (2), on a
D = D(1,) - det.

(b) Pour tout A, B € M (k) on a

(%) |det(BA) = det(B) - det(A)|

() det(‘A) = det(A).

(¢) Enfin, il existe une matrice A (appelée la matrice des cofacteurs de A) telle que

(k) A-TA =det(A)I, ='A - A.

Par conséquent A est inversible si et seulement si det(A) est un élément inversible de k; dans ce
cas, on a|det(A™) = det(A)~!,

Démonstration. On va montrer d’abord que si une fonction D : M, (k) — k vérifie les les pro-
priétés (1) et (2), elle est entierement déterminée par le scalaire D(/,,). Ceci prouvera I’unicité, et
permettra ensuite de construire par récurrence une fonction det : M, (k) — k vérifiant toutes les
propriétés ci-dessus.

Soit donc D : M, (k) — k vérifiant les propriétés (1) et (2). Notons d’abord que ces conditions
entrainent les conditions (2”) et (27) qui suivent.

a) Pour i # jdans {1,...,n}, D ne change pas si 1’on ajoute a la colonne A; un multiple rA;
de la colonne A;, c’est-a-dire, on a :

(2') D(Ay,...,A;...,Aj+1A;, ... Ay) = DAy, ... A, LA Ap).

Par conséquent, si une colonne, disons A ;, est combinaison k-linéaire des autres colonnes, c’est-
a-dire, s’il existe des #; € k, pour i # j, tels que Aj = 3. ; 1;A; alors D(A) = 0. En effet, d’apres
(1), D(A) est la somme pour i # j des termes

D(Aq,..., A, ... LA, ..., Ay
(ou #;A; est a la j-eme place), et d’apres (2”) chacun de ces termes est nul, d’ou D(A) = 0.
b) SiI’on échange les colonnes i et j, la valeur de D est multipliée par —1, c’est-a-dire,

(27) DAy, ..., Aj,... A ..., Ay) = =D(Ay, ... A, ... A}, ... Ay)

En effet, si I’on place A; + A dans les colonnes i et j, alors les conditions (2) et (1) entrainent
que

()
Il
2

..,A,‘+AJ‘,...,A,‘+A]‘,...)=D(...,Ai,...,Ai,...)+D(...,AJ‘,...,AJ‘,...)
+D(...,Al’,...,Aj,...)+D(...,Aj,...,A,',...)
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or dans le dernier membre les deux premiers termes sont nuls, par (2) a nouveau, d’ou
D(...,A;,...,Aj,...)==D(...,Aj,...,A;,...),

ce qui prouve (27).

Unicité. Montrons maintenant que les conditions (1) et (2) permettent de calculer D en fonc-
tion du scalaire A = D(I,). On procede par récurrence sur n. Si n = 1, alors M{(k) = {(a) | a € k}
et I1 = (1), donc toute application linéaire D : M(k) — k est de la forme (a) — Aa, ou A = D(I}).
Soit donc n > 2 et supposons avoir établi qu’il existe une application

det : M,,_1(k) — k
n—1

vérifiant les conditions (1), (2), (3), et que pour toute application ¢ : M,_1(k) — k vérifiant les
conditions (1) et (2), on a
Y =y(l-1) - gglt

(ceci implique, en particulier, que det,_; est uniquement déterminé).
Soit A = (a;;) un élément arbitraire de M, (k). Considérons les matrices colonnes suivantes :

1 0 0
0 1 0
e =10 e =|0] . e, =|0
0 0 1

alors la premiere colonne A| de A s’écrit A| = ayjeq + -+ + ay1e, donc, d’apres (1), on a :

n

() D(A) = ) an D(A'(, 1)),

i=1

ou I’on désigne par A’(i, 1) la matrice dont les colonnes sont ¢;, Ay, ..., A,, Le.

0 ap -+ am
A/(i, 1) =11 ap -+ Qaip|-.
0 anp -+ am

Soit alors A” (i, 1) la matrice dont les colonnes sont : ¢;, Ay — ape;, ..., A, — a;ze;, ¢’ est-a-dire,

0 ap - an
0 ai-1p2 -+ ai-1p
A'G =1 0o - 0
0 aiv1p -+ Givip
0 ap ccc App

Ona D(A”(i,1)) = D(A’(i, 1)) d’apres (2’), et donc (}”) devient :

() D(A) = > ain D" (i, 1)).

i=1
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Pouri = 1,...,n, notons ¢; la fonction M,,_1(k) — k quiatout B € M,,_(k) associe D(B(@, 1)),
ot B(i, 1) désigne la matrice :

0 b -+ Dbipa
0 bi-1;1 bi—1n-1
1 0 0

bl 1 bi,n—l
0 bp-11 -+ bp—14-1

Alors, ¢; vérifie les conditions (1) et (2). De plus, on a

o1 0 -0 ---0
0

00 - 1 0 --- 0

LG, D=1 0 - 0 --- 0

00 - 01 --0

Pl 0 :

00 -~ 0 0 1

et cette matrice est déduite de la matrice identité 7, en faisant glisser la i-eme colonne a la premiére
place, c’est-a-dire, en faisant i — 1 échanges de colonnes, d’ou

¢illn-1) = Dp-1(i, D) = (=17 DULy) = (=1 ' D(Ly)
donc, d’apres 1’hypothese de récurrence, on obtient :

(£:) i = D(Ip)(=1)""" det.

Notons A(i,1) = A — L; — Cy I’élément de M,,_(k) obtenu a partir de A en supprimant la i-eme
ligne et la premiére colonne, alors d’apres (&;) on a

DA (i, 1)) = D(I,)(=1)"* det(A - L; = C)

et donc (1”") donne :

1 — N _1yitl . _I._
(*%) D(A)—D(In);( D™ aj gf:}(A L;i—Cy).

Donc, si D vérifie (1) et (2), elle est déterminé par le scalaire D([,,) € k, d’apres la formule (x1)
ci-dessus.
De plus, soit j un indice de colonne arbitraire, faisant glisser la colonne A ; a la premicre place,
on obtient .
D(A) = (—l)f_lD(Aj,Al,...,Aj_l,AjH, o Ap),

puis appliquant (*1) a la matrice (Aj,Ay,...,Aj-1,Ajt1,...,Ay), on obtient :

(x7) D(A) = D(I,) ;;—1)’ Jaij det(d ~ L = C.

ce qui montre que si D vérifie (1) et (2), alors elle vérifie les égalités (x7) pour tout j =1,...,n.

48



3.3. DETERMINANT

Remarque 3.20. /) Pour ceux qui ont déja rencontré les déterminants, on reconnait dans (x/) le
développement d’un déterminant selon la j-eme colonne.

2) En répétant le calcul précédent pour det,_1, puis det,,_», etc., on obtiendrait que si D vérifie
(1) et (2), elle est nécessairement donnée par une certaine formule

D(A) = D(I,) Z €(0) a10(1) ** * Ano(n) »

€S,

ou S, désigne le groupe des permutations (c’est-a-dire, bijections) de ’ensemble {1, ..., n}, et
ou €(o) est un signe +1, explicitement déterminé en fonction de o. On pourrait alors montrer
I’existence de det,, en montrant que la fonction

A Z €(0) ao(1) ** * Ano(n)

o€es,

vérifie (1), (2) et (3). Toutefois, il est plus simple de montrer ’existence de det, comme suit.

Existence. Fixons un indice de ligne i arbitraire, et pour j = 1,...,n notons
Aij(A) = delt(A - L —Cj),
n—

ou A — L; — Cj désigne I’élément de M,,_1(k) obtenu a partir de A en supprimant la i-cme ligne et
la j-eme colonne. Considérons la fonction D; : M, (k) — k définie par

(%) Di(A) = Y (=1)Y"ay; Aij(A),

Jj=1

et montrons que D; vérifie les conditions (1), (2) et (3).

Fixons un indice de colonne ¢. Alors les fonctions A — ajs et A — A;; pour j # £ sont des
fonctions lin€aires de Cy, tandis que les fonctions A — A;r et A  a;; pour j # ¢ ne dépendent
pas de Cy, donc la somme dans (x;) est bien une fonction linéaire de chaque colonne Cy, i.e. (1)
est vérifée.

Lorsque A = I,, la matrice I, — L; — C; a sa i-cme colonne nulle si j # i, et égale I,y si j =i,
donc la somme dans (*;) égale det,—1(/,—1) = 1, donc (3) est vérifiée.

Enfin, supposons qu’il existe p < g tels que les colonnes C), et C,; de A soient €gales. Alors,
d’une part on a A;j(A) = 0 pour j # p,q. D’autre part, les matrices A — L; = C, et A — L; — C, se
déduisent I’'une de I’autre par g — 1 — p échanges de colonnes, car la colonne C = C, = C, esta
la place p dans A — L; — Cy et ala place g — 1 dans A — L; — C),. Donc

Aip(A) = (DT PAGA) i Aig(A) = (1)PFTIA(A).
Posant @ = a;, = ajq, I’égalité (*;) donne alors :
Di(A) = @ Aip(A) (=17 + (=) TPH=0) = (—1)*Pa Ayy(A) (1 - 1) = 0,
donc (2) est vérifiée. Compte-tenu de ce qui précede, ceci prouve que det,(A) = D;(A) ne dépend
pas de i et est ’'unique application M, (k) — k vérifiant (1), (2) et (3); de plus toute application
D : My,(k) — k vérifiant (1) et (2) égale D(I,) - det,,.

On a donc démontré le point (a) du théoréeme 3.19, et ’on a obtenu au passage les formules
de développement suivant une ligne (%;) ou suivant une colonne (/).
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Prouvons le point (b). Fixons B € M, (k). Alors, pour tout A € M,(k), les colonnes de la
matrice BA sont BAy,...,BA,,ouAy,...,A, désignent les colonnes de A. Par conséquent, comme
chaque application A; — BA; est linéaire, 1’application

¢p: A det(BA) =det(BAy,...,BA,)
vérifie (1) et (2), donc est égale a pp(l,) - det; comme ¢p(l,) = det(B) on obtient
(%) det(BA) = det(B) - det(A).

Montrons que det(A) = det(A), en procédant par récurrence sur n. Il n’y a rien a montrer si
n = 1, donc on peut supposer n > 2 et le résultat établi pour n — 1. Soient A € M, (k). D’apres
(%1) appliqué a’A, on a

det('4) = ) (=1 (A);A1,(A).
J=1

Or, (IA)lj =aj et
A1j(A) = det (‘A — Li(4) = C;(4)) = det (A - C1(4) - Li(4))
= det (4 - C1(4) - L;(4)) = Aj(4)

(I’avant-derniere égalité d’apres 1’hypothese de récurrence). On obtient donc

n
det('A) = D (=1)*'aj1 Aji(A) = det(a),
j=1
la seconde égalité étant (* 1. On a donc prouvé le point (b) du théoréeme 3.19.

Définition 3.21 (Matrice des cofacteurs). Pour i, j € {1,...,n}, (~1)"/A;;(A) est appelé le cofac-
teur de A d’indice (i, j). On appelle matrice des cofacteurs de A la matrice A dont le coefficient
d’indice (i, j) est Ajj = (1) A;(A).

Démontrons maintenant le point (c¢) du théoreme 3.19. Pour tout i, £ € {1,...,n},ona:
n n )
(A'Ayie = Y aij(A)je =Y (=1)ay; Agi(A)
j=1 j=1

et ’on reconnait 1a le développement suivant la ligne ¢ du déterminant de la matrice B(¢, i) déduite
de A en remplagant la ligne d’indice ¢ par celle d’indice i. Donc (A 'A)ip = 0si € #i(car B(¢,i)a
alors deux lignes égales), et (A ’A);; = det(A) si £ = i. Ceci montre que

A'A = det(A) - I,.
De méme,
n
(AA)c = D (=D Aj(A)aj
j=1
et I’on reconnait 1a le développement suivant la colonne i du déterminant de la matrice B’(i, £)
déduite de A en remplagant la colonne d’indice i par celle d’indice £. Donc, a nouveau, (A A);; = 0

sit#i,et=det(A)sif =1i,d ou
'AA = det(A) - I,.
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On a ainsi montré les égalités (xxx) de 3.19; de plus, ceci montre que si det(A) est inversible dans
k (i.e. s’il existe @ € k tel que « - det(A) = 1), alors det(A)~ A est 'inverse de A. Réciproque-
ment, si A est inversible, 1’égalité AA™l =T, etla multiplicativité du déterminant (x) entrainent
det(A) det(A™") = 1, donc det(A) est inversible dans k, son inverse étant

det(A™!) = det(4) .
Ceci acheve la preuve du théoreme 3.19. |

Corollaire 3.22. Soient k un anneau commutatif, A, P € M, (k) avec P inversible, alors

det(P~'AP) = det(P~") det(A) det(P) = det(A).

Remarque 3.23 (Forme explicite du déterminant). Soit S, le groupe des permutations (c’est-
a-dire, bijections) de {1,...,n}. En procédant par récurrence sur n, on déduit de la formule de
développement suivant une ligne (ou bien une colonne) que, pour toute matrice A = (a;j)1<i,j<n
on a une formule explicite :

det(A) = > €0) o) Ao, 0t €(0) = %1

oS,

c’est-a-dire, c’est la somme, avec certains signes + ou —, de tous les produits de n coefficients
de A, en ne prenant dans chaque produit qu’un seul coefficient par ligne et par colonne; de
plus le terme « diagonal »aj1ax; - - - an, (qui correspond a o = 1d) est précédé du signe « + ».
(On verra plus loin comment calculer explicitement le signe €(o); par exemple sin = 3 on a
det(A) = an1axasz + aparzaz) + a13azaz — a12a21a33 — a13a2a31 — a11423a3?.)

Proposition 3.24 (Déterminant de matrices triangulaires). 1) Si A est une matrice triangulaire de
termes diagonaux A1, ..., A,, alors

det(A) = Ay - - - 4.

2) Plus généralement, si A est une matrice triangulaire par blocs, c’est-a-dire, de la forme

A] * *
A=| YA ]
0 S
0 0 A,

(ot les = désignent des coefficients arbitraires), alors
det(A) = det(A;) - - - det(A,).
Démonstration. 1) Supposons que A soit une matrice triangulaire supérieure :
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alors en développant par rapport a la premiere colonne, on obtient que

A % x
det(A) = Ay det| ¢ * |5
0 0 4,

le résultat en découle, en répétant 1’opération ou en procédant par récurrence sur 7.

2) En procédant par récurrence sur #, il suffit de montrer que si
B C
+=(o 5
ou B (resp. D) est une matrice carrée de taille p (resp. ¢), C est une matrice a p lignes et g
colonnes, et 0 désigne la matrice nulle a ¢ lignes et p colonnes, alors
det(A) = det(B) - det(D).

Fixons C, D et considérons I’application ¢ qui a une matrice B” € M, (k) associe
B C
/ —
p(B') = det(O D)'
Alors on voit aussitdt que ¢ vérifie les propriétés (1) et (2), donc d’apres le théoreme 3.19, on a

©(B") = ¢(Ip) - det(B’) = det (16’ g) - det(B");

de plus, en développant suivant la premiere colonne, puis suivant la seconde, etc... jusqu’a la
p-eme colonne, on obtient que

I, C\ _
det ( 0 D) =detD,
d’ou finalement det(A) = ¢(B) = det(B) - det(D). O

Remarque 3.25. Attention! Si on décompose une matrice M sous la forme
A B
M =
C D
ou A, B, C, D sont toutes des matrices carrées (nécessairement de méme taille p, de sorte que M

est de taille 2p), il n’est pas vrai en général que det(M) égale det(A) det(D) — det(B) det(C). Par
exemple si

alors det(A) = 0 = det(B) = det(C) = det(D) mais det(M) = —1.

M =

0
0
1
0

— oo O

1 0
0 1
0 0
0 0
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3.3.3 Cas d’un corps

Supposons dans ce paragraphe que I’anneau de base k soit un corps. Alors, en plus des pro-
priétés (1), (2) et (2), (27) de 3.19, le déterminant vérifie la propriété suivante :

2 Si les colonnes Ay, ..., A, sont liées, alors det(Aq,...,A;) = 0.

En effet, si les colonnes Ay, ...,A, sont liées, il existe t1,...,t, € k non tous nuls tels que
nAp +--- + 1A, = 0. Soit j tel que ¢; # 0, alors

Aj = - Z tilJTlA,'.

i#]
Donc, d’apres (1), det(A) est la somme pour i # j des termes
—5it7 " det(..., Ay, Apy. )

(ou A; apparait aux places i et j), et d’apres (2) chacun de ces termes est nul, d’ou det(A) = 0.
Ceci prouve (2”).

D’autre part, et c’est le plus important, pour calculer pratiquement un déterminant, on ne
procede pas véritablement en développant suivant les lignes ou les colonnes (ce qui serait trop
fastidieux, et couteux en temps de calcul), mais on essaie de faire des opérations élémentaires sur
les lignes ou les colonnes, pour rendre la matrice triangulaire.

C’est-a-dire, soit A = (a;;) un élément arbitraire de M, (k). Si la premiére ligne de A est nulle,
alors det(A) = 0 (en développant suivant la premiére ligne, ou bien en utilisant det(A) = det(‘A)),
etil n’y arien a calculer. Supposons donc qu’il existe au moins une colonne Cj telle que ay; # 0.
Faisons glisser la colonne C; au-dessus de Cy,...,C;_y pour ’amener a la premiere place; ceci
introduit le signe (—1)1_1, puis mettons a;; en facteur, ceci donne :

det(A) = (-1)'"'ay; det(a}}C},Cy, ..., Cjo1,Cjs1, -+, Cn).

Soustrayons alors algaf} C;j de C¢, pour £ # j, pour annuler les coeflicients de la premicre ligne
autres que le premier; ceci ne change pas la valeur du déterminant et 1’on obtient donc que

() det(A) = (=1)ay; clet(1 0

) A,) = (-1)a); det(A’)

ou A’ est la matrice carrée de taille n — 1 formée des lignes d’indice 2 a n des vecteurs Cy —
awaf} Cj, pour £ € {1,...,n} — {j} (ces vecteurs ont tous leur premiere ligne nulle). On répete
ensuite I’opération pour A’, etc. Illustrons ceci par un :

Exemple 3.26. Calculons le déterminant suivant (ouun € Z) :

2 3 4 5
7 6 9 8
b= 10 11 12 13
14 15 16 n

Mettant ay = 2 en facteur dans la premiére colonne et remplagcant C,, C3 et C4 par C» —(3/2)Cy,
C3—2Cq et C4—(5/2)Cy on obtient :

10 0 0
2 -2 -5 -19/2]
b=2y's 4 & -12|7?

7 -6 -12 n-35

—9/2 =5 -19/2
4 -8 -I2
6 -12 n-35
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puis remplacant chaque colonne par son opposé (ce qui introduit un signe (—1)3), mettant 4 en
facteur dans la 2eme ligne, puis échangeant Ly et L, (ce qui introduit un signe —1), on obtient :

1 2 3 1 2 3
D=2-4-(-D*9/2 5 19/2|=8[9/2 5 19/2
6 12 35-n 6 12 35-n

puis remplacant Cy et C3 par Co — 2Cy et Co — 3Cy on obtient :

1 0 0 4 4
D=89/2 -4 -4 :8‘0 l7_”':32(;1—17).
6 0 17-n

3.4 Endomorphismes : déterminant, trace, valeurs propres,
etc.

Soit V un espace vectoriel de dimension n. En raison de son importance, répétons encore ici
le théoreme de changement de base pour un endomorphisme u de V (étant entendu qu’on exprime
la matrice de u dans une méme base au départ et a I’arrivée) :

Théoreme 3.27 (Changement de base pour un endomorphisme). Soit A la matrice d’un endo-
morphisme u de V relativement a une base B de V. Si B’ est une seconde base, et si P est la
matrice de passage de B a B', alors la matrice de u dans la base B’ est :

Matg (1) = P'AP.
Ceci permet de définir le déterminant et le polyndme caractéristique de ¥ comme suit.

Théoreme/Définition 3.1 (Déterminant, polyndme caractéristique et trace d’un endomorphisme).
Soit u € Endi(V) et soit A sa matrice dans une base B de V. On définit le déterminant et le
polyndéme caractéristique de u par :

det(u) = det(A), P,(X) = det(A — X1,,) € k[X];

ceci ne dépend pas du choix de la base B. De plus, P,(X) est de degré n = dimy(V) et est de la
forme
PX) = (=1D"X" + (-1 ()X + - - - + det(u).

Le coefficient tr(u) s appelle la trace de u, il est égal a la somme des coefficients diagonaux a;; de
A (et ceci ne dépend pas de la base choisie).

Démonstration. En effet, soient B’ une autre base, P la matrice de passage, et A’ la matrice de u
dans la base B’. Alors on a A’ = P~1AP et donc aussi

A’ = XI, = PY(A - XI,))P

(égalité dans I’anneau M,,(k[X]) des matrices a coefficients dans k[ X]). Donc, d’apres la multipli-
cativité du déterminant (cf. 3.22), on a

det(A’) = det(A), det(A’ — XI,,) = det(A — XI,)
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ce qui prouve que det(u) et P,(X) sont bien définis. De plus, notons b;; les coeflicients de la
matrice A — X1, i.e. bjj = a;jsii # jetb; = a; — X. D’apres la formule 3.23, on a

Py(X) = Z €(0) b0+ * bpom)

ges,

c’est-a-dire, c’est la somme, avec certains signes + ou —, de tous les produits de n coefficients
de B = A — X1, en ne prenant dans chaque produit qu’un seul coefficient dans chaque ligne et
chaque colonne, et de plus on a €(id) = 1, i.e. le terme by1b2> - - - by, apparait avec le signe +.
Dong, le terme de degré maximal en X est (—X)", qui s’obtient en développant le produit des
termes diagonaux :
b11b2y -+ by = (a11 — X) -+ (apn — X).

Pour avoir un terme en X" 1, il faut prendre n — 1 fois (—X) sur la diagonale, mais alors, comme
chaque produit de n coeflicients n’a qu’un seul coefficient par ligne et par colonne, le dernier
terme du produit est le coefficient diagonal restant, dans lequel on prend le terme a;;. Ceci montre
que le coeflicient de (=X)"1 est

app + -+ apg,

qu’on appelle la trace de A. Comme P,(X) ne dépend pas de la base choisie, ce coefficient n’en
dépend pas non plus; on I’appelle la trace de u et on le note tr(u). O

Remarque 3.28. On peut aussi montrer directement que, pour tout A, B € M, (k), on a tr(AB) =
tr(BA), d’oi tr(P~'AP) = tr(APP™") = tr(A).

D’apres le théoreme 3.19,on a :

Proposition 3.29. Soit u € Endi(V) (dimg(V) = n). Les conditions suivante sont équivalentes :
1. u est injectif;
2. u est surjectif;
3. u est bijectif;
4. det(u) # 0.

Définition 3.30 (Valeurs, vecteurs et sous-espaces propres). 1) Soit u € Endg(V). On dit que A € k
est une valeur propre de u si Ker(u — Aidy) # 0 (i.e. s’il existe v € V —{0} tel que u(v) = Av). Dans
ce cas, V) = Ker(u — Aidy) est appelé I’ espace propre associé a A, et tout vecteur v € Vy — {0} est
appelé un vecteur propre de u, associé a la valeur propre A.

2) Pour A € M, (k), on définit ses valeurs, vecteurs et sous-espaces propres comme étant ceux
de I’endomorphisme u de k" défini par A, c’est-a-dire, A est valeur propre de A si et seulement si
V1 = Ker(A — Al,) est non nul.

Proposition 3.31. Soient u € Endi(V) et A € k, alors A est une valeur propre de u si et seulement
si P,(2) = 0.

Démonstration. D’apres la proposition 3.29, A est valeur propre de u si et seulement si det(u —
Aidy) = 0. D’autre part, d’apres la formule explicite exprimant le déterminant d’une matrice A en
fonction des coefficients a;; de A (cf. Remarque 3.23), on voit que :

det(u — didy) = P,(1)

c’est-a-dire, calculer le polynome P,(X) = det(A — X1,), ou A = Matg(u), puis ’évalueren X = 4
« est la méme chose » que de calculer det(A — A1,,). Ceci démontre la proposition. O
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Signalons aussi le lemme utile suivant :

Lemme 3.32. Soient u € Endi(V) et v € V un vecteur propre pour une valeur propre A € k. Alors,
pour tout Q € k[X] on a Q(u)(v) = Q(A) v.

Démonstration. En effet, on a u(v) = Av, donc u?(v) = u(u(®)) = u(lv) = @) = A2y, et
I’on montre par récurrence sur n que u"*(v) = A"v pour tout n € N. Alors, pour tout polyndome
O=ay+a1 X+ - +asX% ona:

Ow)(v) = (apidy+aju+- - -+adud)(v) = agv+aju(v)+- - -+adud(v) = agv+aj Av+- - -+ad/ldv = Q0.

O

3.5 Espaces propres et criteres de diagonalisabilité

Définition 3.33 (Sous-espaces en somme directe). Soient V un k-espace vectoriel, Ey, ..., E, des
sous-espaces de V. (Ni V ni les E; ne sont supposés de dimension finie.)

1. D’abord, onnote E1+---+E, (ou Z?:] E;) le sous-espace de V engendré par E1U- - -UE,,;
c’est I’ensemble de toutes les sommes

(%) X1+ -+ Xy, avec x; € E;.
2. On dit que les E; sont en somme directe si pour tous x; € Ey, ..., x, € E,, I’égalité
X1+ -+ x, = 0 entraine x; = 0 = --- = x,,. Ceci équivaut a dire que tout élément x

de E1 + --- + E,, s’écrit de facon unique x = x| + --- + x, avec x; € E;. Dans ce cas,
E\+--+E,estnoté E\®---®E, ou P_, E;.

3. Si chaque E; est de dimension finie d;, et si By = (ey,...,eq,) est une base de E, et
By = (edy+1>--->€d +d,) une base de E», ...puis By, = (€q,4.vd, 1+1s- - > Cd+-+d,) UNe
base de E,, la condition précédente équivaut a dire que la famille F = (ey, ..., e4,+.+d,)

est une base de E\ + --- + E,, et comme F engendre de toute facon E1 + --- + E,, ceci
équivaut aussi a dire que

(%) dim(Eq +--- + E,) = dim(Ey) + - - - + dim(E),).

Terminologie. Si E1,..., E, sont en somme directe et si de plus E1 ® --- ® E, égale V, alors on
dit que V est la somme directe des E;.

Remarque 3.34. (1) Il résulte de la définition que E1, ..., E, sont en somme directe si et seule-
ment si, pour touti =1,...,n,ona: E;N Z#,-Ej =0.

(2) En particulier, si n = 2, alors E| et E, sont en somme directe si et seulement si E; N Ey =
0).

(3) Attention! Si des sous-espaces sont en somme directe, leur somme n’est pas nécessaire-
ment égale a ’espace tout entier : par exemple si E1, E» sont deux droites distinctes dans R>, leur
somme est directe, et c’est un plan de R3, et non R3 tout entier!

(4) Attention! Si n > 3, la condition E; N E; = {0} pour i # j n’entraine pas que la somme
des E; soit directe : par exemple si E1, E», E3 sont trois droites distinctes dans R2, elles vérifient

E;NE;={0} pouri# j, mais leur somme n’est pas directe (car E| + E; égale R? donc contient
Es).
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Définition 3.35 (Sous-espaces supplémentaires). Soient V un espace vectoriel, E, F deux sous-
espaces de V. On dit que E et F sont des sous-espaces supplémentaires si V = E@®F, c¢’est-a-dire,
SIENF=0)etE+F=V.

Si V est de dimension finie, ceci équivaut a dire que ENF = (0) et dim(E)+dim(F) = dim(V).
Proposition 3.36. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie n. Tout sous-espace E de V
admet un supplémentaire.

Démonstration. Soit (e, ...,e;) une base de E, complétons-la en une base (ey,...,e,) de V
et soit F' le sous-espace de V engendré par e,41,...,e,. Alors ENF = {0} et E+ F =V, donc
V=Eo&F.

Exercice 3.37. Soient V un espace vectoriel, E (resp. F) un sous-espace de dimension finie m
(resp. n). Soit (vi,...,v,) une base de E N F, complétons-la en une base (e1, ..., em—r,Vis...,Vy)
de E (resp. (Vi,...,Vr, f1,--., fn—r) de F). Montrer que (e1,...,em—rsViy---sVrs f1s-.» fn—r) €St
une base de E + F. En déduire I’égalité dim(E + F) = dim(E) + dim(F) — dim(E N F).

Remarque 3.38. Soient V un k-espace vectoriel et f : V — k une forme linéaire sur V. Supposons
f # 0 et notons H = Ker(f). Comme f + 0, il existe v € V tel que f(v) # 0, et remplacant v
par f(v)'1 v, on peut supposer f(v) = 1. Alors, pour tout w € V, on a f(w — f(w)v) = 0, donc
w— f(w)v € Ker(f) = H et donc w s’écrit

w=h+ f(w)yw avec h=w- f(w)yeH,

d’ouV = H + kv. D’autre part, si tv € H alors 0 = f(tv) = t; on a donc H N kv = (0) et donc
V =H®ky,i.e. H et la droite kv sont supplémentaires. On dit que H est un hyperplande V; si V
est de dimension finie n, alors H est de dimension n — 1.

Un exemple trés important de sous-espaces en somme directe est celui des sous-espaces
propres d’un endomorphisme de V'; rappelons-le ici.

Théoreme 3.39. Soient V un k-espace vectoriel (pas nécessairement de dimension finie), u un
k-endomorphisme de V, et Ay,...,A, des valeurs propres, deux a deux distinctes, de u. Pour
i=1,...,r, onnote

E;=Vy={veV|up) =y}

le sous-espace propre associé. Alors les V), sont en somme directe. (Mais bien siir, leur somme
r 2 . 3 N T . .

., i1 VA, n’est pas nécessairement égale a V ; si dim(V) < oo, c’est le cas si et seulement si u est

diagonalisable.)

Démonstration. On va montrer par récurrence sur r 1’assertion : (x,) si I’on a une égalité
X1+ ---+x=0,avec x; € Vy, alors x; = 0 = --- = x,. C’est évident si r = 1, donc on peut
supposer r > 2 et ’assertion établie pour r — 1. Supposons qu’on ait une égalité x; +--- + x, = 0,
avec x; € V,,. En appliquant I’endomorphisme u, d’une part, et en multipliant par A,, d’autre part,
on obtient les égalités :

xr+-+ o1 x0m1 + 4x, =0
Axy+- o+ A4x-1+A4x =0

d’ou par soustraction I’égalité

(*) (/11 - /lr)xl +et+ (/lr—l - /lr)xr—l =0.

Chaque vecteur y; = (1; — 4,)x; appartient a V,, donc, d’apres I’hypothese de récurrence (*,_1),
I’égalité () entraine y; = O pour touti = 1,...,r — 1, et comme A; — A, # O ceci entraine x; = 0
pour touti = 1,...,r — 1. Enfin, reportant ceci dans 1’égalité initiale x; + - - - + x, = 0, on obtient

xr = 0. Ceci montre que (*,) est vérifiée, et la proposition est démontrée.
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Exemple 3.40. (1) Soit V = C*(R,R) le R-espace vectoriel des fonctions f : R — R de classe
C™. Alors les fonctions fy : t — exp(Ar), pour A € R sont linéairement indépendantes, c’est-a-
dire, quelques soientn € N* et A1, ..., A, des réels deux a deux distincts, les fonctions f,, ..., fa,
sont linéairement indépendantes. En effet, ’opérateur de dérivation d : f v f’ est un endomor-
phisme de V (car f" est C* si f l'est), et chaque f) est un vecteur propre de d pour la valeur
propre A.

(2) Soit V.= RY [e R-espace vectoriel des suites réelles (up)pen. Alors, pour 1 € R, les
suites géométrique u(A), définies par u(d), = A", sont linéairement indépendantes, c’est-a-dire,
quelques soient n € N* et Ay,..., A, des réels deux a deux distincts, les suites u(Ady),...,u(d,)
sont linéairement indépendantes. En effet, soit D : V. — V 'opérateur de décalage, défini par
(D(W))y, = ups+1 (i.e. 'image par D de la suite (uo, uy, uz,...) est la suite (uy,u,u3,...)); alors
chaque u(A) est un vecteur propre de D pour la valeur propre A.

Définition 3.41 (Endomorphismes diagonalisables). Soient V un k-espace vectoriel de dimension
finie et u € Endi(V). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. 'V admet une base formée de vecteurs propres de u;

2. les vecteurs propres de u engendrent V ;

3. la somme des espaces propres de u égale V ;

4. V est la somme directe des espaces propres de u.
Si ces conditions sont vérifiées, on dit que u est diagonalisable.

Démonstration. En effet, il est clair que (iv) = (iil) & (i1) < (1), et (i1) = (i) car d’un systeme
de générateurs on peut extraire une base. Enfin (iii) = (iv) d’apres le théoréme précédent. O

Une condition suffisante de diagonalisabilité est donnée par la proposition ci-dessous. (Bien
entendu, cette condition n’est pas nécessaire : par exemple la matrice identité I, (> 2) est diago-
nale et a toutes ses valeurs propres égales a 1!)

Proposition 3.42 (Valeurs propres distinctes). Soit u € Endg(V) (dimg(V) = n). Si P,(X) a n
valeurs propres distinctes, alors u est diagonalisable.

Démonstration. En effet, u posseéde alors n espaces propres distincts Vi,...,V,, qui sont en
somme directe d’apres le théoreme précédent. Alors le sous-espace £ = Vi @ --- @V, de V
est de dimension

n
ZdimVi >n=dimV
i=1

donc égale V (et de plus chaque V; est de dimension 1). O

Enfin, une CNS (condition nécessaire et suffisante) de diagonalisabilité est donnée par la :

Proposition/Définition 3.1 (Multiplicités algébrique et géométrique d’une valeur propre). Soient
V un C-espace vectoriel de dimension n, u € Endc(V), A1,..., 4, les racines (deux a deux dis-
tinctes) de P,(X) dans C. D’une part, P,(X) se factorise

Pu(X)=(=D"X =)™ - (X =)™

ou m; est la multiplicité de A; comme racine de P,(X). D’autre part, d’apres 3.31, A1,..., A, sont
les valeurs propres de u.
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1. On appelle multiplicité algébrique (resp. géométrique) de la valeur propre A; sa multipli-
cité m; comme racine de P,(X) (resp. la dimension n; de I’espace propre V),).

2. OnadimV,, < m; pour tout i.

3. u est diagonalisable si et seulement si dim V,, = m; pour tout i.

Démonstration. (2) Pour tout i, soit C' une base de V,,. Comme les espaces propres sont en
somme directe, la famille C = C! U --- U C" est une famille libre, donc on peut la compléter en
une base B de V. Alors A = Matyg(u) est de la forme suivante :

My | 0 -] 0 | =
0 | Mol || ¢ |
A=l 0 o0 | x
: 0 | A, | =
o [ ---]lo0o] o [B

ou B est une matrice carrée de taille p = n — (n1 + - - - + n,). En particulier, A est triangulaire par
blocs. Donc, d’apres 3.24, on a

Py (X) = det(A — XI,) = Pp(X) | |4 —X)".

-
i=1
Donc [];_,(4; = X)" divise P,(X), d’ot n; < m; pour tout i, ce qui prouve (2).

Si n; = m; pour tout i, alors le sous-espace E = @::1 V), est de dimension Z;zl m; = n, donc

égale V, donc u est diagonalisable. Réciproquement, si u est diagonalisable, il existe une base B
de V telle que

ALy | 0 -] 0
A = Matg () = 9 Aol
0 | - |0 |Ady

alors P,(X) = det(A — X1I,) = [1_,(4; = X)" = (=" [[;.,(X = 4", d’ot n; = m; pour touti. O

Donnons de plus une propriété remarquable des endomorphismes diagonalisables, qui sera
utile par la suite. Commencons par une définition :

Définition 3.43 (Restriction de u a un sous-espace stable). Soit u € Endi(V). On dit qu’un sous-
espace E de V est stable par u si u(E) C E. Dans ce cas, la restriction de u a E induit un
endomorphisme de E, que [’on notera ug.

Théoreéme 3.44 (Restriction d’un endomorphisme diagonalisable). Soient V un k-espace vecto-
riel de dimension finie, u un endomorphisme diagonalisable de V, et E un sous-espace de V stable
par u. Alors E admet une base formée de vecteurs propres de u, i.e. la restriction ug de u a E est
diagonalisable.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, il suffit de montrer que E est engendré par
des vecteurs propres de u. Comme u est diagonalisable, tout x € E s’écrit dans V comme une
somme de vecteurs propres :

) X=X+ -+ X, avec x; €V, et p#Fujsii# j.
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Montrons par récurrence sur r que pour tout x € E et toute écriture () comme ci-dessus, chaque
x; appartient a E (ce qui prouvera le théoreme). C’est OK pour r = 1, donc on peut supposer r > 2
et le résultat démontré pour r — 1. Appliquant u — u,idy a () on obtient

r—1

¥ = (= pridy)(x) = ) (i = )i

i=1

et x' € E puisque E est stable par u. Donc par hypothese de récurrence, (u; — u,)x; appartient a E
pouri = 1,...,r— 1, donc x; y appartient aussi (puisque y; — u, # 0), et reportant ceci dans ()
on obtient aussi x, € E. Ceci prouve le théoreme. O

Pour terminer ce paragraphe, donnons encore 1’exemple ci-dessous d’endomorphismes dia-
gonalisables.

Rappels. Soit k un corps. Sin- 1y = 1+ --- + 1 (n termes) est # 0 pour tout entier n > 0,
on dit que k est de caractéristique 0, c’est le cas par exemple pour Q,R, C. Sinon, le plus petit
entier p > 0 tel que p - 1, = 0 est nécessairement un nombre premier (car si p = rs avecr,s > 1,
I’égalité O = (r - 1x)(s - 1) entraine que r - 1, = QO ou s - 1 = 0, disons r - 1 = 0, mais alors la
minimalité de p entraine que r = p); dans ce cas on dit que k est de caractéristique p. D’autre
part, si 'V est un k-espace vectoriel et p € Endi(V), rappelons qu’on dit que p est un projecteur
si p* = p o p est égal a p.

Proposition 3.45 (Symétries). Soient k un corps de caractéristique # 2 (par exemple, k = Q,R
ou C), V un k-espace vectoriel de dimension n, et s € Endi(V) tel que s> = idy. Alors s est
diagonalisable; plus précisément, soient

_idy +s _idy -

- s - - 5 Vi:I +).
D+ 5 P > m(p.)

Alors py et p_ sont des projecteurs et l’'on a :
V=V,eV_ et Vxe Vi, s(x)==x.

Donc, si s # *idy, alors V, et V_ sont non nuls, et V. est [’espace propre associé a la valeur
propre =1 dans ce cas, s est la symétrie par rapport a V. parallélement a V_.

Démonstration. Ona p> = p,, p> = p_et p_ = idy — p, d’ott p,p_ = 0 = p_p,, donc p, et
p- sont des projecteurs et 'ona V = V. @ V_. De plus, si x € V., on voit aussitot que s(x) = +x,
d’ou la proposition. O

Remarque 3.46. Attention, si k est de caractéristique 2, c’est-a-dire, si 2 = 0 dans k (par

exemple, si k est le corps a deux éléments Fr = Z/27), la matrice A = ((1) i) € My(k) véri-
fie A2 = (1) 1= I mais A n’est pas diagonalisable : en effet sa seule valeur propre est 1, donc

si A était diagonalisable on aurait A = I, ce qui n’est pas le cas.
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Chapitre 4

Algebre bilinéaire

4.1 Dualité et équations intrinseques

Le langage de la dualité est un moyen de parler d’équations pour des sous-espaces vecto-
riels d’un espace vectoriel d’un point de vue intrinseque, i.e., qui ne dépend pas du choix des
coordonnées.

Définition 4.1. Soit V un espace vectoriel. Son dual V* est I’espace L(V, K) des formes linéaires
sur V.

1. Si f:V — W est une application linéaire, elle induit une application linéaire
VWt = v
appelée son adjoint formel, définie, si ¢ : W — K est une forme linéaire, par
) =¢of: VoK

2. Si X C V est un sous-ensemble, il définit un sous-espace orthogonal formel X+ C V* (des
équations de Vect(X)) par

Xt ={pe V" YweX ok =0

3. Si Y C V* est un sous-ensemble, il définit un sous-espace pré-orthogonal formel YT (des
solutions de Y = 0) par

YT =(veV, Ypev, ov) =0}

Remarque 4.2. On doit penser a l’espace dual comme un espace dans lequel se trouvent les
équations linéaires pour les sous-espaces vectoriels (i.e., les formes linéaires) et dans lequel on
peut étudier les propriétés de ces équations : sont elles libres ou génératrices ? L’espace X+ est
ainsi [’espace de toutes les équations qui s’annulent sur X, et YT est I’espace des solutions du
systeme donné par Y = 0.

Exercice 4.3. Montrer les résultats suivants :
I SiYyCYyonaY, cY etsiX) CXo, onaXyCXi.
2. Xt et YT sont des sous-espaces vectoriels.

3. Ona (XL)T = Vect(X), i.e., le sous-espace sur lequel les équations nulles sur un sous-
ensemble s’annulent est le sous-espace engendré par ce sous-ensemble.
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Remarque 4.4. La matrice d’une forme linéaire f dans une base B = {ey,...,e,} (et dans la
base {1} de K) est une matrice ligne

Matg 1)(f) = [f(e1), ..., fen)].

Lorsqu’on fait des opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice M ayant m lignes et n
colonnes, on calcule donc des formes linéaires a partir des formes linéaires qui forment les lignes
de la matrice donnée. La résolution d’un systeme d’équations Y = O pour Y C V* est donc souvent
faite en utilisant des opérations sur les lignes de la matrice M (qui sont données par les matrices
lignes des formes linéaires de Y), i.e., des opérations sur les formes linéaires. Si on veut raisonner
en termes des images des vecteurs de base pour calculer ’image et le noyau d’une application
linéaire de matrice M, on fait plutot des opérations élémentaires sur les colonnes. Les deux
approches ont donc des interprétations différentes mais compatibles en termes d’applications
linéaires.

Exemple 4.5. 1. Un systéme d’équations linéaires sur E = K* comme
x+y = 0
x-y =0
peut étre encodé dans le couple de forme linéaires (fi, f») € (E*)? donné par fi(x,y) =
x+yet fr(x,y) = x—y. Si 2 n’est pas nul dans K, ces deux formes linéaires sont libres (et

génératrices) dans E*. Le sous-espace W des solutions de ce systeme est réduit a W = {0}
et Wt = Vect(f1, f2) = E*.

2. Si on ne prend qu’une des deux équations sur E = K?, on obtient le systéme
x+y=0.

1l peut étre encodé par la forme linéaire fi(x,y) = x + y. En résolvant le systeme avec
le parametre x, on obtient x = x et y = —x, ce qui donne W = Vect((1,—1)). On a bien
W+ = Vect(fy) et chacun de ces espaces est de dimension 1 : il faut une équation pour
définir un espace vectoriel de dimension 1 en dimension 2.

Voyons maintenant un exemple plus analytique d’utilisation de la dualité en dimension infinie.

Exemple 4.6 (Dualité et mesures). Considérons le R-espace vectoriel V = C?(R) des fonctions
continues sur R nulles en dehors d’un invervalle fermé borné variable [a, b]. Une mesure naive 1
est un élément

T:COR) > R

du dual de V. On vérifie facilement que la mesure de Dirac, définie par do(¢) = ¢(0) est une
mesure naive. L’intégrale de Riemann définit elle aussi une mesure naive
L ® - R
¢ fR p(x)dx

Plus généralement, elle permet aussi d’associer a chaque fonction continue f : R — R une
mesure naive définie par

/1) = fR FOe(odx

1. Une vraie mesure vérifie une condition supplémentaire de continuité.
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(I’intégrale se faisant en fait sur le domaine [a,b] en dehors duquel ¢ est nulle). On a alors
fR = [1]. On peut montrer que cette application

C'R) - CXR)*

donnée par f — [f] est injective, ce qui permet de voir les mesures naives comme des fonctions
continues généralisées. Dans cette analogie, on peut penser la mesure de Dirac comme le faisait
Dirac au début du siecle précédent : c’est une sorte de fonction généralisée qui est nulle partout
sauf en 0, qui vaut l’infini en 0 et dont l’intégrale sur R vaut 1. Cette construction utilisant la
dualité est le point de départ de la théorie des distributions, qui est un outil clef en analyse.

4.2 Formes bilinéaires symétriques

4.2.1 Définition

Définition 4.7. Soit V un espace vectoriel. Une application ¢ : VXV — K est appelée une forme
bilinéaire si elle est linéaire en chacun de ses arguments, i.e., i

e(Au +v,w) = Ap(u, w) + o(v, w) et o(w, du +v) = Ap(w, u) + ¢(w, v)
pour tous u,v,w € Vet 1 € K. Elle est symétrique si

ou,v) = @(v,u)

pour tous u,v € V. On note c(¢) : V. — V* Uapplication linéaire donnée par

c(@)w) = [v - ¢u,v)].
On dit que ¢ est parfaite si c(¢) est un isomorphisme et non dégénérée si c(y) est injective.

Remarque 4.8. Le théoréeme du rang 3.18 implique qu’une forme bilinéaire ¢ sur un espace
vectoriel de dimension finie est parfaite si et seulement si elle est non dégénérée.

Exemple 4.9. Voici trois exemples tres importants, en mathématiques comme en physique, de
formes bilinéaires.

1. La forme euclidienne standard sur V.= K" est donnée par ¢((x;), (y;)) = Z?zl x;yi. Elle
est symétrique et non dégénérée. Elle intervient dans la description de la géométrie eucli-
dienne, qui est aussi un outil clef de la mécanique newtonienne dans R3 dans K = R.

2. La forme de Minkowski sur ’espace temps R* de coordonnées (x,y,z, 1) est donnée par
o((x,y,2, 1), (X, ¥, 2, t) = xx" +yy + 27 — c2tt’ avec ¢ = 3 - 108m/s. Elle est non dégé-
nérée et permet de formaliser la relativité restreinte : la “distance” donnée par la forme
quadratique correspondante correspond au temps propre que 1’observateur peut lire sur
sa montre personnelle pendant un déplacement rapide uniforme. Pour les déplacements
accélérés, c’est la forme bilinéaire ¢ elle méme qui devient la quantité variable pour dé-
crire la géométrie des déplacements accélérés dans I’espace temps. Cet exemple montre
que les formes bilinéaires jouent un role fondamental autant dans la description des dé-
placements aux tres petites échelles (particules élémentaires) qu’aux trés grandes échelles
(objets celestes) en mécanique.
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3. La forme bilinéaire d’intégration de Riemann

f :CQR)x COAR) - R
R

donnée par j;%( 8 = fR f(x)g(x)dx est symétrique. Elle est non dégénérée et il est pos-
sible de la rendre “continuement parfaite” (nous ne préciserons pas cette notion), mais
ceci nécessite de la prolonger, par un procédé de complétion, a ’espace de Lebesgue
L*(R) des fonctions de carré intégrable. Cette construction est un des points de départs
possible pour la théorie des espaces de Hilbert, qui intervient en mécanique quantique.

4.2.2 Base duale, matrice d’une forme bilinéaire, adjoint

Un intérét important des formes bilinéaires non dégénérées est qu’elles permettent d’identifier
un espace a son dual, et donc des équations a des vecteurs, et inversement. Nous allons maintenant
voir comment cela se traduit en termes de bases.

Soit (V, B) un espace vectoriel basé de dimension finie. On peut le munir de la forme bilinéaire
euclidienne ¢, : V X V — K donnée par

Pe((x), i) = D xiyi

1

Cette forme bilinéaire est parfaite et induit donc un isomorphisme

clge) 1 V — V™.

Cet isomorphisme permet de relier les bases de V aux bases de V*.

Définition 4.10. Soit ¢ : V X V — K une forme bilinéaire.

1.

Si B = {e;} est une base de V, la base duale B* = {e’} de B est définie comme ’image par
c(¢e) de la base B, i.e., par

e; = clge)e) : V- K,
ou encore par e’ (e;) = 6; j qui vaut 1 pour i = j et 0 sinon.

Si D est une base de V*, il existe une unique base C de V telle que C* = D et cette base
est appelée la base pré-duale de D.

La matrice de la forme bilinéaire ¢ dans la base B est définie comme la matrice

Matg(p) = Matg - (c(¢)) = [¢(ei, €)]i -

4. Le noyau de la forme bilinéaire est le noyau de c(¢) et son rang est le rang de c(yp).

Proposition 4.11. Si f : (V,B) — (W,C) est une application linéaire entre espaces vectoriels
basés, la matrice de I’application linéaire basée adjointe formelle ¥ : (V*,C*) — (W*, B*) est
donnée par

Matc: 5-(f") = "Matg c(f).

Démonstration. Notons B = (ey,...,ey) et C = (f1,..., fw). On a B* = (e],...,¢e,)) et C* =

ff ..

s fm)- Soit A = Matg c(f) = (a; ;) € My, ,(K). Par définition, on a

m

flep =) avjfie W,

k=1
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et
I =fofeV,
On veut exprimer explicitement f;" o f dans la base B* = (7). Soit j € {1,...,n},ona
PN = F(fep) = D anifi (f) = D ar joix = ai .
k=1 k=1
Ceci donne

I = Z aj,je;

j=1
donc on obtient I’égalité recherchée

Mate: g+(f") = "Matg c(f).
O

Définition 4.12. Soit ¢ : V X V — K une forme bilinéaire parfaite. Soit f : V — V un endomor-
phisme. L’endomorphisme adjoint f, : V — V de f pour la forme ¢ est obtenu en complétant le
carré commutatif

Vv
c(w)T lc«orl
f*
| VA V4

i.e., en posant f;‘ = c((p)‘l o ¥ o c(p). On dit que f est autoadjoint pour ¢ si f,; =f.

Corollaire 4.13. Soit ¢ : V XV — K une forme bilinéaire parfaite sur un espace vectoriel de
dimension finie. Si f : (V,B) — (V, B) est une application linéaire entre espaces vectoriels basés,
la matrice de I’application adjointe f, est

Matgy(f*) = Matg(¢) ™! "Matg(f)Matg (¢).

Ainsi, la matrice d’'un endomorphisme autoadjoint pour la forme euclidienne ¢ = ¢, est symé-
trique.

Démonstration. 11 suffit de prendre les matrices des applications linéaires du carré commutatif

V', 8 L= (v, )

c(so)T Lc(go)-1

1,
(V, B) -l (V, B)
et d’appliquer la Proposition 4.11 et la Définition 4.10 pour conclure que

Maty(f;) = Maty(e) ' "Matp(f)Maty(¢).

La deuxieme partie de 1I’énoncé se démontre en remarquant que, par définition de la base duale,
on a
Maty s+ (c(¢)) = 1d et Matg w-(c(pe) ™) = 1d.
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On énonce maintenant une proposition qui permet de calculer les valeurs de la forme bilinéaire
en utilisant sa matrice.

Proposition 4.14. Pour v,w € V des vecteurs, on a l’égalité

¢(v, w) = "wlgMaty(@)[V]s.

Démonstration. Rappelons que si v est un vecteur, on lui associe une application f, : K — V
donnée par f,(1) = v. Son adjoint formel donne une application f,” : V* — K*. Remarquons
que la multiplication sur K donne une forme bilinéaire m qui identifie K a K* en envoyant 1 € K
sur idg € K*. On note c(m) : K — K™ cette identification. Le lien entre la forme bilinéaire ¢
et 'application c(¢) peut alors €tre écrit en disant que la multiplication my, ) : K — K par le
scalaire ¢(v, w) vaut

C(m)_l © f\:// o C(‘P) o fv = My(v,w)»

ce qui peut se traduire par la commutation du rectangle suivant :

K 5 v c(p) v M K c(m)”! K
IH{ Me(u,v) IH(
En passant aux matrices associées, on obtient le résultat recherché. O

Voyons ce qui se passe lorsqu’on veut changer de base.

Proposition 4.15. Soit B et C deux bases de V. Soit P = Matc x(idy) la matrice de passage.
Alors, on a l’égalité
Matc(¢) = "PMatg(¢)P.

Démonstration. Le diagramme

Vv
idy,

v.0) % v G v w2 (v e

d’espaces vectoriels basés nous permet d’écrire I’égalité recherchée simplement par passage aux
matrices de la composition de ces applications, en utilisant que la matrice de I’adjoint formel est
donnée par la transposée. O

4.2.3 Orthogonalité

Définition 4.16. Soit V un espace vectoriel et ¢ : V XV — K une forme bilinéaire symétrique.

1. On dit que deux sous-ensembles X et Y de V sont orthogonaux si ¢(x,y) = 0 pour tout
x € X ety €Y. Onnote cette situation X L, Y ou simplement X LY si la forme bilinéaire
est entendue.

2. L’orthogonal d’un sous-ensemble X C V est I’espace vectoriel
Xt ={veV,VxeX, ox) =0
Proposition 4.17. Soit V un espace vectoriel et ¢ : V XV — K une forme bilinéaire symétrique.
Si X C V est un sous-ensemble, on a X+ = Vect(X)*. SiX c Y Cc V,ona Y+ Cc X*. On a aussi

Ker(p) = E*.
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Théoreme 4.18 (Orthogonal d’un sous-espace). Soit F' C V un sous-espace vectoriel.
1. OnaF c (FH)* et dim(F*) > dim(E) — dim(F).
2. Si ¢ est non dégénérée, on a dim(F+) = dim(E) — dim(F) et F = (F*)*.
3. SiFNF+={0},alors E=F & F*.

Démonstration. Soit f € F, pour tout x € F* ona ¢(f,x) = 0, d’ou f € (F+)*. Ceci montre la
premiere assertion de (1). Prouvons la seconde.

Soit (f1,..., f;) une base de F, complétons-la en une base B = (f},...,f,) de E, et soit
A = (aij)1<i,j<n la matrice de ¢ dans la base B, i.e. a;; = ¢(fi, fj) pouri, j=1,...,n.

On a que F* est formé des vecteurs v = xif] + -+ + x,fn, € E tels que ¢(f;,v) = 0 pour
i=1,...,r.Comme @o(fi, x1f1 + -+ Xufn) = Z;?:] xjo(fi, fi) = Z;f:l a;j xj, ceci équivaut a dire

X1

que le vecteur colonne X = | : |est solution du systeme linéaire homogene :

Xn

ainxy +---+ aipXxn =0

(02

aiyxy +--+ amx, =0

dont la matrice B est formée des r premieres lignes de A. Comme I’espace des solutions du
systeme est de dimension n — rang(B), on obtient :

dim F* = n—rang(B) > n —r,

ce qui prouve la seconde assertion de (1). De plus, dans le cas particulierou F = E,ona B = A et
I’on obtient que dim E*+ = n — rang(A). Donc N(¢) = E* est nul si et seulement si rang(A) = n.
Ceci prouve (2).

Supposons ¢ non dégénérée. Alors A est de rang n, i.e. ses lignes sont linéairement indé-
pendantes, en particulier les r premieres lignes le sont, donc la matrice B est de rang r, et donc
dim F*+ = n — r. Remplagant alors F par F*, on obtient I’égalité dim(F*)* =n—(n—r) = r, et
par conséquent I’inclusion F C (F*)* est une égalité. Ceci prouve (3).

Enfin, supposons F N F+ = {0} (sans supposer ¢ non dégénérée). Alors F et F* sont en
somme directe, et le sous-espace F & F+ de E est de dimension d = r + dim F+. D’apres (1), on
ad>n,d’o0 E = F® F* (et dim F*+ = n — r). Ceci prouve (4). Le théoréme est démontré. O

Définition 4.19 (Restriction a un sous-espace). Soit F' C V un sous-espace vectoriel. On note
¢r : F X F — K la restriction de ¢ au sous-espace F.

4.3 Formes quadratiques

On suppose que 2 n’est pas nul dans le corps K.

4.3.1 Définition
Soit V un K-espace vectoriel.

Définition 4.20. Une forme quadratique q : V — K est une fonction de la forme q(v) = ¢(v, V)
avec ¢ : VXV — K une forme bilinéaire symétrique.
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Proposition 4.21. On peut retrouver? la forme bilinéaire qui a permis de construire une forme
quadratique q en posant

1
@q(u,v) = E(Q(u +v) —q) — q(v)).
La forme ¢4 s’appelle alors la forme polaire de q.

Proposition 4.22. On suppose V de dimension finie et on se fixe une base B de V. Soit A =
[a; ;] = Matg (). Alors la forme quadratique g peut s’écrire

n

g = Y and + Y 2ai ;.

i=1 1<i<j<n

Définition 4.23. Le rang et le noyau d’une forme quadratique sont définis comme le rang et le
noyau de la forme bilinéaire correspondante. Le cone isotrope est défini par

Clg) ={x eV, q(x) =0},
et si K = R, le cone positif est défini par
C*(q) = {x eV, g(x) > 0}.
On a une suite évident d’inclusions (en général strictes)

N(g) € C(g) € C*(qg).

Remarque 4.24. Si K = R, la forme quadratique euclidienne q.(x,y,z) = x> + y*> + z* permet de
définir la norme euclidienne de vecteurs

I(x, y, Dlle = Vqe(x,y,2),

et donc la distance euclidienne entre deux points de l’espace. Sa généralisation en dimension
supérieure joue un role important en sciences des données, ou on doit calculer des distances eu-

clidiennes entre points de RN pour N trés grand, points qui représentent les données a considérer:
Remarque 4.25. Dans le cas de la forme de Minkowski g,(x,y,z,1) = x> + y> + 22 — 1 utilisée
pour formaliser la relativité restreinte, le cone positif, appelé cone de lumiére, est la zone dans
laquelle I’observateur peut se déplacer en partant de ’origine et la valeur

T(-x’ y7 Z’ t) = V Qm(X, y’ Z’ l)

bien définie dans ce cone positif correspond au temps propre (a la montre) de I’observateur
lorsqu’il arrive a la position (x,y, z,t) s’il est parti de la position 0 au temps propre T = Q.

4.3.2 Bases orthogonales

Définition 4.26 (Bases orthogonales). Soit E un k-espace vectoriel de dimension n et soient ¢
une forme bilinéaire symétrique sur E, et q la forme quadratique associée. Soit B = (eq,...,ey,)
une base de E

1. On dit que B est une base orthogonale pour ¢ (ou pour q) si I’on p(e;, e;) = 0 pour i # j.

2. C’estici qu’on utilise que 2 n’est pas nul dans K, donc y est inversible.
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2. Ceci équivaut a dire que la matrice A = Matg(p) est diagonale; si I’'on note A4, ..., 4,
ses coefficients diagonaux et (xy, ..., X,) les coordonnées dans la base B, ceci équivaut
encore a dire que q(x1,...,x,) = A x% + -+ A, x,%.

Théoreme 4.27 (Existence de bases orthogonales pour une fbs). Soit ¢ une forme bilinéaire
symétrique sur un k-espace vectoriel E de dimension n, et soit q la forme quadratique associée.

1. 1l existe une base B de E orthogonale pour .

2. Soient B = (ey,...,e,) une base orthogonale pour ¢ et D la matrice diagonale Matg ().
Quitte a renuméroter les e;, on peut supposer que les coefficients diagonaux Ay, ..., A,
sont non nuls, et que A; = 0 pour i > r. Notons (x1,...,Xx,) les coordonnées dans la base
B, alors :

(a) Ona q(xy,...,x,) = A1 x% + - +/lrx$. (%)
(b) On ar = rang(yp), plus précisément, N(p) est le sous-espace VECT(€,+1, ..., ey), donné
par les équations x; =0 = -+ = x,.

Démonstration. (1) Montrons I’existence d’une base orthogonale en procedant par récurrence sur
n=dimE. Il n’y arien a montrer si n = 0 ou si ¢ = 0. On peut donc supposer n > 1 et le résultat
établi pour n — 1, et ¢ # 0. Alors, la forme quadratique g est non nulle, donc il existe e; € E
tel que g(e;) # 0. Posons F = kej, comme ¢(eq,e;) # 0, alors F N F+ = {0} donc, d’apres le
théoreme 4.18, on a

E=FoF"
Par hypothése de récurrence, il existe une base (ea,...,e,) de F* telle que ¢(e;, e i) = 0 pour
i # j. Alors (eq, ez, ..., e,) est une base de E orthogonale pour ¢. Ceci prouve I’assertion (1).

Puis, (2.a) et la premiere assertion de (2.b) découlent aussitdt des définitions; prouvons la
derniere assertion. D’apres la démonstration du théoréme 4.18, on sait que N(¢p) est égal au noyau
de D, qui est bien le sous-espace F' = VECT(€,41,...,€y,), donné par les équations x; =0 =--- =
xr. Mais ceci peut se voir directement ici, de la facon suivante. D’apres (x), ¢ est donnée dans la
base B par :

n n
() Yu = Z x;e;, Yv = Zyjej, 0, v) = A1 x1y1 + - + A X )y

i=1 j=1
Supposons u € N(g), alors pour tout i = 1,...,r, prenant v = ¢; (c’est-a-dire, y; = lety; =0
pour j # i), on obtient x; = 0, d’out u € F = VeEcr(e,+1,...,e,). Réciproquement, (+") montre
aussi que tout u € F (i.e. tel que x; = 0 = --- = x,) appartient a N(¢), d’ou I’égalité désirée. Le
théoreme est démontré. O

Le théoreme précédent est valable pour tout corps k de caractéristique # 2. La possibilité
d’effectuer des réductions supplémentaires dépend de propriétés « arithmétiques » de k, c’est-a-
dire, de quels éléments de k sont des carrés. Lorsque k = C ou R, on peut donner des versions
plus précises.

Théoreme 4.28 (Formes quadratiques sur C). Soient E un C-espace vectoriel de dimension fi-
nie, Q une forme quadratique sur E et ¢ sa forme polaire. Il existe une base B de E pour la-

quelle Matg (@) est la matrice diagonale de termes diagonaux (1,...,1,0,...,0), le nombre de
1 étant égal a r = rang(y); si [’on note (x1,...,x,) les coordonnées dans la base B, on a alors
q(x1,...,Xn) :x%+---+x3.

Démonstration. Soit r = rang(yp). D’apres le théoreme 4.27, il existe une base orthogonale
(e1,...,ey) telle que g(e;) # O pouri < r, et g(e;) = O pouri > r. Pour touti = 1,...,r, soit
A; € C tel que /ll.z = ¢g(e;). Remplacant e; par e;/4;, pour i < r, on obtient une base B ayant la
propriété énoncée dans le théoreme. |
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4.3.3 Signature d’une forme quadratique

Théoreéme 4.29 (Théoreme d’inertie de Sylvester). Soient E un R-espace vectoriel de dimension
n, q une forme quadratique sur E et ¢ sa forme polaire.

1. SoitB = (ey,...,ey,) une base orthogonale pour ¢ et soient s (resp. t) le nombre d’indices
i tels que q(e;) > 0 (resp. < 0). Alors s et t ne dépendent pas de la base orthogonale
choisie.

2. Le couple (s,t) s’appelle la signature de g (ou de ¢); on ar = rang(¢) = s + 1.

3. De plus, on peut choisir B de sorte que la matrice diagonale D = Matg(y) ait pour termes
diagonaux (1,...,1,-1,...,-1,0,...,0), le nombre de 1 (resp. —1) étant s (resp. t).

Démonstration. Posons r = rang(yp). Soient B = (ey,...,e,) etC = (f1,..., fn) deux bases de E
orthogonales pour ¢. Notons s (resp. s”) le nombre d’indices i tels que g(e;) > 0 (resp. g(f;) > 0)
et 7 (resp. t’) le nombre d’indices i tels que g(e;) < 0 (resp. g(f;) < 0). Alors

r=s+t=s+"¢

et il s’agit de montrer que s = s” et ¢ = ¢’. Quitte a renuméroter les éléments de B et C, on peut
supposer que

qe;))>0 pouri=1,...,s q(f)>0 pouri=1,...,s
(%) qle))<0 pouri=s+1,...,5+¢ q(f) <0 pouri=s"+1,...,8 +¢
qle;))=0 pouri>s+t=r; q(f)=0 pouri>s +t =r.

Notons P, le sous-espace de E engendré par les vecteurs e; tels que g(e;) > 0. Ces vecteurs
sont au nombre de n — ¢, donc dim P, = n — t. Soit x un élément arbitraire de P., écrivons
x =Y xiei,avec I ={1,...,s} U{r+1,...,n}; alors, d’apres (%), on obtient

S

(1) (0 = ) x7 qlei) 2 0.

i=1

D’autre part, soit P le sous-espace de E engendré par les vecteurs f; tels que g(f;) < 0. Ces
vecteurs sont au nombre de ', donc dim P’ = ¢’. Soit y un élément non nul de P’, on peut écrire

y = 2;’;;,; 1 yjfj» avec au moins I'un des y; non nul (car y # 0). Alors, d’apres () a nouveau, on
obtient

’ ’

S+t

@) 4= ), ¥4 <0.

Jj=s"+1
Par conséquent, on a P, N P~ = {0} et donc
n=dmE >dimP, +dimP =n—-t+1

dout>"7r. Echangeant les roles des bases B et C, on obtient de méme ¢’ > ¢, d’out = ¢, et de
méme s = s’. Ceci prouve la premiére assertion du théoreme.

Voyons la deuxieme assertion. Soit B = (ey,...,e,) comme ci-dessus; pouri = 1,...,5 + 1,
notons |g(e;)| > 0 la valeur absolue de g(e;). En remplacant e; par e;/ v/|g(e;)|, pouri =1,...,s+1,
on obtient une base orthogonale ayant la propriété énoncée dans le théoréme. |
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4.3.4 Réduction d’une forme quadratique en somme de carrés

On suppose que le corps de base est Q, R ou C.

Remarque 4.30. Soit E un k-espace vectoriel de dimension n. D’apres la Proposition 4.21, il
revient au méme de se donner sur E une forme quadratique q ou sa forme polaire .

Le langage des formes quadratiques permet d’étre plus concis : si E est muni d’une base ‘B,
et donc de coordonnées (x1, ..., x,) relativement a cette base (par exemple, si E = k"), on dira
simplement, disons pour n = 3 : « soit q la forme quadratique ax% + bx% + cx% +dx1xy + ex x3 +
fx2x3 », ce qui est plus rapide que d’écrire : soit ¢ la forme bilinéaire symétrique définie par :

p(x1e1 + xpex + x3e3,y1€1 + y202 +y3€3) =

d e
axiy1 + bxpy, + cxzy; + §(x1y2 + X2y1) + §(x1y3 + x3y1) + g(xz)@ + X3y2).

De méme, le fait d’écrire une forme quadratique comme un polynome (homogene) de degré 2 en

les coordonnées x;, i.e.
n

2
q(x1,...,xn):Za,~xi+ Z ajj XiX;

i=1 1<i<j<n

permet d’effectuer sur ce polynéme des opérations algébriques simples, qui équivalent a trouver
une base orthogonale pour ¢ : c’est ce qu’on explique ci-dessous.

Définition 4.31. Soient E un k-espace vectoriel de dimension n, q une forme quadratique sur E
et ¢ sa forme polaire. Soit ‘B = (ey,...,e,) une base de E, notons (x1,...,x,) les coordonnées
dans cette base, i.e. x; désigne en fait la forme linéaire f; = e; sur E.

. On dit que g s’écrit dans la base B comme 3 inéaires indé-
1. On dit td la b B somme de carrés de formes linéaires indé
pendantes si [’expression de q en fonction des coordonnées x; est de la forme

2 2
gq=qi1x{+ - +qnx,.
Ceci équivaut a dire que la matrice de ¢ dans la base B est diagonale, avec les q; pour
coefficients diagonaux.

2. Les formes linéaires f; = e sont linéairement indépendantes (B* = (ej,...,e,) est la
base duale de B), d’ou la terminologie « somme de carrés de formes linéaires indépen-
dantes ». En pratique, pour abréger on écrira souvent « somme de carrés », mais il est
essentiel de s’assurer que les formes linéaires en question sont bien linéairement indépen-
dantes (voir plus bas).

Théoréme 4.32 (Réduction d’une forme quadratique en somme de carrés). Soient E un k-
espace vectoriel de dimension n, et q une forme quadratique sur E, donnée dans une base
B =(eq,...,ey) par

(*) Y(x1,...,x,) € K", g(xieq + -+ xpey) = Z bixi2 + Z bijxix;j.
i

i<j

1. Par une suite d’opérations « élémentaires » (décrites dans la démonstration), on peut trou-
ver un nouveau systeme de coordonnées (yi,...,y,) sur E, dans lequel q s’écrit comme
une somme de carrés, i.e. :

() g1, ... Yn) = aly% +oe ot apyR
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2. Le nombre de coefficients a; non nuls est égal a r = rang(q), et si k = R, la signature de q
est (s,t), out s (resp. t) est le nombre de coefficients a; qui sont > 0 (resp. < 0).

3. De plus, N(p) est le sous-espace vectoriel de E défini par les équations y; = 0, pour i
parcourant I’ensemble des i € {1,...,n} tels que a; # 0.

Démonstration. Remarquons d’abord que si g s’écrit sous la forme () dans une base B’, alors
la matrice de sa forme polaire y est diagonale, avec les a; pour coefficients diagonaux, d’ou les
assertions (2) et (3) du théoreme, compte-tenu des théoremes 4.27 et 4.29.

Il reste & donner une démonstration « algorithmique » de 1’assertion (1). On procede par ré-
currence sur le nombre n de variables. Sin = 1 on a g(xje;) = blx%, et (xx) est vérifié. On peut
donc supposer n > 1 et le résultat démontré pour n — 1. Distinguons deux cas.

(a) Si dans I’écriture () plus haut, il existe un coefficient « diagonal » b; non nul, on peut
supposer, quitte a changer I’ordre des coordonnées, que b1 # 0. On considere alors la somme de
tous les termes contenant la variable x; et on I’écrit comme suit :

S = blxl+Zb1]x1x]—b1(x1+2x1(z )

j=2
;_\,_..__/
=L(x2,...,Xn)

alors L est une forme linéaire ne contenant plus la variable x (i.e. L est une combinaison linéaire
des formes linéaires e;, ...,ey). Puis, en utilisant que

(x1+L* =x}+2xL+L%  don  x+2xL=(x+L)?-1L%

on récrit ceci sous la forme :

2
L b1 i 2 1 b1 bl'bl i
_ 2 2 _ J ¥ 2 iy
S=by(x1+L)y—bhL" = bl(xl + E z—blxj) 4b1 X; E —2b1 XiXj.
Jj=2 2<i<j<n

Donc, en posant y; = x| + Z] 5 Zb xj (et b’ = b; bfj/4b1 pour j = 2,...,n, et b’ = bjj -
b1ib1j/2by pour2 <i < j<n),on obtlent une écriture :

() GO X2 2n) = Dryi + Z Vg Y by
2<i<j<n
q1(x2, .- -, Xn)
ou la forme quadratique g(x, ..., x;) ne dépend que des variables x», ..., x;.

L’opération y; = x1 + L(x2,...,x,) et x; = x; pour j > 2, est bien un changement de coor-
données, car la matrice exprimant (y1, xp, ..., X,) en fonction de (x, ..., x,) est triangulaire avec
des 1 sur la diagonale, donc inversible ; explicitement le changement de coordonnées inverse est
donné€ par x; = x; pour j > 2 et x; = y; — L(x2, ..., Xp).

Par hypothese de récurrence on peut faire un changement de coordonnées (x,...,x,;) —

(v2,...,yn) tel que g1(x2,...,x,) = azy% +---+ay y% d’ou, d’apres () :

6]()’1,---,}%):al)’%'i'""*‘anyg

(avec a1 = by), ce qui prouve le résultat voulu dans ce cas.
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(b) Supposons au contraire que tous les coeflicients « diagonaux » b; soient nuls. Si g = 0,
il n’y a rien a montrer; sinon on peut supposer, quitte a changer 1’ordre des coordonnées, que
b1y # 0. Le plus simple est alors de procéder comme suit : faisons le changement de coordonnées

X1 = X] + X5, X2 =X — X, xj:x;. pour j > 2

(c’est bien un changement de coordonnés, dont I’inverse est donn€ par x] = (x1 + x2)/2, x, =
(x1 — x2)/2, x;. = xj pour j > 2). Alors les termes b;; x;x; (avec i < j) se transforment comme
suit :
b12 x1x2 — b1s (x’1 — x22) bijx1xj — by; ()c’1 + xé)xj pour j >3
/ / .
bijxixj—>b,~jx,~xj sii,j>3 szxzxjﬁsz(xl—xz)xj pour j >3

donc on obtient
n
’ AN 72 ’72 ) N o e L N A e S
q(xy,...,x,) = b (x]” — x, )+Z((b1]+sz)x1xj+(blj sz)xzxj)+ Z b,]xixj
Jj=3 3<i<j<n

et I’on est ramené au cas (a), c’est-a-dire, on peut éliminer la variable x’1 et se ramener, a nouveau,
au cas de n — 1 variables. Le théoréme est démontré. O

Remarque 4.33. Dans le cas (b), une méthode plus sophistiquée, qui permet d’éliminer en méme
temps les variables x| et xy, est la suivante. On la désignera par (b’). On considére la somme de
tous les termes contenant x| ou x; et on [’écrit comme suit :

b1 jbae
S =bpp X1XQ+Z blj xlx]+z sz X2Xj = b1z X1+Z — x] xZ+Z b12 Z bj XjxXe

3<j,l<n

by " b bz 2bq by
—b12 x1+Z—x, x2+Z L xi) - e Z ;.XjX[
b12 b1z % b2
=3 3<j<t<n

=X =Y

Puis, en utilisant I’égalité

1
(%) XY = Z((X +Y)? - (X-Y))

et en posant

bij + by, , 1 1 o bij— by
:—<X+Y) —(x1+xz+;—2 X)), xzzi(X—Y>=§<x1—xz+2b—xj>,

on obtient :

n
byibs;
’ros r2 /2 J74] 2
Q(xl,xzaXS,---,xn):b12(x1 - 2 )_ b -x]+ Z C]f-xjxf
= 12 3<j<t<n

out cjr = bjr — 2by jbye/b12 pour tout j < € dans {3, ..., n}.

[llustrons ceci par deux exemples : dans le premier n’apparaissent que des changements de
coordonnées du type (a).
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4.3. FORMES QUADRATIQUES

Exemple 4.34. Considérons dans R* la forme quadratique
_ .2 2 2 2
q=x|— 2x1x2 +4x1x3 + 2x1Xx4 + X5 + 4x3 + 5x4 - 4XQX3 + 6x2x4 — 4X3X4.
Considérant les termes contenant x1, on écrit d’abord :

qg=(x1—x3+2x3+ X4)2 + 4)@21 + 8x2x4 — 8x3X4

Y1
puis
4)6421 + 8xpx4 — 8x3x4 = 4(x4 + X2 — X3)2 - 4x§ + 8xpx3 — 4x%
~——— —
Ya
puis —4x% + 8xpx3 — 4x§ = —4(xp — x3)%. Donc en faisant successivement les changements de
N—
2
coordonnées :
Y1 = X1 — X2+ 2x3 + x4, V4 = X4 + X2 — X3, Y2 = X2 — X3, y3 = X3,

on obtient que q(y1,y4,¥2,y3) = y% + 4y42L - 4y%. Donc q est de signature (2,1) et de rang 2 + 1 =
3. Son noyau N(q) est la droite définie par les équations y, = 0 = y4 = yi, donc, dans les
coordonnées initiales, par les équations x3 = x3, x4 =0, x; + x3 = 0.

Exemple 4.35. Considérons dans R* la forme quadratique :

q(x1,x2, X3, X4) = x% + x% + x% + 2x1xp + 2x1x3 — 3x2x4 — 4x3X4 + SX3X4.

Considérant les termes contenant xy, écrivons d’abord :
q(x1,x2, X3, x4) = (X1 + x2 + X3)2 —5xpx3 —4xpx4 + Sx3x4 = y% — 5xpx3 — 4xpx4 + Sx3x4.
lere méthode : transformons le terme x2x3 en posant xy = yy + y3 et X3 = y2 — y3, on obtient :
_ 2_5 2 .2 -9 _ 2_52 52_9
q(y1,¥2,¥3, X4) = y1 — 5(y5 — ¥3) + yaxa — 9y3x4 =y — S5y5 + y2x4 + Sy5 — 9y3xa.
: 2 _ 1.2, 1.2 _ L, .
Puis —5y2 + y2x4 = =5(y2 — 15X%4)” + 30%4 donne, en posant 7y = yy — T5X4 -

1
g1, 22,3, %4) = y§ — 523 + 5y% — Oy3x4 + Exﬁ
Puis 5y§ - 9y3x4 = 5(y3 — %X4)2 - %xﬁ donne, en posant 73 = y3 — l%x4 :
q(y17Z27 <3, x4) = y% - SZ% + SZ% - 4Xi

Donc la signature de q est (2,2) et son rang est2 + 2 = 4, i.e. q est non dégénérée.

2eme méthode : considérons tous les termes contenant x> ou x3 et écrivons :

4
—Sxox3 —4x3x4 + 5x3%x4 = =502 — x4)(x3 + =x4) — 4xi
A 5

=X
=Y

alors, posant 7, = %(X +Y)= %(xz + x3 — %x4) et 73 = %(X -Y)= %(xz - X3 — %m), on obtient
que
2 2 2 2

et [’on retrouve le résultat précédent.
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Exemple 4.36 (Erreur a ne pas commettre !). Reprenons le calcul précédent, au moment oit I’on
obtient les termes q1(x2, X3, X4) = —5x2x3 — 4x3x4 + Sx3x4. Il ne faut pas écrire que

5 5
—5x2x3—4x2X4+5x3X4 = —Z((x2+x3)2—(x2—x3)2)—((x2 +x4)2—(x2—x4)2)+1((x3 +x4)*—(x3 —x4)2)

5 5 5 5
= —JVTH M TR I 5 - 3

oul’on aposéy; = xo + X3, y2 = X2 — X3, Y3 = X2 + X4, Y4 = X2 — X4, Y5 = X3 + X4, Y6 = X3 — X4,
et conclure que la signature est (3,3) et le rang 6. Ceci est erroné (et la conclusion absurde!) :
comme on part ici d’une forme quadratique q en 3 variables, son rang est r < 3 et donc on doit
obtenir a la fin une somme ayant au plus 3 termes, or ici on en a écrit 6. L’erreur est que [’on
n’a pas fait un vrai « changement de coordonnées », car on a introduit trop de formes linéaires,
qui ne sont plus linéairement indépendantes : par exemple, on a y4 = —y3 +y1 +y2, y5 = y3 — ¥2,
Y6 =Y1—)3-

Donc, pour ne pas se tromper dans ces calculs, il vaut mieux procéder pas a pas, en effec-
tuant a chaque pas une transformation de type (a), (b) ou (b’). Il ne faut pas effectuer plusieurs
opérations en méme temps!

4.4 Espaces euclidiens et diagonalisation simultanée

4.4.1 Espaces euclidiens. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Isométries

Définition 4.37 (Produits scalaires et espaces euclidiens). Soit E un R-espace vectoriel, pas né-
cessairement de dimension finie.
1. Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E et Q la forme quadratique associée (i.e.
Q(x) = ¢(x, x) pour tout x € E). On dit que Q (ou ¢) est définie positive si ['on a :
Vx e E—{0}, O(x) = ¢(x,x) > 0.

Dans ce cas, on dit que ¢ est un produit scalaire et on note souvent o(x,y) = (x| y).

Remarquons que si Q (ou @) est définie positive, elle est non-dégénérée : en effet, si
x € N(¢), ona 0 = @(x,y) pour tout y € E, en particulier ¢(x,x) =0, d’ott x = 0.

2. Dans ce cas, on dit que : « E, muni de (| ) » (ou que : «le couple (E, ¢) ») est un espace
euclidien. > Pour abréger, on écrira souvent : « Soit E un espace euclidien », sans préciser
le produit scalaire (| ), celui-ci étant sous-entendu.

Exemple 4.38. (1) R" muni du produit scalaire euclidien standard :

X1 Ji

(x|y)=x1y1+ -+ x5V six=|:1|, y=}|:

Xn n
et de la forme quadratique associée Q(x) = x% + o+ xﬁ, est un espace euclidien de dimension
n. Pour ce produit scalaire, la base canonique (eq,...,e,;) de R" est orthonormée, i.e. on a (e; |

ej)=1sii= jet=0sinon.

3. En fait, on réserve d’habitude cette terminologie au cas ou E est de dimension finie; sinon on dit que E est un
espace préhilbertien réel (voir I’explication de cette terminologie dans I’ Appendice C.6 a la fin du dernier chapitre).
Nous n’utiliserons pas cette terminologie.
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(2) L’espace vectoriel E = C2([0, 11, R) des fonctions continues f : [0,1] — R, muni du
produit scalaire

1
9= [ rogar,
0
est un espace euclidien, qui n’est pas de dimension finie.

Proposition 4.39 (Familles et bases orthonormées). Soit E, muni de (| ), un espace euclidien.

1. Une famille (e;)ic; de vecteurs est dite orthonormée si (¢; | ¢;) = 1 et (¢; | ;) = 0 pour
tout i # j.

2. Supposons E de dimension n. Une base orthonormée est une base (ey,...,e,) de E qui
est une famille orthonormée, i.e. qui vérifie (e; | e;) = 1 et (e; | ;) = 0 pour tout i # j.

3. Toute famille orthonormée est libre. En particulier, si dim E = n, toute famille orthonor-
mée (f1, ..., fn) de cardinal n est une base orthonormée de E.

4. Dans la suite, on abrégera souvent « base orthonormée » en : b.o.n. ou BON.

Démonstration. Prouvons (3). Supposons qu’on ait une relation 0 = fje;, + --- + Ipei,, avec

i1,...,ip € I deux a deux distincts, et f,...,7, € R. Fixons un indice r € {1, ..., p} et appliquons
(e;, | ) al’égalité précédente. Comme (e;, | ¢;)) = O pour s # r, on obtient 0 = t,(¢;, | ¢;) = t,,
d’ou ¢, = 0. Ceci prouve que la famille (e;);c; est libre. O

Théoreme 4.40 (Existence de b.o.n.). Soit E un espace euclidien de dimension n. Alors E admet
une base orthonormée.

Démonstration. D’apres le théoreme d’inertie de Sylvester 4.29, il existe une base (ey,...,ey,)
orthogonale (i.e. (¢; | ej) = 0 pour i # j) et telle que (¢; | ¢;) € {1,—1,0}; or comme ( | ) est défini
positif on a nécessairement (e; | ¢;) = 1, donc (e, ..., e,) est une b.o.n. O

Définition 4.41 (Normes). Soit E un R-espace vectoriel. Une norme ||-|| sur E est une application
E — Ry, x = ||x|| vérifiant les trois propriétés suivantes :

1 |x=0e x=0.

2. Pourtoutt € R, x € E, on a ||tx|| = |t] - ||x]| (ou |t| est la valeur absolue de t).

3. lu + V| < |lull + ||vll, pour tout u,v € E.

Remarque. L’inégalité précédente est nommée Inégalité triangulaire, pour la raison sui-
vante. Si on pose d(x,y) = |ly — x||, pour tout x,y € E, alors, compte-tenu de (1) et (2) ci-dessus,
(3) équivaut a dire (en posant u =y — x, v = z —y) que l’application d : E X E — R est une
distance sur E, i.e. vérifie :

1) d(x,y) =0 x=y.

(2") d(x,y) = d(y, x).

(3’) Inégalité triangulaire : pour tout x,y,z € E, ona : d(x,z) < d(x,y) + d(y, z)

z

d(x,z)

X

Théoreme 4.42 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme euclidienne). Soit E, muni de (| ), un
espace euclidien et soit Q(x) = (x| x) la forme quadratique associée.
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1. On al’inégalité de Cauchy-Schwarz :

(CS) Vx,y € E (x)? < Q(000)

avec égalité si et seulement si x et y sont liés.

2. Par conséquent, I’application x — ||x|]| = V(x| x) est une norme sur E, appelée la norme
euclidienne associée a ( | ), et I'inégalité de Cauchy-Schwarz se récrit comme suit (ou
dans le terme de gauche | - | désigne la valeur absolue dans R) :

(CS) Vx,y€E G 1)l < [l - Iyl |

Démonstration. Siy = Ax,ona Q(y) = 120(x) et (x | y)> = 22 (x| x)* = O(»)Q(x), et de méme
si x = Ay. Donc on a I’égalité si x, y sont liés, en particulier si x = 0 ou y = 0. Supposons donc x
et y non nuls; pour toutf € R,on a:

0< Q(tx +y) = 2 0(x) + 2t (x | y) + Q)

donc le discriminant réduit A’ = (x | y)2 — 0(x)Q(y) de ce trindme * en ¢ est < 0, ce qui prouve
I’inégalité (CS). De plus, si A’ = 0 le trindme ci-dessus a une racine double réelle 75 = —(x |
)/ O(x), et ’égalité Q(tox + y) = 0 entraine, puisque Q est définie positive, fox +y = 0, i.e.

_ (1w
(x| x)

X.

Ceci prouve (1).
Prouvons que x — ||x|| = V(x| x) est une norme sur E. Comme ( | ) est défini positif, on a
lx]| = 0 & x = 0. D’autre part, pour toutr € Retx € E,ona |t = V72 et donc

it xll = /2 (x| x) = 1e] - Il

Enfin, soient x,y € E. D’abord, I’'inégalité de Cauchy-Schwarz équivaut (en prenant la racine
carrée) a :
1Ce I < Il - lIyll5
alors, multipliant par 2 et ajoutant IIxI? + ||y||2 aux deux membres, on obtient
e+ Y1 = [l + 117+ 20c [ y) < 1l + 1P + 21Cx | )]
2
< 1P + I + 2011 Iyl = (U] + 11,

Prenant la racine carrée, ceci entraine (et équivaut a) I’inégalité triangulaire. Le théoréme est
démontré. O

Récrivons certaines conséquences de I’égalité (x +y | x+y) = (x| x)+ (| y) +2(x | y) en
utilisant la norme || - || (ou plutdt son carré) :

Proposition 4.43 (Pythagore, parallélogramme et médiane, polarisation). Soit E un espace eucli-

dien, et soit || - || la norme associée au produit scalaire (| ). On a les égalités suivantes :
(Pythagore) [lx1 +---+ xnll2 = ||x1||2 + -0+ ||x,1||2 st X1, ..., X, sont orthogonaux
(Parallélogramme/Médiane) llx + yII% + llx = yII7 = 2lIxI1 + 21yl
(Polarisation) 4x|y) = llx+yl* = llx =yl

4. Pour un trindme aX? + 2bX + ¢ dont le coefficient de X est pair, il est commode de considérer le discriminant
réduit A’ = b2 — ac (au lieu du discriminant usuel A = (2b)? — 4ac = 4A").
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Démonstration. 1’égalité de Pythagore est immédiate si n = 2, et dans ce cas on a méme la
réciproque : si ||xy + x| = |Ix1IP+]1x201? alors (x1 | x2) = 0. L’ égalité pour n vecteurs orthogonaux
s’obtient par récurrence sur n. On prendra garde que la réciproque est fausse pour n > 3 : prendre
par exemple dans R? euclidien les vecteurs x| = ej, xo = ¢ + €2, X3 = €3 — e].

Les deux autres égalités s’obtiennent en ajoutant (resp. soustrayant) les égalités :

I+ 3P = e+ y | x+y) = 1P+ IIP + 20 | y)
e = y? = (x=y 1 x=y) = [l + > = 2(x | y)
|

Remarque 4.44. La deuxieme égalité s’appelle « identité du parallélogramme », car elle exprime
que dans le parallélograme construit sur les vecteurs x et y, la somme des carrés des longueurs
des quatre cotés égale la somme des carrés des longueurs des deux diagonales (qui sont x +y
et x — ). Elle s’appelle aussi « identité de la médiane », car dans le triangle construit sur les
vecteurs x et 'y, la « médiane » joignant 0 au milieu du coté x —y est (x +y)/2, et I’on a donc une
formule exprimant (le carré de) la longueur de la médiane en fonction de la longeur des cotés :

S [ v O e

x+y
+
2 2 4

2

Enfin, la derniére égalité est appelée « identité de polarisation », car elle exprime en fonction
de la forme quadratique Q(x) = ||x||* le produit scalaire, qui est la « forme polaire » de Q. On I’a
déja rencontrée dans le Chap. 4 sous la forme 4¢(x,y) = Q(x +y) — Q(x — y).

Avant d’introduire la définition suivante, rappelons que la fonction cosinus induit une bijec-
tion de [0, ] sur [—1, 1] (on a cos(0) = 1, cos(r) = —1, et cos est strictement décroissante sur
I'intervalle [0, 7]).

Définition 4.45 (Angle non orienté de deux vecteurs non nuls). Soit E, muni de (| ), un espace
euclidien et soit || - || la norme euclidienne. Soient u, v deux vecteurs non nuls. D’apres [’inégalité
de Cauchy-Schwarz, on a

I | v)| < llull- VIl d’oit 1< (ulv) <
lleell - Il
1 exi ‘ ) |, -
donc il existe un unique 6 € [0, r] tel que |cos(6) = TR ie. ’(u | v) = cos(8) ||ul| - ||V]|. ‘ On
ul| - v

appelle 6 I’angle non-orienté des vecteurs u et v, il ne change pas si I’on échange u et v.

Proposition 4.46 (Isométries vectorielles). Soient E, F deux espaces euclidiens de méme dimen-
sion n, notons (| )g et || - ||[g (resp. (| )r et || - ||F) le produit scalaire et la norme euclidienne sur
E (resp. F). Soit f : E — F une application linéaire.

1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f préserve la norme : ’Vx ek, |xllg= ||f(x)||F‘

(b) f préserve le produit scalaire - ’Vx, veE, (|VE=UX|fO)F ‘

(c) Pour toute b.o.n. B = (ey,...,e,) de E, la famille (f(ey),..., f(e,)) est une b.o.n. de
F.

(d) Il existe une b.o.n. B = (ey,...,e,) de E telle que (f(ey1),..., f(e,)) soit une b.o.n. de
F.
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2. Sous ces conditions, on dit que f est une isométrie vectorielle de E sur F

3. Dans ce cas, [ est bijective, et son inverse f ~est aussi une isométrie.

Démonstration. Supposons que f préserve la norme, et soient x,y € E. Alors ||x + yll%5 =|f(x+
I = 1f(x) + fFB)II2, et le premier (resp. dernier) membre égale :

2+ IlI% +2(x [ Vg, resp. IFQIE + IFOIE +2(£(x) | FO)F

et comme [[x|[2 = [IF()I3 et IylZ = lIf()IZ, on obtient que (x | )& = (f(x) | f(¥)). Ceci prouve
que (a) = (b).

Les implications (b) = (¢) = (d) sont évidentes, montrons que (d) = (a). Supposons
(d) vérifiée. Pour tout x = x1e; + - -+ + x,e, dans E, on a f(x) = ); x;f(e;) et, comme (eq,...,e,)
et (f(ey),..., f(ey)) sont des b.o.n., on obtient

n

i = > 7 = IF I

i=1

donc (a) est vérifiée. Ceci prouve I’assertion (1).

Prouvons (3). Soit f : E — F une isométrie, et soit B = (ey,...,e,;) de E. Comme f(°B) est
une b.o.n. (donc une base) de F, alors f est bijective. Son inverse f‘1 envoie la b.o.n. f(B) =
(f(e1), ..., f(ey)) de F sur la b.o.n. B de E, donc f~! est une isométrie. Ceci prouve (3). La
proposition est démontrée. O

Terminologie. On a introduit la terminologie isométrie « vectorielle » pour pouvoir faire plus
tard la distinction avec la notion d’isométrie « affine », qu’on introduira lorsqu’on étudiera les
espaces et applications affines.

Dans la suite de ce chapitre, comme on ne considere que des applications linéaires, on dira
simplement « isométrie »au lieu de « isométrie vectorielle ».

Corollaire 4.47. (1) On dit que deux espaces euclidiens E et E’ sont isométriques s’il existe une
isométrie f : E — E’.

(2) Tout espace euclidien E de dimension n est isométrique a R" muni du produit scalaire
euclidien standard.

Démonstration. Soit B = (ey,...,e,) la base canonique de R”, qui est orthonormée pour le
produit scalaire standard. D’apres le théoréeme 4.40, E admet une b.o.n. C = (fy,..., f). Alors
I’application linéaire u : R” — E définie par u(e;) = f;, pouri = 1,...,n, est une isométrie de R"
sur E. O

Définition 4.48. On note O(n) = {A € M,(R) | 'AA = I,}. Rappelons que 1’égalité 'AA = I,
entraine que A est inversible et A~ = A, Donc O(n) ¢ GL,(R) et, si A € O(n), son inverse
B =A"' =A vérifie B~ = A = 'B, donc appartient aussi & O(n). De plus, pour tout A, B € O(n),
on a ’égalité "(AB)AB = 'B'/AAB = 'BB = I,,, donc AB € O(n). Donc O(n) est un sous-groupe de
GL,(R), appelé le groupe orthogonal.

Munissons R" du produit scalaire euclidien standard ( | ). Pour tout X,Y e R"ona (X | Y) =
XY, i.e. la matrice de ( | ) dans la base canonique By = (ey,...,e,) est la matrice identité I,,.
Donc une matrice arbitraire A € M, (R) préserve le produit scalaire si et seulement si, on a, pour
tout X,Y e R":

XY =(X|Y)=(AX | AY) =X (4AA)Y
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ce qui équivaut a dire que ‘AA = I, Ceci montre que O(n) est le groupe des isométries de R” muni
du produit scalaire euclidien standard ( | ).

De plus, notons Cy,...,C, les colonnes de A (i.e. C; est le vecteur Ae; € R"). Remarquons
que, pour tout i, j € {1,...,n}, le coefficient d’indice (i, j) de AA est le produit matriciel de la
i-eme ligne de ‘A, i.e. de 'Cj, par la colonne Cj, c’est-a-dire, on a (‘AA);; = (Ae; | Aej), donc la
condition AA = I, équivaut aussi a dire que les colonnes de A sont de norme 1 et deux a deux
orthogonales. Tenant compte de la proposition 4.46, on obtient donc les caractérisations suivantes
de O(n), chacune étant utile :

Proposition 4.49 (Groupe orthogonal O(n)). On munit R" du produit scalaire euclidien standard
(| ) etl’on note || - || la norme euclidienne associée. Alors O(n) est le groupe des isométries de
R™ il est caractérisé par chacune des égalités suivantes :

O(n) = {A € M,(R) | 'AA = I}

={AeGL,(R)| A~ =4}

={AeM,R)|(AX|AY)=(X|Y), VX, YeR"

={A e M,(R) | IAX]| = IX], VX eR"}

={AeM,R)|(Af1,...,Af,) est une b.o.n., pour toute b.o.n. (fi1,..., f»)}

={A € M,(R) | (Aey,...,Aey) est une b.o.n., out (e, ..., ey,) est la base canonique de R"}
=1

A € M,(R) | les colonnes de A sont de norme 1 et deux a deux orthogonales}

Les éléments de O(n) sont parfois appelés « endomorphismes orthogonaux » (mais voir la re-
marque 4.67 plus bas).

Remarque 4.50. 1] existe d’autres groupes orthogonaux (qui ne sont isomorphes a aucun O(n)).

Soient p, q des entiers > 1 et soit ¢ la forme bilinéaire symétrique sur RP*4 définie par p(X,Y) =
IP OP"I )

Oq’l’ _Iq

le Xiyi— Z?:pﬂ XV, 1.e. la matrice de ¢ dans la base canonique de RP*1 est J = (

Alors
{Ae M,(R)|"TAJA = J) ={A € M,(R) | e(AX,AY) = ¢(X,Y), VX,YeR"}

est un sous-groupe de GL,(R), noté O(p, q). On ne considérera pas ces groupes dans ce cours.

4.4.2 Endomorphismes auto-adjoints et théoreme de diagonalisation si-
multanée

Commencons par introduire 1’adjoint dans le cas général d’une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée, méme si on se limitera dans la suite au cas euclidien.

Théoreme 4.51 (Adjoint d’un endomorphisme). Soient E un R-espace vectoriel de dimension
n, ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E, non dégénérée. Pour tout u € End(E), il existe un
unique endomorphisme u* de E, appelé ’adjoint de u, vérifiant :

() ViyeE,  p(x),y) = ¢(xu' ().

Pour toute base B de E, si l’on note J = Matg(p) et A = Matg(u), on a

(2) A* = Matg(u*) = J VA J.
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Démonstration. Supposons qu’il existe u™ vérifiant (1) et soient B une base de E, J = Matg(p),
A = Matg(u) et A* = Matg(u™). Soient x,y € E arbitraires, et notons X,Y € R” les vecteurs
colonnes des coordonnées dans la base B. Alors on a

XATY = o(u(x),y) = p(x,u"(y) = XJA'Y

d’ott AJ = JA* et donc, puisque J est inversible (car ¢ non-dégénérée), A* = J~'A J. Ceci
montre que u*, s’il existe, vérifie (2) et est donc unique.

Réciproquement, si I’on note u#* I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est
A* = J7VA J, alors pour tout x,yona:

o(x,u*(y)) = XJA'Y = X'ATY = o(u(x),y)
donc u* vérifie (1). Ceci prouve I’existence, et le théoreme est démontré. O

Remarque 4.52. 1] résulte de la formule (2) (ou directement de la définition (1)) que, pour tout
u,v € End(E) et s,t € R, on a (su+ tv)* = su™ + tv*, i.e. 'application End(E) — End(E), u — u*
est linéaire.

Remarquons aussi que si ¢ est un produit scalaire et si B est une b.o.n., alors la matrice de ¢
dans B est J = I,,. On peut donc énoncer le théoreme dans le cas euclidien sous la forme suivante.

Théoréme 4.53 (Adjoint d’un endomorphisme dans le cas euclidien). Soit E muni de ( | ) un
espace euclidien de dimension n. Pour tout u € End(E), il existe un unique endomorphisme u* de
E, appelé ’adjoint de u, vérifiant :

() Vxy€E, @) ]y) = (x| u' ()]

Pour toute b.o.n. B de E, si l’on note A = Matg(u), on a

(%) A* = Matg(u*) = A.

Définition 4.54 (Endomorphismes auto-adjoints). Soit E un espace euclidien de dimension n. On
dit qu’un endomorphisme u € End(E) est auto-adjoint (ou symétrique) s’il vérifie u* = u. Ceci
équivaut a dire que, pour toute b.o.n. B de E, la matrice S = Matg(u) est symétrique.

Proposition 4.55 (Endomorphismes auto-adjoints et formes bilinéaires symétriques). Soit E muni

de (| ) un espace euclidien de dimension n et soit ¢ une autre forme bilinéaire symétrique
(arbitraire) sur E. Alors il existe un unique u € End(E) auto-adjoint pour ( | ) tel que :

() Y,y €E,  |p(xy) = @) ]y) = (x| u@)).]
Pour toute b.on. B de E, on a
() Maty (1) = Matg(p). |

Démonstration. Soient B une b.o.n. de E et S = Matg(¢), on a’S = S. Pour x,y € E, notons
X,Y € R" les coordonnées dans la base B. S’il existe u vérifiant (1), soit A = Matg(u), alors
I’égalité
XSY = ¢(x,y) = (x| u(y)) = XAY
entraine A = §. Ceci montre que u, s’il existe, vérifie (&) et est donc unique.
Réciproquement, si I’on note u I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est §,
alors pour tout x,yona:

e(x,y) =XS Y = (x| u(y))
=XSY = x|y

donc u vérifie (7). Ceci prouve I’existence, et la proposition est démontrée. |
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On a maintenant le théoréme important et utile suivant.

Théoreme 4.56 (Diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints). Soient E muni de ( | ) un
espace euclidien de dimension n, et u un endomorphisme auto-adjoint. Alors, u est diagonalisable
et ses espaces propres sont deux a deux orthogonaux. Par conséquent, il existe une b.o.n. de E
formée de vecteurs propres de u.

Corollaire 4.57 (Diagonalisation des matrices symétriques réelles). Soit S € M,(R) une matrice
symétrique réelle. Alors S est diagonalisable dans une base orthonormée : il existe P € O(n) telle
que P~'S P soit diagonale.

Le point le plus difficile de la démonstration est la proposition suivante :

Proposition 4.58 (Existence d’une valeur propre réelle). Soit A € M,(R) symétrique. Alors A
admet au moins une valeur propre réelle.

Admettons pour le moment cette proposition et démontrons le théoreme, par récurrence sur
n =dimE. C’est ok sin = 1, donc on peut supposer n > 2 et le résultat établi pour n — 1. D apres
la proposition, # admet au moins une valeur propre réelle 41, soit f; un vecteur propre associé,
qu’on peut supposer de norme 1 (quitte & remplacer f; par —— f1). Montrons que E; = (Rf})*

1/l

est stable par u : pour tout x € Ej,ona:

@) | f) = 1w (1) = (e lu(f) = (x| 4 fi) = x| fi) =0,

donc u(x) € E;. La restriction u; de u a E; est encore auto-adjointe, puisque pour tout x,y € E
ona:

(u1(x) | y) = (u(x) [ y) = (x [ uy)) = (x [ u1(y)).

Donc, par hypothese de récurrence, il existe une b.o.n. C = (f,..., f,) de E1 formée de vecteurs
propres de u;, donc de u. Alors, B = {f1} U C est une b.o.n. de E formée de vecteurs propres de
u. Ceci prouve la premiere assertion du théoreme.

Le fait que les espaces propres soient deux a deux orthogonaux peut se déduire de la dé-
monstration précédente, mais il est plus simple de le voir directement. Soient A # u deux valeurs
propres distinctes de u et soient x € V ety € V,,; alors

Ax | y) = @) [ y) = (x [u@) = plx]y)

et comme A # u ceci entraine (x | y) = 0. Ceci prouve le théoréeme, modulo la démonstration de
la proposition 4.58. O

Démonstration de la proposition 4.58. On munit R" de la norme euclidienne usuelle et 1’on
considere la sphere unité :

S = (xeR" AP =xf+ -+ x5 = 1}
celle-ci est compacte. D’autre part, la fonction

f:R" >R, x> (Ax| x)

est continue, car c’est un polynome de degré 2 en les coordonnées xi, ..., x,. Par conséquent, f
atteint un maximum A en un point xy de $"~!, i.e. ona:

Vxe S (Ax | x) < A = (Axg | x0).
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1
Alors, pour tout x # 0 dans R”, on a ﬂx e Sl d’ou
X

(Ax | X )< 1
[l llxll ) —

(1) Yx e R" - {0}, (Ax | x) < A(x | x).

et donc :

Fixons v € R" et soit t € R variable. On a, d’une part :
f(xo+ 1) = (Axo + 1v) | A(xo + 1v)) = (Axg | x0) + H(Axg | v) + AV | x0) + 2 (Av | v)
et comme (Av | x9) = (v | Axg) = (v | Axg) = (Axg | v), ceci se récrit :
2) f(xo +tv) = (Axo | X0) + 2t(Axo | v) + t2(Av | v).
D’autre part, on a :
A(xg+1tv | xg+1tv) = A(xg | x9) +2t(Axg | V) + tz(/lv | v).
e
D’apres (1), et tenant compte de I’égalité A = (Axp | xo), on obtient :
VieR,  2t(Axo—Axo | v)+£A(Av— v |v) < 0.

On a donc un trindme du second degré en ¢, toujours négatif et qui s’annule pour ¢ = 0. On en
déduit que son discriminant réduit A" = (Axg — Axo | v)? est nul, donc :

Yy e R, (Axg—Axg | v) =0

et donc Axg — Axg = 0, i.e. Axg = Axg. Ceci prouve que xg est un vecteur propre pour A. Ceci
acheve la démonstration de la proposition 4.58 et du théoreme 4.56. O

Nous allons proposer une démonstration de la proposition 4.58 qui utilise le théoréme suivant
de d’Alembert-Gauss.

Théoreme 4.59 (d’ Alembert-Gauss). Tout polynéme non constant de C[X] a une racine com-
plexe.

Démonstration. On procede par I’absurde. Soit P(X) un polyndme complexe non constant sans
racine. Comme |P(z)| tend vers I’infini quand |z| tend vers I’infini et que |P(z)| ne s’annule pas, il
possede un minimum non nul atteint en un point zg € C. On peut le supposer égal a 1 et atteint
en 0, en remplacant P(z) par P(z + zo)/P(zo). On peut écrire, par développement de Taylor, le
polyndme P(z) sous la forme

P2)=1+c7"+c7"0()

pour un entier ng > 0, un coefficient ¢ # 0 et un polyndme Q(z) qui s’annule en 0. Soit a € C tel
que a0 = —1/c. Il suffit de se déplacer dans la direction « pour faire décroitre le module de P et
obtenir une contradiction. Soit ¢ €]0, 1[ tel que |Q(at)| < 1/2. Alors

P(at) = 1 - 1" —Q(ar),

donc
|P(at)] < 11" +70(an)| <1 -7"/2 < 1

ce qui contredit la minimalité de P(0). On obtient donc le résultat recherché. O
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Deuxieme démonstration de la proposition 4.58. Soit A € M,;(R) une matrice symétrique de di-
mension n > 1. On sait, par le théoreme de d’ Alembert-Gauss, que son polyndme caractéristique
P4(X), qui est de degré n, a au moins une racine complexe A. Il s’agit de montrer que A est for-
cément réelle. On sait qu’il existe un vecteur propre v € C" tel que Av = Av. Notons ¥ le vecteur
dont les coordonnées sont les conjuguées de celles de v. La matrice étant a coeflicients réels, on
obtient par conjugaison
AV = AV,
Le produit scalaire euclidien est étendu a C par la formule usuelle (x,y) = >; x;y;. Comme A est
autoadjointe, on a
(Av,w) = (v, Aw)

pour tous vecteurs a coefficients réels et cette égalité s’étend aux vecteurs complexes par bilinéa-
rité€. On obtient
AW, ) = (Av, D) = (v, AV) = v, V).

On conclut que A = A car (v, V) = 3, [vi|* est non nul. O

Théoreme 4.60 (Réduction simultanée). Soient E muni de (| ) un espace euclidien de dimension

n, Q une forme quadratique arbitraire sur E, ¢ sa forme polaire, By = (ey,...,e,) une base
orthonormée de E, et u I’endomorphisme de E tel que Maty (1) = Matg,(¢) = A.
Alors il existe une base B = (fi, ..., f,) orthonormée pour ( | ) et formée de vecteurs propres

de u, i.e. u(f;) = Aifipouri=1,...,n,etl’ona

A4 0 - 0
0 A
Matg(p) =| =
s 0 0
0 --- 0 2,
ou Ay,...,A, sont les valeurs propres de u; plus précisément, la matrice de passage P =

Matgy,(B) est orthogonale, i.e. 'P = P71, donc la matrice ci-dessus égale a la fois 'PAP
Matg (@) et P~'AP = Matg(u).

Remarque 4.61. Ce théoreme est appelé « théoreme de réduction simultanée » ou « de diago-
nalisation simultanée » car la base B donnée par I’énoncé est a la fois orthonormée pour ( | )
et orthogonale pour ¢. En d’autres termes, si l’on note (x1,. .., x,) les coordonnées dans B d’un
vecteur x arbitraire, la base B réduit simultanément la forme x — (x | x) a la forme standard

x% + -+ x2, et la forme Q en la somme de carrés /llx% +oee o X2,

Démonstration. Notons u I’endomorphisme auto-adjoint tel que

VeyeE,  o(xy) =) |y = (x| u®)),

cf. Proposition 4.55. D’apres le théoreme 4.56, il existe une base B = (fi, ..., f,) orthonormée
pour ( | ) et formée de vecteurs propres de u, i.e. u(f;) = A;f;, pour tout i. Alors, pour tout i, j on
a:
0 sii+#j,
Sp(ﬁ,fj):/li(ﬁ|fj):/lj(ﬁ|fj):{ L
Ai sii=j,
ce qui montre que B est une base orthogonale pour ¢. De plus, comme Bj et B sont ortho-
normées, la matrice de passage P = Matg, (B) est orthogonale, i.e. ‘P = P~!, donc la matrice
diagonale de 1’énoncé égale a la fois PAP = Matg(yp) et P~1AP = Matg(u). O
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Répétons la version matricielle du théoreme précédent :

Corollaire 4.62 (Réduction simultanée des matrices symétriques réelles). Soit S € M,(R) telle
que'S = S. Il existe P € O(n) telle que P~'S P = 'PS P soit diagonale.

Corollaire 4.63 (Calculs de signature). Soient Q une forme quadratique sur R", ¢ sa forme po-
laire, A la matrice de ¢ dans la base canonique. Alors la signature de Q est donnée par le nombre
de valeurs propres de A qui sont > 0 (resp. < 0).

Exemple 4.64. Illustrons ce qui précede par I’exemple suivant. Soient n > 2 et Q la forme
quadratique sur R" définie par

O(x1,...,xy) = Zinxj = Zx,-xj.

i<j i#]
La matrice de sa forme polaire est
0 1
A= 0
S
1 1 0

(tous les coefficients valent 1 sauf ceux de la diagonale qui sont nuls). On remarque que la matrice
A + I, est de rang 1, donc l’espace propre V_1 = Ker(A + I,) est de dimension n — 1. Donc —1
est une racine de multiplicité > n — 1 du polynéme caractéristique P4(X). Comme 0 = tr(A) est
la somme des racines (dans C) de PA(X), la derniéere racine A vérifie 1 + (n — 1)(—=1) = 0, d’ou
A =n— 1. Donc, d’apres le théoreme 4.60, il existe P € O(n) tel que

-1 0 --- 0
plap=pap=|"
.. =1 0
0O -~ 0 n-1

il ya donc n—1valeurs propres égales a —1, et une seule valeur propre > 0 (égale an— 1), donc
la signature de Q est (1,n — 1).

4.5 Orthogonalité. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Définition 4.65 (Sous-espaces d’un espace euclidien). Soit E, muni de (| ), un espace euclidien
et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors la restriction ( | )p de ( | ) a F est un produit
scalaire sur F, puisque (x | x)F = (x| x) > 0 pour tout x € F —{0}. Donc F muni de (| )r est un
espace euclidien.

Théoreme/Définition 4.1 (Projection orthogonale sur un sous-espace). Soit E, muni de (| ), un
espace euclidien (pas nécessairement de dimension finie). Soit F un sous-espace de dimension
finie r et soit F+ son orthogonal pour (| ).
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1. Ona|E = F & F*.|Cette décomposition en somme directe permet de définir le projecteur

nr . E — E, d’image F et de noyau F*, et le projecteur ng1 : E — E, d’image F* et de
noyau F. Alors, pour tout x € E, on a

’x =np(x) + mpi(x) ‘

et i (resp. mpy) s’appelle la projection orthogonale sur F (resp. sur F*).

2. Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de F. Alors ’ﬂF(V) =Wleper+---+((v] er)er‘
pour tout v € E.

3. Ona|(FHt=F

Remarque 4.66. (a) On a toujours F N F+ = {0} car si x € F N F* alors (x| x) = 0d’ott x = 0.

(b) Par conséquent, si E est de dimension finie n, I’égalité E = F & F* découle de 4.18.
Toutefois, la démonstration donnée ci-dessous ne suppose pas E de dimension finie et permet,
par exemple, de démontrer ’'inégalité de Bessel pour les coefficients de Fourier d’une fonction
continue f : [0,2n] — R (voir par exemple le Devoir du 6/4/2012 et son corrigé).

Démonstration. On va démontrer en méme temps les assertions (1) et (2). Comme ( | )r est
définie positive et comme dim(F) = r < oo, alors F possede une base orthonormée (eq,...,e,),
d’apres le théoreme 4.40. Pour tout v € E, posons provisoirement

p)=WleDer+---+Wle)e €F

et g(v) = v — p(v). Alors, v = p(v) + g(v). D’autre part, pour j=1,...,r,0na

-
(gv) lej)=(v]ej) - Z(V lei)(eilej) =0,
i=1 e
=1lsii=j
=0sii#j
d’ot g(v) € F+. Comme v = p(v) + g(v), ceci montre que E = F + F*.
De plus, comme on I’a déja remarqué plus haut, si x € F N F*, alors (x | x) = 0, d’ot x = 0.
Onadonc FNF* ={0}etE = F+ F*,d’ou E = F & F*. Ceci prouve (1).

Alors tout v € E s’écrit de facon unique v=x+yavec x € Fety € F*-,etl’'ona x = np(v) et
y = np1(v). Comme v = p(v) + g(v), on a donc

7E() = pv) = D (v | edes
i=1

ce qui prouve (2).

Prouvons (3). Pour tout x € Fety € FX,ona0 = (x| y) = (y | x). Fixant x € F et faisant
varier y dans G = F*, ceci montre que x € G+, d’ou I'inclusion F c G*. Réciproquement,
soit v € G*. Comme E = F @ F*, on peut écrire v = x+yavecy € G = Ft et x € F.
Alorsy =v—-x€ GNG*+,donc0 =(y|y) dotty = 0etdoncv = x € F. Ceci montre que
F = Gt = (F1)*. Le théoréeme est démontré. |

Dans la figure qui suit,onay = np(x) et z = mp(x) :
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Remarque 4.67. Attention a la terminologie! Si F # E, la projection orthogonale nr n’est pas
une isométrie (car une isométrie est injective, or Ker(ng) = F* est non nul, sauf si F = E), donc
n’est pas un « endomorphisme orthogonal » de E (cf. 4.49).

Proposition/Définition 4.1 (Symétries orthogonales). Soient E un espace euclidien de dimension
n et F un sous-espace de dimension r.

1. La symétrie orthogonale sy par rapport a F est définie comme suit : pour tout v € E, on
av=np(v)+npL(v)et!’on pose :

(%) ’ SF(V) = (V) —mpL(v) = v = 2mpL(v). ‘

Alors s% = idg et sF est une isométrie de E.

2. SiC, est une base de F et C_ une base de F*, la matrice de sr dans la base B = C, UC_

I _
de E est Matg(sp) = ( 0 4 2}" 4 ) En particulier, on a ’ detsp = (-1)"". ‘
n—r,r n—r
z X
y F
—
F
Y

-z s(x)

Démonstration. D’apres la définition, il est clair que s% = 1dg, donc sF est bijective et égale a son
inverse (i.e. sr est involutive). Montrons que sy est une isométrie. Comme (7g(v) | mp1(v)) = 0,
on a d’apres I’égalité de Pythagore (cf. 4.43) :

IVI? = eI + llxps DI = Isr )1

et ceci prouve que s est une isométrie. Enfin, si si B = C; U C_ est comme dans la proposition,
il est clair que Matg(sr) est comme indiquée. O

Définition 4.68 (Réflexions orthogonales). Un cas particulier important de symétrie orthogonale
est le suivant. Soit vy € E, vo # 0, alors H = (Rvy)* est appelé un hyperplan de E ; d’apres le
théoreme 4.1 on a

E=Rvyy®H,
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.. . 1 . .
explicitement, si [’on pose uy = mvo alors ||lugl| = 1 et tout x € E s’écrit de facon unique
V0
x = (x| up)uo + g (x), ou mp(x) = x — (x| uo)uo,
donc
(x [ vo)

TRy (X) = (x | ug)up =

V0.
(vo | vo)

La symétrie orthogonale sg par rapport a H s’appelle la réflexion orthogonale par rapport a
I’hyperplan H; d’apres ce qui précéde elle est donnée par la formule :

(x| vo) ;
volvo)

(4.68.1) VxekFE, sg(x)=x-2

SidimE = nalorsdim H = n—1, et si C,. est une base de H, alors B = C, U{vy} est une base
L1 |0,_
de E et Matg(sy) = ( O" L on 11’1 ), d’ou en particulier | det sy = —1.
1,n—-1 -

Théoreme 4.69 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit E un espace euclidien et soient
Vi,...,V, linéairement indépendants dans E. Alors il existe une unique famille (ey, ..., ey,) véri-
fiant les deux propriétés suivantes :

1. Pourtouti=1,...,n, (eq,...,e;) est une base orthonormée de V; = VEcT(v1, ..., V;).
2. Pourtout j=1,...,n,ona(ej|v;)>0.

Démonstration. Pour j = 1, on cherche e; = fjvy telque 1 = (e1 | 1) = t%(vl v etO < (e |
v1) = t1(v1 | v1); la 1&re condition donne z‘% = 1/(v1 | v1), et la 2&me condition, qui implique
t; > 0, donne alors :

1 1
(1) Hh=— d’ou e = ——Vi.
lvill vl

Pour j = 2, on cherche d’abord un vecteur e’2 € VEct(vi,v2) = VEcT(eq,v2), donc de la forme

e’2 = vy + Aej, vérifiant la condition :

0=(e5len)=(ale)+A(er|e)) =(nle)+A,
N——
=1

ce qui impose A = —(v; | e1). Alors le vecteur

e, =va— (2| ee

est orthogonal a ey, et est # 0 puisque v» ¢ Rv; = Rey, donc la famille (e, eé) est libre et forme
une base de V> = VEct(vy, v2).
Onav; = e} + (v2 | e1)e; et, puisque (¢} | e1) = 0, I'égalit€ de Pythagore donne

2 2 2 PR
Ivall” = lle5ll” + (v | er) d’ou el = vall* = (v2 | e1)?.

Pour rendre ¢/ unitaire (i.e. de norme 1), on le divise par sa norme, c¢’est-a-dire, on pose
2

1 1
(2) ey = —=e) = ——(v2 = (v2 | e1)er)
112 = il
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alors (eq, e2) est une b.o.n. de V>, et d’apres (2) ci-dessusona 1 = (ex | e2) = (e2 | vz)/lle’2||
donc (ex | Vo) = ||e’2|| > 0. C’est bien le seul choix possible, car si f> € V» est orthogonal a e et
unitaire, alors f, = +ej, et la condition (f> | v2) > 0 entraine f> = e>.

Pour j = 3, on cherche d’abord un vecteur e’3 € V3 = VEct(ey, ez,v3), donc de la forme
eg = v3 + waes + uyeq, vérifiant les relations linéaires :

0=(esle)=(v3le)+pu,
0=(e5le)=(v3le)+ 2

(on a utilisé le fait que e, ez sont orthogonaux et unitaires), qui donnent y; = —(v3 | e;) pour
i =1,2. Alors le vecteur

ey =v3—(v3leer—(v3]ere

est orthogonal a V, = VEct(e, e2) = VECT(vy, v7), et est # 0 puisque v3 ¢ V3, donc la famille
(e1, e, 6’3) est libre et forme une base de V3. Comme e, e; et 6’3 sont orthogonaux, I’égalité de
Pythagore donne

2 2 2 2 >
Ivsll= = lle3ll= + (v3 [ e2)™ + (v3 | e1) d’ou lle4I* = lIvsll* = (v3 | e2)* = (v3 | en)?.

Pour rendre e’3 unitaire, on le divise par sa norme, c’est-a-dire, on pose

1 1
3) e3 = ——ef = ——(v3—(v3 | eex — (v3 | er)er)
1513 = el

alors (eq, ez, e3) est une b.o.n. de V3, et d’apres (3) ci-dessuson a 1 = (e3 | e3) = (e3 | V3)/||€g||
donc (e3 | v3) = ||e§|| > 0. C’est bien le seul choix possible, car si f3 € V3 est orthogonal a V; et
unitaire, alors f3 = *e3, et la condition (f3 | v3) > O entraine f3 = es3.

En répétant ce processus on construit par récurrence, de fagcon unique, la famille (e, ..., e,);
les formules explicites pour e), et e, étant :

n—1 1

n—1
e =va= ) uledei|  |lelP=lvallP = > nle?| et e, '
i=1

= e
’ n
- ez

O

Remarque 4.70. (1) Ce qui précéde peut aussi s’exprimer, de facon abstraite, comme suit :
l’orthogonal G,, de V,—1 dans V,, i.e. G, ={x € V, | (x| e) =0pouri=1,...,n— 1}, est de
dimensionn— (n—1) =1, et 27;11 (vn | €j) ej est la projection orthogonale de v, sur V,_| tandis
que e,, est la projection orthogonale de v, sur G, ; la droite G, = Re,, contient deux vecteurs de
norme 1, a savoir *ey, et e, est déterminé par la condition (e, | v,) = |le;|| > 0.

(2) La démonstration précédente fournit un algorithme pour calculer explicitement ey, . . ., ey,.
lllustrons ceci par I’exemple suivant.

Exemple 4.71. On munit E = R[X] du produit scalaire défini par (P | Q) = f_ 11 P O)dt.
Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt aux vecteurs 1, X, X2 e Ry[X].
On va noter (eq, e1, e2) au lieu de (e, e2, e3) la base orthonormée obtenue, afin d’avoir I’égalité

1 | B
deg(e;) = i. Ona (1 | 1) = 2 donc on prend ey = —. Alors (X | eg) = — tdt = 0 et
l \5 \/if_l
V3

1 2
X|X)= [, Fdt==done = —X.
f‘l 3 V2
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1 2 3 2
1 2 2.4 3 1 5(3x2-1
||e§||2=f fdi-~=2— e e= \/_( 2 _):i( )
-1 o 5 2v2© 3 V2l 2
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Annexe A

Les axiomes de Peano pour les entiers
naturels

Dans cet appendice, nous allons démontrer les propriétés des entiers naturels appelées
axiomes de Peano, a partir de leur propriété universelle, donnée par 1’axiome des entiers. On
pourra se référer au jeu en ligne [3], ainsi qu’au Chapitre 9 du livre [4] pour plus de détails sur
cette axiomatique.

Axiome A.1 (Axiome des entiers naturels). 1l existe un triplet (N, S : N — N, 0 € N) formé d’un
ensemble N appelé ensemble des entiers naturels, d’une application S : N — N notée aussi

S(n)=n+1

et appelée application successeur, et d’un élément 0 € N vérifiant la propriété universelle sui-
vante : pour tout triplet
X,T:X—->X,xeX)

avec X ensemble, il existe une unique application f : N — X telle que f(0) =xet foS =T o f.

Proposition A.1 (Axiomes de Peano). Le triplet (N,S : N — N, 0 € N) vérifie les propriétés
suivantes :

1. 1=500) 0.

2. (Principe de récurrence) Pour toute partie' P C N, si 0 € P et si pour tout n € P, on a
Uimplication[n € P= S(n) =n+1 € P], alors P = N.

3. (Principe de récurrence forte) Pour toute partie P C N, si O € P et si pour tout n € P, on
a Uimplication [Vk € {0, ...,n}, ke P= Smn)=n+1 € Plalors P = N\.

4. S estinjective.

Démonstration. On va appliquer la propriété universelle de (NN, S, 0) avec des (X, T, x) conve-
nables pour obtenir les résultats recherchés.

1. Supposons S (0) = 0. On applique la propriété universelle de N au triplet donné par X =
{0,1}, T(0) = T(1) = 1 et x = 0. Ceci donne une unique application f : N — {0, 1} telle
que f(0) =0et foS =T o f. On obtient donc

0=7(0) = f(50) =T(f(0) =T©) =1,

ce qui donne une contradiction. On a obtenu S (0) # 0.

1. Rappelons que la donnée d’une telle partie est équivalente a la donnée d’une propriété P : N — {vrai, faux}.
Cette correspondance entre sous-ensembles et propriétés permet de traduire le principe de récurrence en termes de
propriétés.
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2. On dispose déja d’une application injective i : A — N donnée par I’inclusion A € N. On
va montrer qu’elle est aussi surjective en lui définissant un inverse a droite s : N — A.
Comme ) € Aetn € A = S(n) € A, on peut définir S : A — A, et il existe une unique
application s : N — A telle que s(0) = O et s(Sn) = Sn. L’applicationios : N — N envoie
0 sur O et Sn sur Sn, donc est égale a I’identité, par unicité dans la propriété universelle
de N. On a ainsi montré que A = N.

3. On va traduire le principe de récurrence sur les parties en termes équivalents de propriétés
sur les entiers. Soit P : N — {vrai, faux} une propriété vérifiant que P(0) est vraie et que
I’implication

[Vk €{0,...,n}, P(k) = P(n+ 1)]

est aussi vraie. On note Q(n) la proposition [Vk € {0,...,n}, P(k)]. Alors, on a Q(0) =
P(0) vraie et [Q(n) = Q(n + 1)] pour tout n, grace a I’hypothese. Ceci permet de conclure
que Q(n) est vraie pour tout n par récurrence classique, et on en déduit que P(n) est aussi
vraie pour tout 7.

4. On va montrer que S est injective en définissant une fonction prédécesseur P : N — N,
inverse a droite de S. On définit P a partir d’une fonction G : N — N X N dont I’image
est son graphe, donnée moralement par G(0) = (0,0) et G(Sn) = (Sn,n). Pour étre plus
précis, on peut utiliser la propriété universelle de N pour définir G : on pose X = N X N et
on se donne T : X — X par T(n,m) = (Sn,n) et on fixe x = (0,0) € X. Ceci donne une
unique application G : N — X telle que

G(Sn) =T(G(n))

pour tout n € N et G(0) = (0,0). Montrons par récurrence que G(Sn) = (Sn, n) pour tout
n € N. Ceci est vrai pour n = 0 car G(S0) = T(G(0)) = T(0,0) = (50, 0). Supposons cette
propriété G(Sn) = (Sn,n) vérifiée pour un certain n. Alors, on a

GISSn)=T(G(Sn)=(ESn,Sn)

et le résultat recherché est obtenu par récurrence. On définit alors la fonction prédécesseur
par P = py o G avec p» : N> — N la projection sur le second membre, et on a bien
P(0) =0 et P(Sn) = n pour tout n € N, ce qui montre que P est un inverse a droite de S.

O

Nous donnerons ici seulement une preuve partielle du corollaire suivant. On pourra approfon-
dir ludiquement sa démonstration en se référant en ligne au “natural number game” [3].

Corollaire A.2. On peut munir [’ensemble N de deux opérations binaires + et - appelées son ad-
dition et sa multiplication. Ces opérations sont associatives, avec pour élément neutre respectifs
0 et 1. De plus, la multiplication - est distributive par rapport a ’addition +. On peut aussi munir
N d’une relation d’ordre total < pour laquelle O est le plus petit élément.

Démonstration. Commengons par définir 1’addition. Pour chaque entier n, on doit définir une
fonction S,, : N — N d’addition de n, moralement donnée par S, (m) = n + m. Cette opération
doit vérifier

n+(m+1)=m+m)+ 1.

Pour cela, on pose X = N, x =net7T =S : N — N et on applique la propriété universelle
de N pour définir I’application correspondante S, : N — N. Ceci permet de définir I’opération
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d’addition + : NXN — N par n+m = S ,,(m). Pour chaque entier n, on veut définir la multiplication
M, : N — N par n, moralement donnée par M,,(m) = n - m. Cette opération doit vérifier

n-(m+1)=n-m+n.
Pour cela, on pose X = N, x = 0 et on définit 7, : N — N par T,,(m) = m + n. Ceci donne donc

M,(0) =0 et M,(Sm) = T,,(M,(m)) = M,(m) + n qui est I’équation souhaitée. L’ordre est défini
par n < m si et seulement si il existe k € N tel que m = S ,,(k). O

95



96



Annexe B

Catégories, endomorphismes et
isomorphismes

Les structures que vous allez rencontrer en algebre sont souvent reliées entre elles par des
morphismes (applications qui respectent la forme [morphé, en grec], i.e., la structure qu’on s’est
donnée), morphismes que 1’on peut aussi composer. On formalise une telle situation par la notion
de catégorie, qui permet de définir les notions d’endomorphisme et d’isomorphisme pour tous les
types de structures rencontrés de maniere uniforme. C’est aussi un cadre naturel pour les notions
de diagramme commutatif et de propriété universelle, que nous avons rencontrées a plusieurs
reprises dans ce cours, et qui jouent un role fondamental dans la compréhension des aspects
structurels des mathématiques.

L’intérét principal de la notion de catégorie est son champ d’application : elle pourra aussi €tre
utilisée en troisieme année de mathématiques en analyse, avec les diftérentes catégories d’espaces
vectoriels normés et d’espaces métriques de la topologie et du calcul différentiel, d’espaces me-
surables de la théorie de I’intégration et des probabilités, ainsi qu’en géométrie (on peut rappeler
qu’historiquement, les constructions de la topologie algébrique sont a 1’origine de 1’introduc-
tion de la théorie des catégories). C’est aussi un outil clef en informatique théorique (théorie des
types).

Pour rendre ce formalisme vraiment utile, il faut définir les morphismes de catégories, ap-
pelés les foncteurs, et les morphismes de foncteurs, appelés les transformations naturelles. Nous
n’irons pas jusque la dans cet appendice mais invitons les lecteurices intéressé.e.s a entamer une
discussion sur le sujet “a quoi servent les catégories” avec leur grand modele de language préféré.

Définition B.1. Une catégorie C est la donnée :
1. d’une collection Ob(C), appelée la collection des objets de C,
2. pour chaque paire (X,Y) d’objets de C d’un ensemble Hom¢ (X, Y) appelé ensemble des
morphismes entre X et Y et dont les éléments sont notés f : X — Y ou X L Y,
3. pour chaque objet X de C, d’un morphisme identique idx : X — X,
4. pour chaque triplet (X, Y,Z) d’objets de C d’une application

o : Hom¢(X, Y) X Home(Y, Z) — Home(X, Z)

appelée composition des morphismes qui envoie (f, g) sur g o f,
vérifiant les deux axiomes suivant :

1. La composition des morphismes est associative, au sens ou
ho(gof)=(hog)of
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des que cela fait sens, i.e., pour tous (f, g, h) composables :

h
x Lyt z T

2. Les morphismes identiques sont des unités a gauche et a droite pour cette composition,

au sens ou
foidy = f=idyo f.
pour tout X et Y et tout f : X — Y.

Exemple B.2. Commencons par illustrer cette notion par plusieurs exemples tirés de ce cours.
On démontre que chacun de ces exemples forme bien une catégorie en utilisant la Proposition
1.2, qui permet de traiter le cas des applications entre ensembles, et en montrant que la composée
de deux morphismes est un morphisme et que l’application identique définit aussi un morphisme.

1.

La catégorie ENns des ensembles a été définie dans la Section 1.1. Elle a pour objets la
collection Ob(ENs) de tous les ensembles et pour morphismes f : X — Y les applications.
1l découle directement de la Proposition 1.2 que ceci définit bien une catégorie. On notera
aussi YX = Homgs(X, Y) I’ensemble des applications f : X - Yetsi X ={1,...,n}, on
écrit YX = Y™

La catégorie REL des relations binaires a été définie dans la Section 1.4. Elle a pour objets
la collection Ob(REL) des paires (X, R) formé d’un ensemble et d’une relation binaire, et
pour morphismes f : (X,R) — (Y, S) les morphismes de relations.

Les catégories MoN et Grp des monoides et des groupes ont été définies dans la Sec-
tion 1.3. La catégorie MoN des monoides (resp. des groupes) a pour objets la collection
Ob(Mon) des monoides (resp. la collection Ob(GrP) des groupes) et pour morphismes
f M — N les morphismes de monoides.

Les catégories ANNEAUX et CORPs des anneaux et corps ont aussi été définies dans la
Section 1.3.

La catégorie ALGy des algebres sur un anneau commutatif A a été définie dans la Section
2.1.

La catégorie VECTk des espaces vectoriels sur un corps commutatif K a été définie dans
la Section 3.1.

L’ objet principal de cette section est d’arriver a formuler la définition suivante dans un cadre
suffisamment général pour qu’il s’applique a tous les types de structures rencontrées en licence
de mathématiques.

Définition B.3. On se fixe une catégorie C.

1.

Un morphisme f : X — X est appelé un endomorphisme de X.

2. Un morphisme f : X — Y est un isomorphisme s’il admet un inverse a gauche et a droite,

i.e., siil existe g: Y — X tel que
gof=idx et fog=idy.

On notera parfois un isomorphisme par f : X — Y. L’inverse g d’un isomorphisme [ est
5 -1
noté .

3. Un isomorphisme qui est aussi un endomorphisme f : X — X est appelé un automor-

phisme de X.
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On note End¢(X) = Home(X, X) [’ensemble des endomorphismes de X et Aute(X) C Ende(X)
I’ensemble de ses automorphismes.

Remarque B.4. On montre facilement que l’inverse d’un isomorphisme est unique, ce qui justifie
la notation =1 pour cet inverse. En effet, si g\ et g» sont deux inverses, I’associativité de la
composition et la propriété d’unité des identités donnent

g1=g1oidy =g1o(fogy)=(g10f)ogr=1idxo g = g>.

Remarque B.S. On a démontré dans la Proposition 1.5 que les isomorphismes d’ensembles sont
les bijections. On étudiera en exercice les isomorphismes de monoides, de groupes et d’anneaux.

Remarque B.6. On remarque une similitude qui n’est pas fortuite entre les axiomes d’associati-
vité et d’unitalité des monoides et des catégories. Nous allons maintenant la préciser.

1. Soit C une catégorie et X est un object de C. L’ensemble End¢(X) de ses endomorphismes
est muni d’une structure de monoide pour I’opération o de composition des morphismes,
dont l'unité est le morphisme identique idy. Le sous-ensemble Autc(X) C Endo(X) est le
groupe des inversibles de ce monoide.

2. Inversement, si (M, %, e) un monoide, on peut lui associer une catégorie BM définie de la
maniére suivante : on pose Ob(BM) = {e} et Hompy(e,e) = M. La loi de composition
des morphismes est donnée par * et l’'identité par id, = e. L’associativité et ’unitalité du
monoide nous garantissent que BM forme bien une catégorie. On a de plus Endpy(e) = M
et Autgpy(e) = M*.

Remarque B.7. I/ existe aussi un lien, un peu moins évident, entre les axiomes des catégories
et ceux des relations binaires. Plus précisément, on peut aussi encoder les relations binaires
réflexives et transitives de la Section 1.4 (et en particulier, les relations d’équivalence et les re-
lations d’ordre) dans des catégories particulieres. Soit X un ensemble et R C X X X une relation
réflexive et transitive. On peut lui associer une catégorie BR définie de la maniere suivante : on
pose Ob(BR) = X et pour (x,y) € X, on pose

Hompg(x,y) = RN {(x,y)} C X x X.

Cet ensemble vaut {(x,y)} si (x,y) € R (i.e., si xRy) et est vide sinon. La réflexivité de R permet
de définir les morphismes identiques : si x € X, on a xRx, ce qui permet de poser idy = (x, x). La
transitivité permet de définir la composition des morphismes : si on a un morphisme entre x et y
et un morphisme entre y et z, cela signifie que xRy et yRz, ce qui implique xRz et définit donc un
morphisme de x vers z donné par (x,z) € R. On retrouve R a partir de BR en prenant ’ensemble
de tous les morphismes.
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Annexe C

Formes hermitiennes, espaces hilbertiens et
groupes unitaires U(n)

Résumé : Ce chapitre est I’analogue du Chapitre sur les formes bilinéaires symétriques quand
on remplace le corps R par C. De facon simplifiée : « on remplace le carré x> d’un nombre réel
par le module au carré |z|* = zZ d’un nombre complexe ». Ceci conduit 2 1a notion de forme hermi-
tienne (analogue de la notion de forme bilinéaire symétrique), puis de produit scalaire hilbertien
sur C" (analogue du produit scalaire euclidien sur R"). On introduit alors le groupe U(n) des
isométries de 1’espace hilbertien C", puis la notion d’endomorphisme auto-adjoint et, plus géné-
ralement, d’endomorphisme normal. Un des avantages de se placer sur le corps C est I’existence
de valeurs propres et vecteurs propres; on obtient ainsi les importants théoremes de diagonalisa-
tion C.36 et C.37.

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par
ailleurs, des compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans un appendice a
la fin du chapitre (on y esquisse brievement 1’ utilisation des « espaces de Hilbert » (de dimension
infinie) en Analyse). Ces passages n’interviendront pas dans les évaluations.

C.0 Rappels sur les nombres complexes

Dans tout ce chapitre, le corps de base est C. On note i une racine carrée de —1, choisie une
fois pour toutes. On rappelle les points suivants.

Définition C.1 (Parties réelle et imaginaire, conjugaison complexe, module et argument). 1.
Tout 7 € C s’écrit de facon unique 7 = a + ib, avec a,b € R ; a s’appelle la partie réelle de
z et se note Re(z), b s’appelle la partie imaginaire de 7 et se note Im(z). Remarquons que,
comme —iz = b —ia, on a ’ Re(—iz) = Im(2) | et ’ Im(iz) = Re(2). ‘

2. La conjugaison complexe est [’application qui a tout 7 = a + ib associe 7 = a — ib.
Remarquons que : ’z + 7 = 2Re(2), ’z — 7 =2ilm(z) ‘ et ’ z=7z€R ‘ D’autre part, on a

z+7 =z+7 etz =z27.

3. Siz=a+ib, onazz = a*+b?* et|z) = VzZ s appelle le module (ou la norme) de z. D’aprés
la derniere égalité ci-dessus, la norme est multiplicative, i.e. on a ’ lz122] = |z1] - |z2]. ‘

4. Enfin, si z # 0, alors z/|z| est de module 1, donc de la forme e avec 0 € R/2nZ (cf.
Chap. 5, Appendice ??). Donc tout 7 # 0 s’écrit de facon unique :

z=pe?, avecp = |zl € R% et 6 € R défini modulo 2nZ
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C.1. FORMES HERMITIENNES

(par exemple, on peut prendre 0 dans [0,2n[ ou bien dans | — n,n]); on dit que 0 est
I’argument de z.

C.1 Formes hermitiennes

Exemple C.2. Le carré de la norme d’un nombre complexe 7 est la valeur en x =y = z de la
fonction de deux variables ¢(x,y) = x¥. Cette fonction ¢ : C X C — C est linéaire en la lere
variable :

P(Ax + px’, y) = (Ax + ux’) § = Axy + px' y = Ap(x,y) + pp(x’, y)
mais pas tout-a-fait linéaire en la 2éme variable, puisqu’on a :

@O, Ay + y') = x Ay + py’ = x Ay + x 1y’ = Ap(x,y) + fip(x', y).
D’autre part, on a ¢(y, x) = yX = xy = @¢(x,y). Ceci conduit aux définitions suivantes.

Définition C.3 (Applications semi-linéaires). Soient E, F deux C-espaces vectoriels. Une appli-
cation [ : E — F est dite semi-linéaire si elle vérifie :

VuveE, VzeC,  |[fu+v)=fw)+fv)| |fGuw) =zfw).|

Ces deux conditions équivalent bien siir a la condition : ’ fzu+v) =Zf(uw) + f(v). ‘

Définition C.4 (Formes hermitiennes). Soit E un C-espace vectoriel.

1. Une forme hermitienne sur E est une application ¢ : E X E — C qui vérifie les deux
conditions suivantes :

(a) ¢ est linéaire en la 1ére variable et semi-linéaire en la 2eme variable, i.e. :

Ax+x',y) = Ap(x,y) + (X, y),
Vx.x.y.y €E. VieC. {w( y) = Ap(x,y) + o(x’,y)

e(x, Ay +)') = Ap(x,y) + @(x, ")
(b) ¢ a la propriété de « symétrie hermitienne » ci-dessous :

(*) Vr,y€E,  ¢(,x) =@(x,y).

2. Observons que, pour tout x € E, (x) entraine ¢(x, x) = ¢(x, x) d’oit | ¢(x, x) € R.

3. On note I’ensemble des formes hermitiennes sur E ; si ¢,y € H(E) et s,t € R, on
voit facilement que ’application s¢ + ty : E X E — C définie par (s¢ + tp)(u,v) =
so(u,v) + ty(u,v) est encore une forme hermitienne. Par conséquent, H(E) est un
R-espace vectoriel‘ (mais pas un C-espace vectoriel, car si 1 € C—R, alors Ap ne vérifie

plus (x)).

4. Remarquons enfin que, pour vérifier qu’une application ¢ : E X E — C est une forme
hermitienne, il suffit de voir que ¢ vérifie (x) et est linéaire en la 1ére variable; ces deux
conditions impliquent en effet la semi-linéarité en la 2eme variable, car :

e(x, Ay+y") = e(Ay + ¥, x) = 2p(y, X) + ©(y/, x) = A@(y, )+ (¥, x) = 1p(x, y) +@(x,y").

Remarque C.5. La notion de forme hermitienne sur un C-espace vectoriel est une « variante »
de la notion de forme bilinéaire sur un R-espace vectoriel.
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C.1. FORMES HERMITIENNES

Définition C.6 (Formes quadratiques hermitiennes). Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-
espace vectoriel E. On dit que ’application Q : E — R, x — ¢(x, x) est une forme quadratique
hermitienne sur E. D’apres le lemme qui suit, ¢ est entierement déterminée par Q, et l’on dit
que ¢ est la forme polaire de Q. Notons aussi que pour tout A € C, on a

Q(Ax) = @(Ax, Ax) = Ap(x, x) = AAQ(x) = | Q(x).

Lemme C.7 (Polarisation). Soient E un C-espace vectoriel, ¢ € H(E) et Q ’application E — R,
x = @(x, x). Alors, pour tout x,y € E, ona :

1 1
Re(p(x,y)) = E(Q(x +y) - 0(x) - Q) = Z(Q(x +y) - 0(x—y)) (1)
1 1
Im(p(x,y)) = E(Q(x +iy) — Q(x) — Q(y)) = Z(Q(x +iy) — Q(x — iy)) (2)
dp(x,y) = Q(x +y) — O(x —y) +iQ(x + iy) — iQ(x — iy). 3)

Démonstration. On a
Ox+y)=¢(x+y,x+y) = Q)+ 00+ ¢(x,y) + ¢(y, )
Ox—y)=¢(x—y,x—y) = Qx) + O) — ¢(x,y) — ¢(y, X)

et comme ¢(x,y) + ¢(y,x) = o(x,y) + ¢(x,y) = 2Re(¢(x,Y)), on obtient (1). Comme Im(z) =
Re(—iz) pour tout z € C, on obtient

Im(g(x, y)) = Re(~ig(x, y)) = Re(p(x, iy))

et donc (2) s’obtient en remplacant y par iy dans (1) et en utilisant que Q(iy) = li| 0O) = 0®y).
Enfin, (3) découle de (1) et (2). O

Désormais, on suppose E de dimension finie .

Définition C.8 (Matrices hermitiennes). Une matrice A € M,(C) est hermitienne si On
note MH,,(C) I’ensemble de ces matrices, si A, B € MH,,(C) et s,t € R, alors sA + tB € MH,,(C),
donc MH,,(C) est un R-espace vectoriel (mais pas un C-espace vectoriel). Observons que si A €

MH,,(C), ses coefficients diagonaux a;; vérifient a;; = d;; donc

Remarque C.9. On a |dimg MH,(C) = n?. | En effet, notons N le nombre de coefficients qui
sont strictement au-dessus de la diagonale. C’est aussi le nombre de coefficients qui sont stric-
tement en-dessous de la diagonale, et il y a n coefficients diagonaux. Donc 2N + n = n?, d’oi

2N = n? —n = n(n — 1). | Puis, une matrice hermitienne est déterminée par le choix de n coeffi-
cients réels sur la diagonale et de N coefficients complexes au-dessus (ceux en-dessous en étant
les conjugués), pour chaque coefficient complexe, il faut choisir sa partie réelle et sa partie ima-
ginaire, d’oi au total n + 2N = n? coefficients réels.

Théoreme/Définition C.10 (Matrice d’une forme hermitienne et changement de base). Soit ¢
une forme hermitienne sur un C-espace vectoriel E de dimension n et soit B = (ey,...,e,) une
base de E.

1. La matrice Matg(¢) de ¢ dans la base B est la matrice A = (a; j)?jzl € M,(C), ou
ajj = g(ej, ej). Comme @(ej, e;) = o(e;, ej), onaaj = djj, donc’A = A, i.e. A € MH,(C).
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2. @ est entierement déterminée par sa matrice A : en effet, d’apres la linéarité (resp. semi-
linéarité) en la 1ere (resp. 2eme) variable, on a I’égalité :

X1 1 n n n n
() VY[:|,]:|eC, ® inei,zyjej = Z x;yjplei,ej) = Z ajj X yj.
x) i=1 = Q=1 i=1

Donc, si l'on note X,Y les vecteurs colonnes ci-dessus, on a la formule matricielle
oX,Y)=XAY.

3. Réciproquement, pour tout A = (aij)l’.’j:1 € MH,,(C), lI’application ¢4 : EXE — C

définie par paA(2} xiei, Z;le yjej) = ZZ,':] a,'j‘x.iy‘j est une forme hermitienne sur E, et
Matg(ps) = A. Donc, se donner une forme hermitienne sur E « est la méme chose » que se
donner une matrice hermitienne : de facon précise, [’application uyp : H(E) — MH,(C),
¢ — Matg(¢) est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

4. Soient B’ une autre base de E et P la matrice de passage Maty(B’). Alors

(%%) A’ = Matg/ (p) ='PAP.

Démonstration. (2) Comme ¢ est linéaire (resp. semi-linéaire) en la 1ere (resp. 2eme) variable,
on a bien I’égalité (x), qui montre que ¢ est déterminée par sa matrice, donc que 1’applica-
tion uy : H(E) — MH,(C), ¢ — Matg(p) est injective. D’autre part, on voit que le scalaire
szzl a;jj x;y;j € C est €gal au produit matriciel
|
XAY =(x1,...,x)A

Yn

Ceci prouve (2). Avant de prouver (3), remarquons déja que 1’application ug est R-linéaire. En
effet, si ¢, € H(E) et s € R, alors s¢ + i est la forme hermitienne définie par (s¢ + ¢¥)(u,v) =
so(u,v) + ¥(u,v) pour tout u,v € E, donc a fortiori on a (s¢ + y)(ej,e;) = sp(e;, e)) + Y(e;, e;)
pour tout i, j, d’ou ug(se + ) = s uw(e) + ).

Prouvons (3). Pour tout A = (a; j)ijl € MH,,(C), I’application ¢4 : E X E — C définie par

n

©A {Zn: xXiei, Zn]yjej] = Z dij Xi Y j
i=1 j=1

ij=1

est linéaire en les x;, et vérifie :

n n n n
oAy, x) = pa [Z }’jejazxiei] = Z aji yjXi= Z aij X yj = pa(x,y)
= o

i=1 s i,j=1
donc est une forme hermitienne sur E; de plus, prenant x;, = 1 =y, et x; = 0 = y; pour i # i
et j # jo, on obtient que pa(ej,,ej,) = ajy j, pour tout ip, jo = 1,...,n, d’ou Matg(ps) = A.
Ceci montre que I’application R-linéaire injective ug : H(E) — MH,(C), ¢ — Matg(p) est aussi
surjective, donc c’est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. En particulier, se donner une
forme hermitienne sur E « est la méme chose » que se donner une matrice hermitienne.
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Enfin, démontrons (4). Soient x,y € E, ils correspondent dans la base B (resp. B’) a des
vecteurs colonnes X, Y (resp. X', Y’). D’aprés la formule de changement de coordonnées, on a
X=PX' etY=PY',douX=X""PetY =PY’, etdonc:

o(x,y) =XAY =X""PAPY’
ce qui entraine A’ = P A P. Le théoréme est démontré. O

Définition C.11 (Carrés de modules et « doubles produits »). En séparant, d’une part, les termes
X;yi et, d’autre part, les termes x;y; avec i # j, la formule (x) de C.10 se récrit de la fagon
suivante (puisque aj; = d;j pour tout i # j) :

X1) (N1

n n n
(CONNR S RS N IR CV o8 ¢[ineiazyjej]zzaiixi)7i+ Z (aij xi yj + dij Xj Vi)-
=1 =l 1

j= <i<j<
Xn Yn i 1<i<j<n

En particulier, prenant Y = X (i.e. y; = x; pour tout i), on voit que la forme quadratique hermi-
tienne Q associée a ¢ est donnée par la formule suivante (noter que x; X; = ;%) :

n n
2 o 2 _
") O(x1,...,x0) = Zaii |xi|” + Z (aij xi Xj+d;j X xj) = Zaii i~ + Z 2Re(a;; x; x;).

i=1 1<i<j<n i=1 1<i<j<n

On voit donc apparaitre les carrés des modules des x;, et les parties réelles des doubles produits
X; Xj. Pour abréger, on parlera de « carrés de modules » et de « doubles produits ».

Proposition/Définition C.1 (Rang d’une forme hermitienne). Soit ¢ une forme hermitienne sur
un C-espace vectoriel E de dimension n et soit B = (ey, ..., e,) une base de E.

1. On définit le rang de ¢ par rang(p) = rang(A), ou A = Matg(p), ceci ne dépend pas du
choix de la base B.

2. On dit que ¢ est non-dégénérée si rang(¢) = dim E, i.e. si sa matrice dans une (et donc
dans toute) base de E est inversible.

Démonstration. Soient B’ une autre base de E et P = Matg(B’). Comme 'P et P sont inversibles
(ona (P)~! = (P Yy et (P)~! = P-1), alors la matrice A’ = Matg/(¢) = 'PAP a méme rang que
A. O

Proposition/Définition C.2 (Orthogonalité). Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace vec-
toriel E.

1. On dit que deux vecteurs x,y € E sont orthogonaux (pour ¢) si ¢(x,y) = 0; ceci équivaut
a dire que ¢(y, x) = 0 (puisque ¢(y, x) = @(x,y) et vice-versa). Plus généralement, on dit
que deux sous-ensembles X, Y de E sont orthogonaux si l’on a ¢(x,y) = 0 pour tout x € X
ety €Y. On notera XLY pour signifier que X et Y sont orthogonaux.

2. Pour tout sous-ensemble Y de E, on définit son orthogonal (relativement a ¢), noté Y
ou simplement Y+, par :

(%) Yt ={x€E|p(kxy)=0, VyeV]}

c’est un sous-espace vectoriel de E (méme si Y n’en est pas un); de plus, on a les pro-
priétés suivantes :

(%) YCZoZh vt Yt = Veer(Y)*
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en particulier, si Y est un sous-espace vectoriel F de E et si (fi,..., fp) est une famille
génératrice de F, alors

Fr={fi,....fp) ={x€E|px f)=0, Vi=1,...,p}

3. Onpose|N(p) =E+ ={x€ E|¢(x,y) =0, Vyc€ Y} etonlappelle le noyau de .

Démonstration. Soient x,x’ € Y+ et A € C, alors on a, pour tout y € ¥, o(Ax + x’, y) = Adp(x,y) +
@o(x’,y) = 0, ce qui montre que Ax + x” € Y*. Donc Y= est un sous-espace vectoriel de E.
Il est immédiat que si Y C Z, alors Z+ C Y+ car si x € Z* alors x est orthogonal a tout élément
de Z, donc x est a fortiori orthogonal a tout élément de Y (puisque Y C Z), donc x € Y.
Comme Y C VEecr(Y), ceci donne déja I'inclusion Vect(Y)* C Y+. Montrons I’inclusion
réciproque. Soit x € Y+ et soit v un élément arbitraire de Vect(Y), par définition, v s’écrit comme
une combinaison linéaire finie v = A;y; +--- + A4, y,, avec y; € Y et 4; € C; alors on a

-
p(e,v) = D i glx,yi) =0
i=1 :O
et donc x € Vecr(Y)*. Ceci montre I'inclusion Y+ C Vecr(Y)*, d’ou I’égalité Vecr(Y)+ = Y+,
L assertion (2) est démontrée. O
Théoréme C.12 (Orthogonal d’un sous-espace). Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace

vectoriel E de dimension n et soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension r.

1. Ona|F c (FY)*|et |dim F* > dimE — dim F. |

2. ’N (¢) = {0} si et seulement si @ est non-dégénérée. ‘

3. Si ¢ est non-dégénérée, on a’dim Ft =dimE - dimF‘et F = (FYH)*.

4. Si FnF+ ={0)}, alors

Démonstration. Soit f € F, pour tout x € F*+ on a o(f,x) = ¢(x, f) = 0, d’ou f € (F1)*. Ceci
montre la premiere assertion de (1). Prouvons la seconde.

Soit (f1,...,fr) une base de F, complétons-la en une base B = (fi,..., f,) de E, et soit
A = (a;j)1<i,j<n la matrice de ¢ dans la base B, i.e. a;; = o(f;, fj) pouri, j=1,...,n.

D’apres le point (2) de C.2, F* est formé des vecteurs v = xif] + -+ + x,fu € E tels que

@, fi) = Opouri = 1,....r. Comme o(x1fi + -+ Xufu, fi) = Xy xj0(fj. fi) = Xy aji xj,
X1

ceci équivaut a dire que le vecteur colonne X =| : | est solution du systeéme linéaire homogene :

Xn

ajlxy +---+ ap X, =0

)

airxy +--+ aprx, =0

dont la matrice B est formée des r premiéres lignes de la matrice ‘A. Comme 1’espace des solutions
du systeme est de dimension n — rang(B), on obtient :

dim F* = n—rang(B) > n—r,
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ce qui prouve la seconde assertion de (1). De plus, dans le cas particulier o F = E,ona B ='A
et, comme rang(*A) = rang(A), on obtient que dim E*+ = n — rang(A). Donc N(p) = E* est nul si
et seulement si rang(A) = n. Ceci prouve (2).

Supposons ¢ non-dégénérée. Alors A est de rang n, i.e. ses colonnes sont linéairement indé-
pendantes, en particulier les r premicres colonnes le sont, donc la matrice B est de rang r, et donc
dim F*+ = n — r. Remplagant alors F par F*, on obtient I’égalité dim(F*)* =n—(n—r) = r, et
par conséquent ’inclusion F C (F*)* est une égalité. Ceci prouve (3).

Enfin, supposons F N F+ = {0} (sans supposer ¢ non-dégénérée). Alors F et F+ sont en
somme directe, et le sous-espace F @ F* de E est de dimension d = r + dim F*. D’apres (1), on
ad>n,d’o0 E = F® F* (etdim F* = n — r). Ceci prouve (4). Le théoréeme est démontré. O

Définition C.13 (Bases orthogonales). Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et soient
¢ une forme hermitienne sur E, et Q la forme quadratique hermitienne associée. Soit B =
(e1,...,e,) une base de E

1. On dit que B est une base orthogonale pour ¢ (ou pour Q) si l’on p(e;, e;) = 0 pouri # j.

2. Ceci équivaut a dire que la matrice A = Matg(p) est diagonale; si [’on note A4,..., 4,
ses coefficients diagonaux (qui sont réels) et (z1, . ..,z,) les coordonnées dans la base B,
ceci équivaut encore a dire que Q(z1,...,2,) = A1 |21 P4+ A |zl

Théoreme C.14 (de Sylvester dans le cas hermitien). Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-
espace vectoriel E de dimension n, et soit Q la forme quadratique hermitienne associée.

1. 1l existe une base B de E orthogonale pour .

2. Soient B = (ey,...,e,) une base orthogonale pour ¢ et D la matrice diagonale Matg ().
Quitte a renuméroter les e;, on peut supposer que les coefficients diagonaux Ay, ...,1, € R
sont # 0, et que A; = 0 pour i > r. Notons (z1,...,2,) les coordonnées dans la base ‘B,
alors :

(@) Ona|lQGi,....z0) = A lal? + -+ A |z l% | ()

(b) Soit p (resp. q) le nombre d’indices i tels que Q(e;) > 0 (resp. < 0). Alors p et g ne
dépendent pas de la base orthogonale choisie.

(c) Le couple (p, q) s’appelle la signature de ¢; on a p + g = r = rang(p).

(d) N(p) est le sous-espace VEcT(€,41,...,ey), donné par les équations 71 =0 = -+ = z,.

3. De plus, on peut choisir B de sorte que la matrice diagonale D = Matg(y) ait pour termes
diagonaux (1,...,1,-1,...,-1,0,...,0), le nombre de 1 (resp. —1) étant p (resp. q).

Démonstration. (1) Montrons I’existence d’une base orthogonale en procedant par récurrence sur
n =dimE. [l n’y a rien a montrer si n = 0 ou si ¢ = 0. On peut donc supposer n > 1, le résultat
établi pour n — 1, et ¢ # 0. Alors, d’apres C.7, la forme quadratique hermitienne Q est non nulle,
donc il existe e € E tel que Q(e1) # 0. Posons F = ke, comme ¢(eq, eq) # 0, alors F N F* = {0}
donc, d’apres le théoreme C.12, on a

E=F&F".
Par hypothése de récurrence, il existe une base (e,...,e,) de F* telle que ¢(e;, e i) = 0 pour
i # j. Alors (eq, ez, ...,e,) est une base de E orthogonale pour ¢. Ceci prouve I’assertion (1).

Puis, (2.a) et I’égalité p + g = r = rang(y) dans (2.c) découlent aussitdt des définitions.
Prouvons maintenant (2.d). D’apres (x), ¢ est donnée dans la base B par :

n n
(*/) Vu:inei, VV:Z})J'@J', QD(M,V):/llxly_l+"'+/1rxry_r-
i=1 Jj=1
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Supposons u € N(g), alors pour tout i = 1,...,r, prenant v = e; (c’est-a-dire, y; = lety; =0
pour j # i), on obtient x; = 0, d’ott u € F = VEct(€y41,...,e,). Réciproquement, () montre
aussi que tout u € F (i.e. tel que x; = 0 = --- = x,) appartient a N(¢), d’ou I’égalité désirée. Ceci
prouve (2.d).

Prouvons (2.b). On note r = rang(y). Soient B = (ey,...,e,) et C = (f1,..., f,) deux bases
de E orthogonales pour ¢. Notons p (resp. p’) le nombre d’indices i tels que Q(e;) > 0 (resp.
O(f;) > 0) et g (resp. ¢’) le nombre d’indices i tels que Q(e;) < 0 (resp. Q(f;) < 0). Alors

prgq=r=p' +4q

et il s’agit de montrer que ¢ = ¢’ et p = p’. Quitte a renuméroter les éléments de B et C, on peut
supposer que

(%)
Q)>0 pouri=1,...,p O(f)>0 pouri=1,...,p
Q(e))<0 pouri=p+1,....,p+q O(f) <0 pouri=p' +1,....p  +¢
Qej)) =0 pouri>p+q=r; O(f)=0 pouri>p +q =r.

Notons P, le sous-espace de E engendré par les vecteurs e; tels que Q(e;) > 0. Ces vecteurs
sont au nombre de n — g, donc dim Py = n — g. Soit x un élément arbitraire de P, écrivons
x =Y xiei,avec I ={1,...,pyU{r+1,...,n}; alors, d’apres (x), on obtient

D

(1) 0() = ) Ixil” Qey) = 0.

i=1

D’autre part, soit P_ le sous-espace de E engendré par les vecteurs f; tels que Q(f;) < 0. Ces
vecteurs sont au nombre de ¢’, donc dim P’ = ¢’. Soit y un élément non nul de P”, on peut écrire

y = Z’?/J"/ \ Vjfj» avec au moins I’un des y; non nul (car y # 0). Alors, d’apres (%) a nouveau, on

obtien%zpur
p'+q

) 00 = > o) <o.
Jj=r'+1

Par conséquent, on a P, N P~ = {0} et donc

n=dmE >dimP, +dimP_ =n-qg+4
d’oll ¢ > ¢'. Echangeant les roles des bases 9 et C, on obtient de méme ¢’ > ¢, d’oll g = ¢/, et de
méme p = p’. Ceci prouve (2.b).

Voyons 1’assertion (3). Soit B = (ey,...,e,) comme ci-dessus; pouri = 1,..., p + ¢, notons
|Q(e;)] > 0 la valeur absolue du réel Q(e;) # 0. En remplagant e; par e;/ V|Q(e;)|, pour i =
I,..., p + g, on obtient une base orthogonale ayant la propriété énoncée dans (3). Ceci acheve la
démonstration du théoréme. O

C.2 Réduction en sommes de carrés de modules

Définition C.15. Soient E un C-espace vectoriel de dimension n, Q une forme quadratique her-
mitienne sur E et ¢ sa forme polaire. Soit B = (ey, ..., e,) une base de E, notons (xy,...,x,) les
coordonnées dans cette base, i.e. x; désigne en fait la forme linéaire f; = e sur E.
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1. On dit que Q s’écrit dans la base B comme somme de carrés de modules de formes
linéaires indépendantes si [’expression de Q en fonction des coordonnées x; est de la
forme

Q= qi Il +- + gulxal’, (avec qi,...,qn €R).

D’apres C.13, ceci équivaut a dire que la matrice de ¢ dans la base B est diagonale, avec
les q; pour coefficients diagonaux.

2. Les formes linéaires f; = e; sont linéairement indépendantes (8" = (e],...,e,) est la
base duale de B), d’ou la terminologie « somme de carrés demodules de formes linéaires
indépendantes ». En pratique, pour abréger on écrira souvent « somme de carrés de
modules », mais il est essentiel de s’assurer que les formes linéaires en question sont bien
linéairement indépendantes (cf. [’exemple 4.36 pour les formes bilinéaires symétriques).

Comme dans le cas des formes bilinéaires symétriques, on dispose d’un procédé algorith-
mique simple pour réduire une forme quadratique hermitienne en « somme de carrés de mo-
dules » (de formes linéaires indépendantes); au lieu des égalités x> +2xL = (x+ L)> - L? et
dx1xp = (x1 + x2)2 —(x; — xz)z, on va utiliser les égalités :

2> + 2Re(zL) = |z + LI* — |L%, 4Re(z1 D) = |z1 + DI — |21 — DI

Théoreme C.16 (Réduction d’une forme hermitienne en somme de carrés de modules). Soient E
un C-espace vectoriel de dimension n, et Q une forme quadratique hermitienne sur E, donnée en

fonctions des coordonnés (xi, ..., x) dans une base B par :
(9 Q....x) = Y bilxP+ > (byxi%+byxj®)  (bi€R, bjeC).
i 1<i<j<n

1. Par une suite d’opérations « élémentaires » (décrites dans la démonstration), on peut trou-
ver un nouveau systeme de coordonnées (y1,...,y,) sur E, dans lequel Q s’écrit comme
une somme de carrés de modules, i.e. :

(+%) OO, - yn) = ar y1l* + -+ - + anlyal*.

2. La signature de Q est (p,q), ou p (resp. q) est le nombre de coefficients a; qui sont > 0
(resp. < 0), et rang(Q) = p + q.

3. De plus, N(Q) est le sous-espace vectoriel de E défini par les équations y; = 0, pour i
parcourant I’ensemble des i € {1,...,n} tels que a; # 0.

Démonstration. Remarquons d’abord que si Q s’écrit sous la forme () dans une base B’, alors
la matrice de sa forme polaire y est diagonale, avec les a; pour coefficients diagonaux, d’ou les
assertions (2) et (3) du théoreme, compte-tenu du théoreme C.14.

Il reste a donner une démonstration « algorithmique » de 1’assertion (1). On procede par ré-
currence sur le nombre n de variables. Sin = 1 on a Q(x1) = by|x;[%, et (x*) est vérifié. On peut
donc supposer n > 1 et le résultat démontré pour n — 1. Distinguons deux cas.

(a) Si dans I’écriture () plus haut, il existe un coefficient « diagonal » b; non nul, on peut
supposer, quitte a changer I’ordre des coordonnées, que b1 # 0. On considere alors la somme de
tous les termes contenant x; ou X et on I’écrit comme suit :

n
S =bilul? + Y 2Re(bj1 x1 %)) = bi(lxi? + 2Re (x1 Lxa, " ) )
j=2
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ouL(xy,...,x,) = Z?zz(bjl /b1)xj. Puis, en utilisant que

Ix; + LI> = |x1)? + 2Re(x; L) + |LJ, d’ou Ix11> + 2Re(x; L) = |x; + L|> — |LJ,

on récrit ceci sous la forme :

n n
bp 2 1 2 -
S =biba+ P = bR =bix+ > L[ = = S Pl - = D Relbi bji xi %),
j=2 Jj=2 2<i<j<n

b; .
DonE:, en posant y; = x| + Z?:g b%xj (et b;. =bj - ij1|2/b1 pour j = 2,...,n, et bl’.j = bjj -
bi1 bj1/by pour 2 < i < j < n), on obtient une €criture :

n
2 2 _
() Q01 X2, ) =bilyi P+ Y Byl + Y 2Re(b;xi )
j=2 2<i<j<n
Q1(x2, ..., Xn)

ou la forme quadratique hermitienne Q1(x2, ..., x,) ne dépend que des variables xp, ..., x,.

L’opération y; = x1 + L(x2,...,x,) et x; = x; pour j > 2, est bien un changement de coor-
données, car la matrice exprimant (y1, xp, ..., X,) en fonction de (x, ..., x,) est triangulaire avec
des 1 sur la diagonale, donc inversible ; explicitement le changement de coordonnées inverse est
donné€ par x; = x; pour j > 2 et x; = y; — L(x2, ..., Xp).

Par hypothese de récurrence on peut faire un changement de coordonnées (x,...,x,;) —

25+, yn) tel que Q1(x2, ..., Xy) = @z [y2l* + -+ + ay [yn|* d’ott, d’apres (1) :
Oty yn) = ar il + -+ + ay |yl

(avec a1 = by), ce qui prouve le résultat voulu dans ce cas.

(b) Supposons au contraire que tous les coeflicients « diagonaux » b; soient nuls. Si Q = 0,
il n’y a rien a montrer; sinon on peut supposer, quitte a changer 1’ordre des coordonnées, que
b1y # 0. Comme

B 1
Re(bi x1 ) = (b2 x1 + X = |b1a x1 — x2),

posons y; = %(blz X1+ x2) ety = %(blz X1 + x2); c’est bien un changement de variable, dont
I’inverse est donné par
x| = bl_zl()’I +y2) X2 =y1—y2.
Alors : 2Re(b12 x1 %2) = 2(|y 1> — |y2|2), les termes 2Re(b;; x; X;) sont inchangés pour i < j dans
{3,...,n},etl’'ona:
2Re(byj x1 Xj) = 2Re(byjby, (v +y2) Xj)  pour j >3
2Re(byj x2 Xj) = 2Re(baj (y1 — ¥2) X)) pour j >3

donc Q(y1,y2, X3, ..., X,) €gale :
n
21 = 2yal + > 2Re((b1jby) + baj)yi K+ (bibyy —ba)y2 )+ > 2Re(byj x; 5))
j=3 3<i<j<n

et ’on est ramené au cas (a), c’est-a-dire, on peut maintenant éliminer la variable y; et se ramener,
a nouveau, au cas de n — 1 variables. Le théoreme est démontré. O
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[llustrons ceci par deux exemples : dans le premier n’apparaissent que des changements de
coordonnées du type (a).

Exemple C.17. Considérons dans C> la forme quadratique hermitienne
q(x1,x2,x3) = X1X1 — 2ix1X2 + 2ix0X] + ix1X3 — iX3X] + 2X2X0 + 2x3X3 — 2ixpX3 + 2ix3X3.
Alors g contient le terme x1X1 = |x1|2, et les termes contenant x| ou X sont :
X1 X1 — 2ix1 X + 2ix0X] + Ix1X3 — ix3X] = |X1|2 + 2Re(x1 (ZiXQ_— ix3))
= |x1 + 2ixy — ix3|? — [2ixy — ix3)?
= |x1 + 2ixy — ix3)? — 4|x2* — |x3)> + 4Re(x2 13)
donc, posant y| = x| + 2ixp — ix3, on obtient
_ 2 4 2 2 4R — 2 2 o) 2 4Re(i _
q(y1, x2, x3) = |y1l lxa|™ = [xal” + 4Re(xz x3) + 2|x2|” + 2[x3] e(ixy X3)
2 2 2 .
= [y11" = 2lxal” + [x3]" + 4Re(xa (1 +i)x3).
Puis
=2(|xal* = 2Re(xz (1 +i)x3)) = =2(lx2 — (1 + i)xs” = [(1 + i)xsf?)
= -2(jx2 — (1 + i)xs* = 2|3

donc, posant y» = xo — (1 +i)x3 on obtient : | q(y1,y2, X3) = |y1|2 - 2|y2|2 + 5|x3|2. | Donc la signa-
ture de q est (2, 1) et son rang est2 + 1 = 3, 1.e. h est non-dégénérée.

Exemple C.18. Considérons dans C> la forme quadratique hermitienne
O(x1,x2,x3) = X1 X + xpX1 + ix1X3 — ix3xX; + (1 + DxpxX3 + (1 — D)x3x.

Ici, il n’y a pas de « termes carrés » |x;|2, donc on va considérer le terme x| %». On a byy = 1,
faisons le changement de coordonnées :

1 1
Y1 = E(xl +x2), Y2 = E(xl - X2), d’ou Xy =yr+y, X2=y1—).
On a 2Re(x) ) = 2(|)’1|2 - |)’2|2), et

2Re(ix1x3)
{ 2Re((1 + i)x2x3)

2Re(iy1 x3) + 2Re(iyx3)
2Re((1 + i)y X3) — 2Re((1 + i)y2X3)

d’on
O('1,2,x3) = 2|y1l* = 2[y2l* + 2Re((1 + 2i)y1 53) — 2Re(y253).
1-2i

Puis 2(|y1|2 + 2Re(%y1x'3)) = 2(|y1 + %)@lz - |%x3|2) donc, posant 71 =y + —5=Xx3, on
obtient

5 _
0(z1,y2,x3) = 2|z1)* — 5|x3|2 — 2|y2* — 2Re(y2.53).

Puis —2(|y2|2 + Re(yzx‘3)) = —2(|y2 + %X3|2 - }L|X3|2) donc, posant 2| = y; + %X3, on obtient

0(z1,22,%3) = 2|21 * = 2|zal® = 2 w3

Donc la signature de Q est (1,2) et son rang est 1 +2 = 3, i.e. Q est non-dégénérée.
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C.3 Espaces hilbertiens. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Isomé-
tries

Définition C.19 (Produits scalaires et espaces hilbertiens). Soit E un C-espace vectoriel de di-
mension finie.

1. Soient ¢ une forme hermitienne sur E et Q la forme quadratique hermitienne associée
(i.e. Q(x) = @(x, x) pour tout x € E). On dit que Q (ou ¢) est définie positive si ['on a :

(Déf. Pos.) \Vx € E—{0}, 0(x) = p(x, ) > 0.]

Dans ce cas, on dit que ¢ est un produit scalaire hilbertien et on note souvent ¢(x,y) =
(x| y).

Remarquons que si Q (ou ¢) est définie positive, elle est non-dégénérée : en effet, si
x € N(p), ona 0 = ¢(x,y) pour tout y € E, en particulier ¢(x,x) =0, d’ou x = 0.

2. Dans ce cas, on dit que : « E, muni de ( | ) » (ou que : «le couple (E, ¢) ») est un espace
hilbertien. Pour abréger, on écrira souvent : « Soit E un espace hilbertien », sans préciser
le produit scalaire ( |), celui-ci étant sous-entendu.

Exemple C.20. Le produit scalaire hilbertien standard sur C" est défini par :

X1 Y1
(x|y)=x1y1 + -+ + XpYn six=|:1], y=|:
Xn Yn
Pour ce produit scalaire, la base canonique (ey, . .., e,) de R" est orthonormée, i.e.ona (e; | e;) =

1 sii = jet=0sinon, et la forme quadratique hermitienne associée est Q(x) = |xi P+t x,~

Proposition/Définition C.3 (Familles et bases orthonormées). Soit E, muni de ( | ), un espace
hilbertien.

1. Une famille (e;)ic; de vecteurs est dite orthonormée si (¢; | ¢;) = 1 et (¢; | ;) = 0 pour
tout i # j.

2. Supposons E de dimension n. Une base orthonormée est une base (ey,...,e,) de E qui
est une famille orthonormée, i.e. qui vérifie (e; | e;) = 1 et (e; | ;) = 0 pour tout i # j.

3. Toute famille orthonormée est libre. En particulier, si dim E = n, toute famille orthonor-
mée (f1, ..., fn) de cardinal n est une base orthonormée de E.

4. Dans la suite, on abrégera souvent « base orthonormée » en : b.o.n.

Démonstration. Prouvons (3). Supposons qu’on ait une relation 0 = tje;, + --- + f,¢;,, avec

i1,...,ip € I deux a deux distincts, et f,...,7, € R. Fixons un indice r € {1,.. ., p} et appliquons
(e;, | ) al’égalité précédente. Comme (¢;, | e; ) = 0 pour s # r, on obtient 0 = #,(e;. | ¢;) = t,,
d’ou t, = 0. Ceci prouve que la famille (¢;);e; est libre. O

Théoreme C.21 (Existence de b.o.n.). Soit E un espace hilbertien de dimension n. Alors E admet
une base orthonormée

Démonstration. D’apres le théoreme C.14, il existe une base (eq,...,e,) orthogonale (i.e. (e; |
ej) = O pour i # j) et telle que (¢; | ¢;) € {1,—1,0}; or comme ( | ) est défini positif on a
nécessairement (¢; | ¢;) = 1, donc (eq, ..., e,) est une b.o.n. O
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Définition C.22 (Sous-espaces d’un espace hilbertien). Soit E, muni de (| ), un espace hilbertien
et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors la restriction ( | )p de ( | ) a F est un produit
scalaire hilbertien sur F, puisque (x | x)r = (x | x) > 0 pour tout x € F —{0}. Donc F muni de
(| )r est un espace hilbertien.

Théoreme/Définition C.1 (Projection orthogonale sur un sous-espace). Soit E, muni de (| ), un
espace hilbertien et soient F un sous-espace et F* son orthogonal pour ( | ).

1. Ona Le projecteur ng : E — E, d’image F et de noyau F*, défini par

cette décomposition s’appelle la projection orthogonale sur F.

2. Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de F. Alors ’ﬂ'F(V) =Wlepe +---+ (| er)er‘
pour tout v € E.

3. On a|(F+)* = F|donc la projection orthogonale np. sur F*+ n’est autre que idg — np,

i.e.ona ’idE =F+ gL,

Démonstration. Comme les formes hermitiennes ( | ) et ( | ) sont définies positives, donc non-
dégénérées,ona (F+)t = Fet E = FoF* d’apres C.12. Alors, tout x € E s’écrit de fagon unique
x = f+gavec f € Fetg € F*, etle projecteur mx sur F parallelement a F* (i.e. de noyau F*) est
défini par rp(x) = f. De plus, comme (F*)* = F, alors le projecteur np. sur F* parallelement
a (F+)* = F (i.e. de noyau F) est défini par mr.1(x) = g, donc on a bien idg = np + mp.. Ceci
prouve (1) et (3).

Prouvons (2). Soit » = dim F et soit (ej,...,e,) une b.o.n. de F. Pour tout v € E, notons
provisoirement

awv)=wlepDer+---+Wv|e)e, €F.

Alors,pour j=1,...,r,ona(v—n(v) | e;) = (v| ej)—Zle(v le)(eilej) =0,douv-n(v) € Ft,
———
=1sii=j
=0sii#j
et donc v = n(v) + v — m(v), avec 7(v) € F etv —m(v) € F+. Comme E = F & F*, ceci entraine
que (v) = nrp(v), d’ou I’assertion (2). O

Définition C.23 (Normes). Soit E un C-espace vectoriel. Une norme ||-|| sur E est une application
E — Ry, v = ||| vérifiant les trois propriétés suivantes :

1. IV|=0ev=0.

2. Pourtoutze€ C,veE,onallzv| = |zl - |Vl (o1t |z| est le module de z).

3. (Inégalité triangulaire) ||u + v|| < ||ul| + ||VI|, pour tout u,v € E.
Théoreme C.24 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme hilbertienne). Soit E, muni de (| ), un
espace hilbertien et soit Q(x) = (x| x) la forme quadratique hermitienne associée.

1. On al’inégalité de Cauchy-Schwarz :

(CS) Vx,y e E (x [P < 0X)Q0W)

avec égalité si et seulement si x et y sont liés.

2. Par conséquent, I’application x — ||x|| = V(x| x) est une norme sur E, appelée la norme
hilbertienne associée a ( | ), et I'inégalité de Cauchy-Schwarz se récrit comme suit :

(CS) VayeE  1@Iyl< Il bl
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Démonstration. (1) Soient x,y € E. L’inégalité est trivialement vérifiée si x = 0, donc on peut
supposer x # 0. Considérons alors le vecteur

_oln
(]

(c’est la projection orthogonale de y sur 1’hyperplan (Cx)*. Comme (y | x) = (x | y), on a:

Olo ]y 0100 ]y)
I NI ST

=0

0<v=01y- (x ] x)

donc, multipliant par (x | x) > 0, on obtientque 0 < (x | x) (v [ v) = | y) (x| x) — |(x | V). Ceci
prouve I’inégalité voulue, et montre que I’on a égalité si et seulement (v | v) = 0, ¢’est-a-dire, si
(v x)
(x| x)

Prouvons que v — |[v]| = /(v | v) est une norme sur E. Comme ( | ) est défini positif, on a
vl = 0 & v = 0. D’autre part, pour tout z € Cet x € E, on a |z] = VzZ et donc

llevll = vzZ(v [ v) = [z] - [Ivll.

Enfin, soient x,y € E. D’abord, I’inégalité de Cauchy-Schwarz équivaut (en prenant la racine
carrée) a :

v=0,ie.s1y= x. Ceci prouve I’assertion (1).

e Il < 1] - [yl s

alors, multipliant par 2 et ajoutant lIxI? + ||y||2 aux deux membres, on obtient

() 1 + I + 21 | )] < 1 + 1P+ 201 - 1yl = (1] + D)

D’autre part, d’apres les égalités de polarisations C.7, on a :
b+ 1% = Jld? + [yIl” + 2Re((x | y)).
Or, pour tout nombre complexe z = a + ib,ona: Re(z) =a < Va2 + b2 = |z|. On obtient donc
b+ ¥1P <l + [P + 210x | )
ce qui, combiné avec (), entraine :
ke + VI < (el + ).

Prenant la racine carrée, ceci entraine (et équivaut a) I’inégalité triangulaire. Le théoreme est

démontré. O
Récrivons les égalités de polarisation C.7 en utilisant la norme || - ||, et ajoutons-y 1’égalité de

Pythagore :

Proposition C.25 (Polarisation). Soit E, muni de (| ), un espace hilbertien et soit || - || la norme

hilbertienne associée.

1. Pourtout x,y € E, ona:

1 1
Re((x 1) = 5(Ix + 31 = 1Ixl? = IvP) = 7l + P = llx = ylI?) (1)
1 2 2 N 2 )
Im((x [ ) = 5 (1 + iyl = 1P = I1%) = (e + i1 = llx = iylP) 2)
4(x|y) =l + Y1 = llx =yl + dllx + iyll® = illx — iyll>. (3)
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2. Egalité de Pythagore) Si x1, ..., x,, sont orthogonaux, on a ||x; +--- + xall? = P+ +
[EA 5

Démonstration. La premiere assertion n’est qu’une reformulation de C.7. L’égalité de Pythagore
est immédiate si n = 2, et dans ce cas on a méme la réciproque : si ||x; + 07 = Ix1l? + |lxl?
alors (x1 | x2) = 0. L’égalité pour n vecteurs orthogonaux s’obtient par récurrence sur n. On
prendra garde que la réciproque est fausse pour n > 3 : prendre par exemple dans C? hilbertien
les vecteurs x| = ey, xop = €1 + e, X3 = ey — e]. O

Proposition/Définition C.4 (Isométries vectorielles). Soient E, F deux espaces hilbertiens de
méme dimension n, notons ( | )g et || - ||g (resp. (| )r et || - ||r) le produit scalaire et la norme
hilbertienne sur E (resp. F). Soit f : E — F une application linéaire.

1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f préserve la norme : ’Vx €eE, |xlg= ||f(x)||p‘

(b) f préserve le produit scalaire : ’Vx,y eE, (x| VE=(®|fO)F ‘

(c) Pour toute b.o.n. B = (eq,...,e,) de E, la famille (f(e1),..., f(e,)) est une b.o.n. de
F.

(d) Il existe une b.o.n. B = (ey,...,e,) de E telle que (f(ey),..., f(e,)) soit une b.o.n. de
F.

2. Sous ces conditions, on dit que f est une isométrie vectorielle de E sur F

3. Dans ce cas, f est bijective, et son inverse f~ est aussi une isométrie.

Démonstration. Supposons que f préserve la norme, et soient x,y € E. Alors ||x + y||% =|lf(x+
)’)||12¢ =|f(x)+ f (y)II2 , et le premier (resp. dernier) membre égale :

Ixll% + Iyl + 2Re((x | WE),  rtesp.  IFQOIF + IFOIE + 2Re((f(x) | fFO))F)

et comme ||xl|%, = [lf(0IIZ et [lyllF = L/ ()II7.. on obtient que Re((x | y)£) = Re((f(x) | f()F).
D’autre part, pour tout z € C, on a Im(z) = Re(—iz). Donc, appliquant ce qui précede a iy au
lieu de y, on obtient aussi 1’égalité :

Im((x | y)g) = Re((x | iy)e) = Re((f(x) | f(iy))F) = Re((f(x) [ if ()F) = Im((f(x) | FO))F).

d’ou finalement (x | y)g = (f(x) | f(y))r. Ceci prouve que (a) = (b).

Les implications (b) = (¢) = (d) sont évidentes, montrons que (d) = (a). Supposons
(d) vérifiée. Pour tout x = x1e; + - - - + x,e, dans E, on a f(x) = ); x;f(e;) et, comme (eq,...,ey,)
et (f(ey),..., f(ey)) sont des b.o.n., on obtient

n
2 2 2
i = > il = £
i=1

donc (a) est vérifiée. Ceci prouve I’assertion (1).

Prouvons (3). Soit f : E — F une isométrie, et soit B = (eq,...,e,) de E. Comme f(B)
est un b.o.n. (donc une base) de F, alors f est bijective. Son inverse f~! envoie la b.o.n. f(B) =
(f(er),..., f(ey)) de F sur la b.o.n. B de E, donc f_1 est une isométrie. Ceci prouve (3). La
proposition est démontrée. |
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Terminologie. On a introduit la terminologie isométrie « vectorielle » pour faire la distinction
avec la notion d’isométrie « affine », étudiée au Chap. 6. Dans la suite de ce chapitre, comme on
ne considere que des applications linéaires, on dira simplement « isométrie »au lieu de « isométrie
vectorielle ».

Corollaire/Définition C.26. (1) On dit que deux espaces hilbertiens E et E’ sont isométriques
s’il existe une isométrie f : E — E’.

(2) Tout espace hilbertien E de dimension n est isométrique a C" muni du produit scalaire
hilbertien standard.

Démonstration. Soit B = (ey,...,e,) la base canonique de C", qui est orthonormée pour le
produit scalaire standard. D’apres le théoreme C.21, E admet une b.o.n. C = (f1,..., f,). Alors
I’application linéaire u : C"* — E définie par u(e;) = f;, pouri = 1,...,n, est une isométrie de C"
sur E. O

Définition C.27. On note U(n) = {A € M,(C) | AA = I,}. Remarquons que I’égalité 'AA = I,
équivaut a 1’égalité 'A A = I,,, qui entraine que A est inversible et A~' = 'A. Donc U(n) c GL,(C)
et, si A € U(n), son inverse B=A"! = A vérifie B! = A = B, donc appartient aussi a U(n).
De plus, pour tout A, B € U(n), on a I’égalité '(AB)AB = B'AAB = 'BB = I,, donc AB € U(n).
Donc U(n) est un sous-groupe de GL,(C), appelé le groupe unitaire.

Munissons C" du produit scalaire hilbertien standard ( | ). Pour tout X,Y € C"ona (X | Y) =
XY, i.e. 1a matrice de ( | ) dans la base canonique By = (ej,...,e,) est la matrice identité I,.
Donc une matrice arbitraire A € M, (C) préserve le produit scalaire si et seulement si, on a, pour
tout X,Y e C":

XY =(X1|Y)=(AX|AY) =X (AA)Y

ce qui équivaut 2 dire que AA = I, (cf. C.10). Ceci montre que U(n) est le groupe des isométries
de C" muni produit scalaire hilbertien standard ( | ).

De plus, notons Cy,...,C, les colonnes de A (i.e. C; est le vecteur Ae; € C"). Remarquons
que, pour tout i, j € {1,...,n}, le coeflicient d’indice (i, j) de /AA est le produit matriciel de la
i-éme ligne de ‘A, i.e. de 'C;, par la colonne Cj, c’est-a-dire, on a (‘AA);; = (Ae; | Aej), donc la
condition AA = I, équivaut aussi a dire que les colonnes de A sont de norme 1 et deux a deux
orthogonales. Tenant compte de la proposition C.4, on obtient donc les caractérisations suivantes
de U(n), chacune étant utile :

Proposition C.28 (Groupe unitaire U(n)). On munit C" du produit scalaire hilbertien standard
(|) et lon note || - || la norme hilbertienne associée. Alors U(n) est le groupe des isométries de
C", il est caractérisé par chacune des égalités suivantes :

U(n) = {A € M,(C) |'"AA = 1,,}

={A eGL,(C)| A~ =4}

={AeM,(C)|(AX|AY)=(X|Y), VX, YeC"

={A € M,(O) | |AXI| = |IX]l, VX eC"}

={Ae M,(C)|(Afq,...,Afy) est une b.o.n., pour toute b.o.n. (fi,..., fn)}

={A € M,(C) | (Aey,...,Aey) est une b.o.n., ol (ey, ..., e,) est la base canonique de C"}
=1

A € M,(C) | les colonnes de A sont de norme 1 et deux a deux orthogonales}

Les éléments de U(n) sont appelés « endomorphismes unitaires ».
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Remarque C.29. Il existe d’autres groupes unitaires (qui ne sont isomorphes a aucun U(n)).
Soient p, q des entiers > 1 et soit ¢ la forme hermitienne sur CP*4 définie par p(X,Y) = Zle XiVi—
I, |0pg
0sp | =14

q

iz pt1 XiVis i.e. la matrice de ¢ dans la base canonique de CP*4 est J = ( ) Alors

{A e M,(C)|'AJA = J} ={A € M,(C) | (AX,AY) = p(X,Y), VX, Y eC"

est un sous-groupe de GL,(C), noté U(p, q). On ne considérera pas ces groupes dans ce cours.

C.4 Diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints et
normaux

Commencons par introduire I’adjoint dans le cas général d’une forme hermitienne non dégé-
nérée, méme si on se limitera dans la suite au cas hilbertien.

Théoreme/Définition C.30 (Adjoint d’un endomorphisme). Soient E un C-espace vectoriel de
dimension n, et ¢ une forme hermitienne sur E, non dégénérée.

1. Pour tout u € End(E), il existe un unique endomorphisme u* de E, appelé I’adjoint de u,
vérifiant :

() VeyeE, |gu(x),y) = ¢(xu' ().

2. Pour toute base B de E, si l’on note J = Matg(p) et A = Matg(u), on a

(%) A* = Matg(u*) = J-1A J.

3. Ona W*)" =u.

Démonstration. Supposons qu’il existe u* vérifiant (x) et soient B une base de E, J = Matg(p),
A = Matg(u) et A* = Matg(u™). Soient x,y € E arbitraires, et notons X,Y € C”" les vecteurs
colonnes associés (coordonnées dans la base B). Alors on a

X'ATY = o(u(x),y) = o(x,u*(y)) = XJA*Y = XJA* Y
d’ott 'AJ = JA* et donc, puisque J est inversible (car ¢ non-dégénérée), A* = J-1'A J. Ceci
montre que u*, s’il existe, vérifie (xx*) et est donc unique.
Réciproquement, si I’on note u* I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est
A* = J-1'A J, alors pour tout x,yon a:

o(x, u* () = XJA*Y = X'AJY = o(u(x),y)

donc u* vérifie (x). Ceci prouve les assertions (1) et (2).

Prouvons I’assertion (3). Pour tout x,y € E,on a:

@) 1y) = () = @) | x) = (x| u@))
et ceci montre que u est I’adjoint de u™, i.e. u = (u™)*. Le théoreme est démontré. O

Remarque C.31. /] résulte de la formule (xx) (ou directement de la définition (x)) que, pour tout
u,v € End(E) et s,t € C, ona (su+tv)" = su* + tv*, i.e. 'application End(E) — End(E),
u v u* est semi-linéaire.
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Remarquons aussi que si ¢ est un produit scalaire hilbertien et si B est une b.o.n., alors la
matrice de ¢ dans B est J = [,. On peut donc énoncer le théoreme dans le cas hilbertien sous la
forme suivante.

Théoreme C.32 (Adjoint d’un endomorphisme dans le cas hilbertien). Soit E muni de ( | ) un
espace hilbertien de dimension n. Pour tout u € End(E), il existe un unique endomorphisme u*
de E, appelé P’adjoint de u, vérifiant :

() VeyeE, )|y =(x|u'() ]

Pour toute b.on. B de E, si l’on note A = Matg(u), on a

(%) A* = Maty(u*) = A.

Lemme C.33 (Stabilité par u ou u*). Soient E muni de (| ) un espace hilbertien de dimension n,
u € End(E), F un sous-espace vectoriel de E, et F* son orthogonal pour ( |). Alors : F est stable
par u (i.e. u(F) C F) si et seulement si F*+ est stable par u*.

Démonstration. Supposons u(F) C F, et soit y € F+. Pour tout x € F,ona:

(x| u' () =) y)=0

(la derniére égalité puisque u(x) € F ety € F'), et ceci montre que u*(y) € F*. On a donc
u*(F+) C F*.

Réciproquement, supposons u*(F*) C F+. Comme (FY)* = F et (u*)* = u, d’apres C.1 et
C.30, on obtient que u(F) C F, d’apres ce qui précede. O

Définition C.34 (Endomorphismes normaux et auto-adjoints). Soit E un espace hilbertien de
dimension n et soit u € End(FE).

1. On dit que u est auto-adjoint (ou hermitien) si u™ = u.

2. On dit que u est un endomorphisme unitaire s’il est inversible et ul = u* (cf. C.28).
3. On dit que u est un endomorphisme anti-hermitien si u* = —u.
4

. Enfin, on dit que u est un endomorphisme normal s’il commute a son adjoint u*, i.e. si
U'onauu* = u* u. Ceci englobe les trois cas précédents.

Rappelons et complétons la définition C.8 :

Définition C.35 (Matrices hermitiennes ou anti-hermitiennes). Une matrice A € M,(C) est dite
anti-hermitienne (resp. hermitienne, cf. C.8) si (resp. si'A = A).

Observons que si A est une matrice anti-hermitienne (resp. hermitienne), ses coefficients dia-
gonaux aj; vérifient d;; = —aj; (resp. d;; = a;;) donc sont imaginaires purs (resp. réels).

Théoréme C.36 (Diagonalisation des endomorphismes normaux). Soient E muni de ( | ) un
espace hilbertien de dimension n, et u un endomorphisme normal. Alors, u est diagonalisable
et les espaces propres sont deux a deux orthogonaux. Par conséquent, il existe une b.o.n. de E
formée de vecteurs propres de u.

Démonstration. On procede par récurrence sur n = dim E. C’est ok si n = 1, donc on peut
supposer n > 2 et le résultat établi pour n — 1. Comme C est algébriquement clos, le polyndme
caractéristique P,(X) admet au moins une racine A dans C, et A est valeur propre de u. Soit V,
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I’espace propre associé, il est stable par u* : en effet, comme u et u* commutent, on a, pour tout
xeVy:

u(u*(x)) = u* (u(x)) = u*(Ax) = Au*(x), d’ol u*(x) e Vy.
Donc, d’apres le lemme C.33, I’orthogonal G = Vy est stable par u et par u*. D’autre part, d’aprés
Cl2,onaE=V;®&GetdimG =dimE —dimV,; < dimE.

Notons ug (resp. ug;) la restriction de u (resp. u*) a G, alors pour tout x,y € G, on a ug(x) =
u(x) et ug,(y) = u*(y) et donc :

(ug(x) [y) = () | y) = (x|’ () = (x| ug()

ce qui montre que 1’adjoint de ug est la restriction de #* 8 G. Comme u et u* commutent, il en
est de méme de leurs restrictions a G, i.e. ug est un endomorphisme normal de G = Vj. Alors,
par hypotheése de récurrence, Uy est diagonalisable, et ses espaces propres sont deux a deux

orthogonaux. Comme E = V, @ V7, on obtient la méme conclusion pour u. Ceci prouve qu’il

existe une b.o.n. B = (ey,...,e,) de E formée de vecteurs propres de u.

Il en résulte que les espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux : en effet, soient
M1,...,Mp les valeurs propres, deux a deux distinctes, de u et Vi,...,V, les espaces propres
associés. Alors E =V & ---® V), et donc, notant d, = dimV, pourg =1,...,p,ona:

@)) n=dy+---+dp.
Pour chaque g = 1,..., p, soit dc’] le nombre d’indices i € {1,...,n} tels que le coefficient diagonal

Ai de D = Matg(u) €gale g (ie. u(e;) = uge;) et soit V; le sous-espace de V, engendré ces e; ;
comme les ¢; sont linéairement indépendants et comme V; est un sous-espace de Vg, ona:

’r 3 /
(2) d, =dimV, <d,.
D’une part, comme chaque e; appartient a un V; et a un seul, on a:
3) n:di+---+d;,.

Il en résulte que, pour chaque g, I'inégalité€ d; < d,; est une égalité, d’ou V; = V. Ceci montre
que chaque V, est engendré par les €léments e; € B qu’il contient. Comme les e; sont deux a deux
orthogonaux, on en déduit que V, et Vs sont orthogonaux si g # g’. Ceci acheve la démonstration
du théoreme. O

On en déduit, en particulier, le théoreme suivant.

Théoreéme C.37 (Diagonalisation des matrices hermitiennes, unitaires, ou anti-hermitiennes). On
munit C" du produit scalaire hilbertien standard. Soit A € M,(C).

1. Si A est hermitienne (i.e. A = A, alors A est diagonalisable dans une base orthonormée
B, i.e. il existe P € U(n) telle que P"'AP = D soit une matrice diagonale. De plus, les
valeurs propres de A sont réelles.

2. Si A est unitaire (i.e. si A € U(n)), alors A est diagonalisable dans une base orthonormée
B, i.e. il existe P € U(n) telle que P"'AP = D soit une matrice diagonale. De plus, les
valeurs propres de A sont des nombres complexes de module 1.

3. Si A est anti-hermitienne (i.e. A = —A), alors A est diagonalisable dans une base ortho-
normée B, i.e. il existe P € U(n) telle que P"'AP = D soit une matrice diagonale. De
plus, les valeurs propres de A sont imaginaires pures.
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Démonstration. Dans chaque cas, I’assertion « A est diagonalisable dans une base orthonormée
B » découle du théoreme précédent. Comme la base canonique B est elle-méme orthonormée,
la matrice de passage P = Maty (B) appartient a U(n), d’ou la 2eme assertion. Reste a voir
I’assertion concernant les valeurs propres. On a

P l'AP=D si A est hermitienne
D="D="PIA'P-1=plAp={pla-lp= D! si A est unitaire
—-PlAP=-D si A est anti-hermitienne.

Il en résulte que les termes diagonaux A; de D vérifient, respectivement, A; = A; (resp. = /ll._l, resp.
= —4;), donc sont réels (resp. de module 1, resp. imaginaires purs). Le théoreme est démontré. O

Remarque C.38. Le point (1) du théoreme précédent fournit une autre démonstration de la pro-
position 4.58 et donc du théoreme 4.56.

C.5 Forme normale des éléments de O(n)

On a décrit au Chap. 6 les éléments de O(2) et O(3). On va voir maintenant la « forme nor-
male » (= une matrice aussi simple que possible) des éléments de O(n), pour n > 3 arbitraire. On
note By la base canonique de R".

Théoreme C.39 (Forme normale des éléments de O(n)). Soient A € O(n) et f I’endomorphisme
de 'V = R" associé a A. Notons V. = Ker(A —1,,) (resp. V_ = Ker(A + I,,)) ’espace propre associé
a la valeur propre 1 (resp. —1) et p = dim V., g = dim V_. Alors il existe des bases orthonormées
B, = (x1,...,xp)de Vi, B_ = (y1,...,y9) de V_, et C = (vi,ui,...,vr,uy) de E = (V. ® V)&,
et0i,...,0, € | —n,a[ —{0} telles que, notant B la base orthonormée B, U B_UC de V et P la
matrice de passage Matg,(B) € O(n), on ait

L o] o [--] 0

-, 0 [---] 0

P'AP =Matg(f)=| 0| 0 |R®) :
: o
0---1 0 |0 |RG®

cosfd -—sind
sinf cosé
plus, 61, ...,0, € ] —n,n[ —{0} sont uniques au signe pres.

ou R(0) désigne la matrice € O(2). (En particulier, dim E = 2r est paire). De

Pour la démonstration, on a besoin du lemme suivant.

Lemme C.40. Soit u une isométrie de ’espace euclidien V, et soit F un sous-espace vectoriel
stable par u, i.e. u(F) C F. Alors :

1. Onau(F) = F etdoncu ' (F) =F.

2. Onau(F+) = F*+ =u }(Fb).

Démonstration. D’abord I’isométrie u est bijective (cf. 4.46), donc en particulier injective, donc
u(F) a méme dimension que F. Par conséquent, I’inclusion u(F) C F entraine u(F) = F, d’ou
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aussi F = u~!(F). Ceci prouve (1). Le méme argument montre que, pour prouver (2), il suffit de
prouver que u(F+) C F*. Soient y € F* et x € F, comme u est une isométrie, on a

@) | x) =y u'(x) =0,

la 2eme égalité puisque ul(x) e F d’apres (1). Ceci montre que u(y) € F*, d’ou I’assertion
(2). O

Démonstration. Commencons maintenant la démonstration du théoreme C.39. Comme V; @ V_
est stable par f alors, d’aprés le lemme, il en est de méme de E = (V, @ V_)*. Notons f¢ la
restriction de f a E. Alors 1 et —1 ne sont pas valeurs propres de fg, puisque Ker(fg — idg) =
Ker(f —idy) N E = V. N E = {0} et de méme Ker(fr +1idg) = V_ N E = {0}.

Soit B, (resp. B_) une b.o.n. de V, (resp. V_). D’apres ??, on sait que V., et V_ sont ortho-
gonaux, et que les valeurs propres réelles de f ne peuvent €tre que 1 et —1. Donc, d’une part,
B, U B_ estune b.o.n. de V, & V_ et, d’autre part, fr n’a pas de valeurs propres réelles. Or, on a
le lemme suivant :

Lemme C.41. Soit W un espace euclidien de dimension m > 0, et soit f une isométrie de W
n’ayant pas de valeurs propres réelles (i.e. telle que 1 et —1 ne soient pas valeurs propres de f).
Alors il existe deux vecteurs unitaires et orthogonaux u et v et 6 € | — m, r[ —{0} tels que :

f(u) = cos(6) u — sin(6) v, f(v) =sin(@) u + cos(8) v

1.e. le plan P = VEct(u, v) est stable par f et l’'on a

—sinf cosé

cosf sind
Mat,,(fp) = ( )

cosfd —sind
Mat(v,u)(fP) = ( )

sin@ cos@

En particulier, on a dim W > 2.

Admettons pour le moment ce lemme, et achevons la démonstration du théoreme C.39.
D’apres le lemme précédent, il existe dans E un plan P; stable par f, une b.o.n. C; = (vi,u;)
de Py et 0y € | — &, n[ —{0} tels que Matc, (f) = R(6;). Notons E I’orthogonal de Py dans E, i.e. :

Ei={xeE|(x|y)=0, VyeP}

D’apres le lemme C.40, E; est stable par f. Bien sr, la restriction fg, de f a Ey n’a pas de valeurs
propres réelles (puisque f n’en avait pas) donc on peut a nouveau appliquer le lemme C.41 : il
existe dans E un plan P; stable par f, une b.o.n. C; = (v, up) de Py et 6, € | — m, r[ —{0} tels que
Matc,(f) = R(6»). Notons E» I’orthogonal de P, dans Ej. Si E> # 0, on peut recommencer. . .On
obtient ainsi qu’il existe une b.o.n.

C:C] U"’Ucr:(Vlaul,-.-,vr,ur)

de E (en particulier, dim E = 2r est pair) et 8y,...,0, € | — m, n[ —{0} tels que

RON| O] O
(*) Mate(fe)=| 0 | .| 0
0 | 0]|R®

et alors B = B, UB_UC estun b.o.n. de V telle que Maty(f) ait la forme indiquée. Ceci prouve
I’existence.
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Montrons 1’unicité au signe pres de 6, . . ., 6,, i.e. montrons 'unicité des paires 61, ..., +06,.
Comme le polyndme caractéristique de R(6) est

X2 —2cos(@X + 1 = (X - )X - e

alors (*) ci-dessus montre que le polyndme caractéristique de fg est []}_, ((X — ey (X - e‘iQS))
et que ses racines dans C sont :
ei@] e—i91 L.

2

elfr gm0
et donc +6y, ..., 0, sont uniquement déterminés. Enfin, en général on ne peut pas faire mieux
que de déterminer les 6, au signe pres, puisque dans la base (uy, vs) la matrice de fp, est R(—6).
Ceci acheve la démonstration du théoreme C.39, modulo la démonstration du lemme C.41. O

Avant de démontrer le lemme C.41, faisons les remarques suivantes.

Remarque C.42. (1) En dimension 2, on détermine le signe de 8 en choisissant une orientation
de E, donnée par le choix d’une b.o.n. By de E. Alors pour toute b.o.n. B directe (i.e. telle que
dety,(B) = 1), on a Matg(f) = R(0) (cf. ??).

(2) De méme, en dimension 3, on choisit ’orientation de R3 donnée par la base canonique
Bo. Si f € SO3B) et f # id, alors f posséde un « axe de rotation » D = Ker(f — id) qui est une
droite vectorielle; on oriente D en choisissant un vecteur unitaire u € D. Ayant fait ces choix,

« I’angle de rotation » 0 est uniquement déterminé par la condition que pour toute b.o.n. (vi,v2)
du plan P = D™ telle que la b.o.n. (vi,va,u) de R3 soit directe, on a Mat,, v,)(fp) = R(6) (cf. 22).

(3) Attention! En dimension paire > 4, une rotation ne posséde pas nécessairement d’« axe
de rotation », i.e. on peut avoir Ker(f —id) = {0}, c’est le cas par exemple pour

_(ROD| O
r= (0 ) <o

Démonstration. Démontrons maintenant le lemme C.41. Fixons une base B = (eq,...,e,)de W,
ce qui permet d’identifier W a R™ et f a la matrice A = Matg(f) € M,,(R). On plonge R™ dans
C™, c’est-a-dire, on écrit :

avec 0,6, € | — n, n| —{0}.

R"={(x1,....,xn) €eC"|x;eR, VYi=1,...,m}.

Alors, tout w = (z1, . ..,2,) € C" s’écrit de facon unique
. u=(0x,...,x avec x; = Re(z;
w=u+iv avec u,veR™ : ona (1 m) J )
V=>"1-sYm) avec y; = Im(z;).

On notera ’ u = Re(w) ‘ et ’ v = Im(w). ‘ Sid=a+ibe C (avec a,b € R), alors Aw est le vecteur :

(1) (a+ib)(u+ iv) = (au — bv) +i(bu + av).
~—— ~———
eRﬂT eRﬂl

SiI’on note w le vecteur u — iv, on a donc

2) AW = (a — ib)(u — iv) = (au — bv) —i (bu + av) = Aw.
~—— ~——
eRlﬂ eRﬂI
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Plus généralement, si B € M,,(R), alors les vecteurs Bu et By appartiennent encore a R™, et I’on
a:

3) Bw = B(u +iv) = Bu+ iBy et BW = B(u — iv) = Bu— iBv = Bw.

Appliquons ce qui précede dans le cas suivant. Soit 4 = a + ib € C — R une valeur propre de A, et
soit w € C™ un vecteur propre associé. Ecrivons w = u + iv, avec u, v € R™. Alors

Au = au— by

4 Au + iAv = Aw = Aw = (au — bv) + i(bu + av) d’ou
Av =bu + av.

D’autre part, d’apres (2) et (3) ona:
5) AW = Aw = Aw = AW

donc w est vecteur propre de A pour la valeur propre A. Donc, puisque A # A (car A ¢ R), les
vecteurs propres w et w sont linéairement indépendants sur C. Comme w = u + ivet w = u — iv,
on en déduit que u, v sont linéairement indépendants sur C (sinon w et w seraient liés), donc a
fortiori sur R.

Il en résulte que le sous-espace vectoriel P = Ru + Rv de R est de dimension 2, et d’apres
(4) il est stable par fetl’ona:

b -b
©) Mat() (fr) = (_"b a) Mat((fe) = (Z ) ) .

Tout ce qui précede est valable pour une matrice A € M,,(R) arbitraire, une valeur propre com-
plexe non réelle A = a + ib, et un vecteur propre w = u + iv € C" associé a A.

Utilisons maintenant 1I’hypothése additionnelle A € O(m), i.e. 'AA = I,,. On étend le produit
scalaire euclidien ( | ) sur R” en le produit scalaire hilbertien standard sur C"”, qu’on notera ( | ),
ie.

wi <1
YW=|:|,VZ=]|:|eC", WI|Zy=WZ=wi 21+ +WpnZm.
W m
Remarquons d’abord que si W,Z € R™, alors (W | Z) = (W | Z), i.e. la restriction a R" de ( | )
coincide avec le produit scalaire euclidien. De plus, si I’'on écrit W = U + iV et Z = X + iY, avec
UV, X,Y e R" alors (W | Z) égale :

(U+iV | X+iY) = (U | X)+(V [ V)+i({V | X)=(U | V) = (U | X)+(V | Y)+i[(V|X)—(Y| Y)].
D’autre part, comme A = A et AA = I,,, on a A € U(m) et donc, pour tout W, Z € C" :
(7 (AW | AZ) = (W | Z).

Soient A,w comme plus haut, avec Aw = Aw. On a vu qu’on a aussi Aw = Aw, donc w et W
appartiennent aux espaces propres V, et V3, qui sont orthogonaux, d’apres C.37. Ecrivant w =
u+iv, avec u,v € R™ on a donc :

O=Cu+iviu—-ivy=w|u—w|v)+2ulv),

dout(u|v)y=0et(m| u = (v]|v),donc u,v € R" sont orthogonaux et de méme norme

: . o 1
pour le produit scalaire euclidien. Remplacant w par —w, on se ramene alors au cas ou u, v sont

el
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orthogonaux et unitaires. Alors C = (v, u) est une base orthonormée du plan P, et d’apres (6) on a

Mate(fp) = (Z _ab), avec a,b € R.

Enfin, comme f est une isométrie et n’a pas +1 comme valeurs propres, il en est de méme de
fp, et donc a® + b? = 1 et il existe un unique 6 € | — m, 1[ —{0} tel que a = cosf et b = sinf (d’ou
A = €. Ceci acheve la preuve du lemme C.41 et donc du théoreme C.39. O

C.6 Appendice (1) : espaces préhilbertiens réels ou complexes

Si E, muni de ( | ), est un C-espace vectoriel (resp. R-espace vectoriel) de dimension infinie
muni d’un produit scalaire hilbertien (resp. euclidien), on dit que E est un espace préhilbertien
complexe (resp. réel). Dans ce cas on sait, d’apres 1’inégalité de Cauchy-Schwarz, que ||x|| =
V(x| x) est une norme sur E. On dit alors que E est un espace hilbertien complexe (resp. réel) s’il
est complet pour cette norme, i.e. si toute suite de Cauchy converge (ceci est automatiquement
vérifié lorsque E est de dimension finie).

Ces espaces jouent un rdle important en Analyse. Par exemple, le R-espace vectoriel E =
C([0, 11, R) des fonctions continues f :10,1] —» R, muni du produit scalaire euclidien

1
W@=£ﬂ%%&

est un espace préhilbertien réel. Il n’est pas complet pour la norme euclidienne ||f]| = fol fz(t)dt,
mais il se plonge dans I’espace L*([0,1],R) des (classes de) fonctions f :10,1] — R qui sont

de carré intégrable au sens de Lebesgue (i.e. f est mesurable et fol fz(t)dt < ), et L*([0,1],R)
muni du produit scalaire euclidien

1
U@=Lﬂ%@&

. 1 1 .
est un espace de Hilbert réel, i.e. il est complet pour la norme ||f]], = fo fz(t)dt. (On parle ici
de classes de fonctions, car on identifie deux fonctions f et g si elles coincident en dehors d’un
ensemble de mesure nulle, i.e. si f — g est nulle presque partout.)

De méme, le C-espace vectoriel £ = C9([0, 1], C) des fonctions continues f 10,11 - C,
muni du produit scalaire hilbertien

1
(ﬂ@=ﬁf®mMn

est un espace préhilbertien complexe. Il n’est pas complet pour la norme hilbertienne ||f|, =
fol | f(t)lzdt, mais il se plonge dans I’espace L([0, 1], C) des (classes de) fonctions f:10,1] —»
C qui sont de carré intégrable au sens de Lebesgue, et LZ([O, 1],C) muni du produit scalaire
hilbertien

1
(ﬂ@=Lfman

est un espace de Hilbert complexe, i.e. il est complet pour la norme || f|> = fol |f(0)2dt.
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