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Algebre I - TD2bis

Quotients des anneaux de polynomes

Exercice 1 : [Les racines carrées de 2] On souhaite étudier les anneaux quotients A = Q[X]/(X? —2)

et B =

j)

R[X]/(X? —2). On note v/2 la racine positive de X2 — 2 dans R et
Q(V2) = {a+bv?2, a,b € Q} CR.

Donner un Q-espace vectoriel simple de représentants pour les classes de Q[X]/(X? — 2).
Montrer que Q(y/2) est un sous-anneau de R (contient 0, 1, stable par addition et multiplica-
tion).
Montrer que si (a,b) € Q? — {(0,0)}, alors a? — 2b2 # 0.
En déduire que pour a + bv/2 # 0, on a

(a—bv3)

Montrer que Q(v/2) est un corps.

Construire un morphisme naturel de Q-algebres
A=QX)/(X*-2) — Q(V2)

en utilisant que v/2 est racine du polynéme X2 — 2, et montrer que c’est un isomorphisme
(quelle est la dimension des Q-espaces vectoriels en jeu?).

L’anneau A est-il un corps?

Donner un R-espace vectoriel simple de représentants pour les classes de R[X]/(X? — 2).

Construire un isomorphisme naturel de R-algebres
B=R[X]/(X?-2) = RxR

en utilisant que V2 et —v/2 sont deux racines distinctes du polynome X 2 _ 9 dans R.

L’anneau B est-il un corps?

Exercice 2 : [Les racines carrées de 1] Soit K un corps. On souhaite étudier le quotient A =
K[X]/(X?2-1).

2)
b)

c)

Donner un K-espace vectoriel simple de représentants pour les classes de K[X]/(X? —1).
On suppose que 2 # 0 dans K.
i) Montrer que 1 # —1 dans K.

ii) Construire un isomorphisme naturel de K-algebres

A=K[X]/(X?-1) = KxK

en utilisant que 1 et —1 sont deux racines distinctes de X2 — 1 dans K.

iii) L’anneau A est-il un corps?

On suppose que 2 = 0 dans K.
i) Montrer que 1 = —1 dans K.



ii) Montrer que le morphisme
f: K[X] — K[X]
donné par f: P(X) +— P(X + 1) envoie (X2 — 1) sur (X?2), que le morphisme g : K[X] —
K[X] donné par P(X) +— P(X — 1) envoie (X?2) sur (X2 —1).
iii) Montrer que f et g son inverse I'un de l'autre.

v

~—

Construire un isomorphisme naturel de K-algebres
A=K[X]/(X*-1) = K[X]/(X?).

v) L’anneau A est-il un corps?



