ARITHMETIQUE DES COURBES ELLIPTIQUES
FEUILLE DE TD 1

Exercice 1. Soit H = {7 € C | Im(7) > 0} le demi-plan de Poincaré. Pour toute matrice dans

SLa(R), posons
a b _ar+b
c d) T T axd

(1) Démontrer que cette formule définit une action transitive de SLy(R) sur H.

(2) Soit (2%) € SLy(Z). Démontrer que si 7/ = %75 alors les réseaux Z & Z7 et Z & Z7/

sont homothétiques. En déduire que ’application
H/ SLy(Z) — {réseaux dans C}/C*
[7] — [Z & Z7]

est bien définie.

(3) Démontrer qu’elle est bijective.

Exercice 2. Soient A = Zw; ® Zws un réseau et C/A la courbe elliptique associée.
(1) Démontrer que C/A est isomorphe & C/Z & Z1 avec T = wy /ws.

(2) Démontrer que les endomorphismes de C/A forment une extension intégre de Z, c’est-
a-dire un anneau contenant Z dont tous les éléments sont des racines de polynomes
unitaires a coefficients entiers.

(3) Démontrer que si End(C/A) n’est pas réduit & Z, alors K = Q(7) est un corps quadratique
imaginaire et il y a un isomorphisme End(C/A) ®z Q@ = K. On dit alors que la courbe
elliptique C/A a multiplication compleze.

(4) Donner des exemples de courbes elliptiques & multiplication complexe.

Exercice 3. Soit A C C un réseau d’invariants go et gs, et soient z1,20 € C\ A des nombres
complexes tels que p(z1) # p(z2). Soit

y=ax—+b
I’équation de la droite passant par les points (p(z1), p'(21)) et (p(22), 9’ (22)).

(1) Démontrer que la fonction ©'(z) — ap(z) — b a trois zéros comptés avec multiplicité.

(2) En déduire que si 2z1 + 22 ou 21 + 227 n’appartiennent pas au réseau, alors cette fonction
a un zéro en un point z3 = —z1 — 29 mod A.

(3) Démontrer I’égalité
4(:17 — p(zl)) (1’ - p(ZQ)) (x - p(z:),)) = 42° — gox — gsx — (ax + b)2.

(4) En déduire I'égalité p(21) + p(22) + p(23) = a2 /4.
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(5) Démontrer I’égalité : pour tous 21,22 € C,

P21+ 22) = —p(21) — p(22) + 1<m> '

4
(6) En faisant tendre zo vers zj, en déduire la formule de duplication
1(p"(2)\
2z) = -2 - .
o22) = ~20(:) + (515

(7) Soient (x1,y1) et (z2,y2) deux points distincts sur la courbe algébrique affine

C: y? =42° — gox — g3.
Démontrer qu’il existe un point (z3,ys) dans U'intersection entre C et la droite passant
par (z1,y1) et (z2,y2) de coordonnée

Lyi—p2 )
963CE1$2+< - 2)
4 r1 — T2

et comparer avec ce qui précede.

Exercice 4. Soit A C C un réseau. Notons ¢ la distance minimale entre deux points distincts
de A et V le volume d’un domaine fondamental.

(1) Soit A une couronne de rayon intérieur r et d’épaisseur §/2. Démontrer que ANA contient
au plus 477 /§ points.
(2) Démontrer 'estimée
7R?
HweA]|lw <R} = ~ +O(R) lorsque R — +o0.

(3) En déduire qu’il existe une constante ¢ dépendant seulement de A tel que

HweA|R<|w|<R+1} <cR pour tout R > 0.

Exercice 5 (Examen 2024). Soient wj,ws deux nombres complexes avec Im(wg/wi) > 0 et
A = Zwy @ Zwy le réseau qu'ils engendrent. Considérons la série

1 1 1
CA(Z):;—’_ Z (z—w+w+wz2>'

weA\{0}

(1) Démontrer que (5 (z) converge absolument pour tout z € C\ A et définit une fonction
méromorphe sur C ayant des poles simples de résidu 1 aux points de A.

(2) Est-ce que (a est une fonction elliptique ?
(3) Démontrer I’égalité d%CA = —pa, ou pu désigne la fonction de Weierstrass associée a A.
(4) Posons ws = w1 + wa. Démontrer que pour j = 1,2, 3, il existe des n; € C tels que
Calz +wj) = Calz) +m;
pour tout z € C\ A, puis 'égalité n; = 2¢a (w;/2).
(5) A Taide du théoreme du résidu de Cauchy, démontrer 'égalité

mwsg — MW = 297,



