ARITHMETIQUE DES COURBES ELLIPTIQUES
FEUILLE DE TD 6

Exercice 1. Soit p un premier impair et C la courbe sur Q, avec équation
C: yr=a® 4 2? -3z —2.
(1) Trouver des coordonnées dans lesquelles I’équation de C devient
y? =23 — 52% + bx.
2

(2) Montrer que la réduction modulo p de C est non-singuliere si et seulement si p # 5.
(3) Montrer que ’équation de Weierstrass ci-dessus est minimale sur Qs.
(4)

4
(5) Montrer que C a bonne réduction sur Qs(v/5).

Est-ce que C a réduction additive ou multiplicative modulo 57

Exercice 2. On considere la courbe elliptique E sur Q avec équation de Weierstrass
E: y? = x> — 43x + 166.
(1) Montrer que pour p # 2,13 ’équation ci-dessus est non-singuliére modulo p. (On accep-
tera que 27 x 1662 — 4 x 43% = 106496.)
2) Y a-t-il des points de 2-torsion non nuls définis sur Q ?
3) Calculer |E(F,)| pour p = 3,5.
4) Montrer que (3,8) est un point de torsion de E.
5) Déterminer E(Q)gors.

(6) Montrer que si la réduction modulo p de E est supersinguliere, alors p = —1 (mod 7).
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Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique # 2,3. Le birapport d’un quadruplet
ordonné (z1, ..., z4) de points deux a deux distincts de P!(k) est

23 T 21 R4 — 22

(2’1,2’2,23724) = S Pl(k) N {07 1,00}7

23— 22 24— %1
avec le sens évident quand z; = oo pour un certain i. Le birapport est invariant sous ’action
naturelle de PGLa (k).

Exercice 3. On considéere les couples formés d’une courbe elliptique E sur k£ et d’une bijection
0:{0,...,3} = E[2], i — 0; avec op = 0. Etant fixé f € H°(2[0]) non constant, on pose
AE, 0) == (f(00), .-, f(o3)).
Montrer les faits suivants :
(1) A(E,0) ne dépend pas de f.
(2) Pour un automorphisme « € Aut(E) de E on pose a* A(E, o) := A(E, a0 0). L’orbite de
A = A(E, o) sous l'action de Aut(E) est :

{2} sij#0,1728,
{>\7¥aiﬁ} Sij:07
{A 1} sij = 1728.
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Exercice 4. On se place sur une cléture algébrique F,, de [, pour p > 5. Le but de cet exercice
est de calculer la cardinalité de I’ensemble

€* = {courbes elliptiques super-singulieres sur F,}/ = .
Pour ce faire on pose m = (p — 1)/2 et on considere le polynoéme de Hasse
m m 2
H,(\) = Z <Z> AL
=0
Pour I'instant on accepte 'identité

(%) 4N(1 = NH) +4(1 —20\)H, —H, =0 (mod p).
(1) Montrer que H,(0) = 1 et Hy(1) = (*-!) = (~=1)™ (mod p).

(2) En utilisant (*) montrer que H, n’a pas de zéros multiples.
(3) Détérminer le diviseur de ramification du morphisme

A —A+1)3

i Pt — P!, i(\ :256(7

(4) Pour j = 0,1728 on pose £,(j) = 1 si la courbe elliptique d’invariant j est supersinguliere
et €,(j) = 0 sinon. Déduire de (3) V'identité

W p—1 2 1
(5) Conclure que
0 sip=1 (mod 12),
85| — {pl} N 1 sip=5 (mod 12),
12 1 sip=7 (mod 12),
2 sip=11 (mod 12).

(6) Montrer (x).



