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NON-DENSITÉ DES POINTS ENTIERS ET VARIATIONS DE
STRUCTURES DE HODGE

par Marco Maculan

A supposedly fun thing I’ll never do again.
— D. F. Wallace

1. INTRODUCTION

Il est question ici d’une technique introduite par Lawrence et Venkatesh pour montrer
la non-densité (pour la topologie de Zariski) des points entiers d’une variété algébrique
définie sur un corps de nombres. Les points rationnels d’une variété projective étant tous
entiers et la non-densité dans une courbe étant équivalente à la finitude, la méthode
conduit à une nouvelle preuve de la conjecture de Mordell :

Théorème 1.1. — Soit C une courbe projective lisse connexe de genre g ⩾ 2 sur un
corps de nombres K. Alors, l’ensemble C(K) des points K-rationnels de C est fini.

Cet énoncé, ainsi que les suivants concernant les problèmes à la Shafarevich, ont déjà
été discutés dans ce séminaire par Szpiro (1985) ; j’invite le lecteur à s’y référer.

Le théorème 1.1 a été démontré en premier par Faltings (1983, 1984). Par la suite
Vojta (1991) en a donné une preuve combinant les méthodes classiques d’approxima-
tion diophantienne avec des arguments dans la veine de Mumford, 1965 (voir aussi
Bombieri, 1990). Kim (2005, 2009) a proposé une approche généralisant les techniques
de Chabauty (1941).

Quoique la preuve proposée par Lawrence et Venkatesh partage des aspects avec
les méthodes de Chabauty et Kim, elle est plus proche à celle de Faltings. Pour en
comprendre le fonctionnement, il n’est donc pas inutile de commencer par en retracer
les grandes lignes.

1.1. La stratégie de Faltings

On fixe un corps de nombres K et un ensemble fini S de places de K. Grâce à une
construction rusée due à Kodaira (1967) et Parshin (1968), on ramène la preuve du
théorème 1.1 à celle de la conjecture de Shafarevich pour les courbes :
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Théorème 1.2. — Pour un entier g ⩾ 2, l’ensemble des classes de K-isomorphie de
courbes projectives lisses sur K de genre g à bonne réduction en dehors de S est fini.

En passant à la jacobienne de la courbe, le théorème de Torelli permet de se ramener
au problème analogue pour les variétés abéliennes :

Théorème 1.3. — Pour g ∈ N, l’ensemble des classes de K-isomorphie de variétés
abéliennes sur K de dimension g à bonne réduction en dehors de S est fini.

La finitude sur laquelle repose à terme la démonstration de l’énoncé précédent est la
« conjecture de Shafarevich pour les points », conséquence immédiate de la minoration
d’Hermite–Minkowski du discriminant d’un corps de nombres (Serre, 1997, §4.1) :

Théorème 1.4 (Hermite–Minkowski). — Pour d ∈ N, l’ensemble des classes d’isomor-
phie d’extensions de degré d de K non ramifiées en dehors de S est fini.

Combiné avec le théorème de densité de Čeboratev et des arguments élémentaires, il
entraîne le résultat de finitude suivant pour les représentations galoisiennes dû à Faltings
(Deligne, 1985, Théorème 3.1) :

Proposition 1.5. — Soient K̄ une clotûre algébrique de K et p un nombre premier.
Pour d ∈ N et w ∈ Z, l’ensemble des classes d’isomorphie de représentations conti-
nues ρ : Gal(K̄/K) ! GLd(Qp) semi-simples et pures de poids w (par rapport à S et
à p) est fini.

Je rappelle la notion de pureté :

Définition 1.6. — Soient K̄ une clotûre algébrique de K, p un nombre premier, V
un Qp-espace vectoriel de dimension finie et w un nombre entier.

Une représentation continue ρ : Gal(K̄/K) ! GL(V ) est pure de poids w (par
rapport à S et à p) si elle est non ramifiée en dehors de S et, pour toute place v de K
n’appartenant pas à S et ne divisant pas p, le polynôme characteristique Pv,ρ d’un élément
de Frobenius (et donc de tous) en v est à coefficients entiers et toutes ses racines sont
de valeur absolue complexe |Fv|−w/2.

Pour démontrer le théorème 1.3, Faltings fixe un premier p, considère l’application
variétés abéliennes sur K
de dimension g à bonne
réduction en dehors de S

/ ∼ Tp
−!

{
représentations continues
Gal(K̄/K)! GL2g(Qp)

}
/ ∼

A 7−! Tp(A) ⊗Zp Qp

associant à une variété abélienne son module de Tate p-adique
Tp(A) = lim −

n∈N
A[pn](K̄)

tensorisé par Qp et se ramène à montrer la finitude de l’image et des fibres de Tp.
L’hypothèse de Riemann pour les variétés abéliennes sur les corps finis (démontrée

par Weil) dit que les représentations en question sont pures de poids −1. La finitude
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de l’image de Tp découle de la semi-simplicité de Tp(A) grâce à la proposition 1.5. La
semi-simplicité, ainsi que la finitude des fibres, se ramène par des arguments de Tate
(1966) au résultat suivant :

Théorème 1.7. — Soit A une variété abélienne sur K. Il n’existe qu’un nombre fini
de classes de K-isomorphie de variétés abéliennes définies sur K et K-isogènes à A.

C’est le cœur technique de la preuve de Faltings : cela requiert de comprendre comment
la hauteur des variétés abéliennes qu’il introduit change avec les isogénies. L’invariance
cherchée est montrée par Faltings en utilisant la théorie des groupes p-divisibles et plus
précisément un théorème de Raynaud (1974) sur les schémas en groupes finis annulés
par p. L’irruption de la théorie de Hodge p-adique dans la démonstration proposée par
Lawrence et Venkatesh est en résonance avec ce dernier argument.

Une « nouvelle » preuve de la conjecture de Mordell ne peut donc pas s’appuyer sur
la semi-simplicité des modules de Tate démontrée par Faltings. On peut donner une
démonstration alternative du théorème 1.7, comme le font Masser et Wüstholz (1993)
(voir aussi l’exposé de Bost, 1996 dans ce séminaire), ou contourner les questions de
semi-simplicité : c’est la deuxième piste que Lawrence et Venkatesh suivent. Néanmoins,
leur méthode ne semble pas à ce jour pouvoir fournir une approche aux théorèmes 1.2,
1.3 et à la conjecture de Tate pour les variétés abéliennes sur les corps de nombres. (1)

1.2. Idée de la preuve de Lawrence et Venkatesh

Soit C une courbe projective lisse sur K de genre g ⩾ 2.

1.2.1. — Lawrence et Venkatesh commencent par une construction auxiliaire.
On fixe un nombre premier ℓ et on considère le groupe G := Aff(ℓ) des transformations

affines du corps à ℓ elements Fℓ. On désigne par C ′ l’espace de modules des revêtements
galoisiens X ! C de groupe G et qui sont ramifiés exactement en un seul point de C.
Des tels revêtements existent car le groupe fondamental de C est non abélien, ce qui
équivaut à l’hypothèse g ≥ 2. L’application ν : C ′ ! C associant à un revêtement
son point de ramification est un revêtement non ramifié de la courbe C. L’« objet
universel » X ! C × C ′ pour ce problème de modules est un revêtement galoisien
de groupe G. Une variante de la construction de Prym fournit une famille de variétés
abéliennes α′ : A! C ′.

On pose α := ν ◦ α′ : A! C, on note d la dimension relative de ce morphisme et δ le
degré du revêtement ν. Combinant les stratégies de Faltings et de Chabauty, Lawrence
et Venkatesh fixent un nombre premier p, une place p-adique v de K et s’intéressent
ensuite au diagramme commutatif suivant :

1. Par exemple, en ce qui concerne le théorème 1.3, un obstacle majeur à l’applicabilité de la méthode
est la présence de sous-variétés de l’espace de modules des variétés abéliennes donnant lieu à une trop
petite monodromie, e.g. des sous-variétés de Shimura.
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C(K) C(Kv)

{
représentations continues
Gal(K̄/K)! GL2dδ(Qp)

}/
∼=

{
représentations continues
Gal(K̄v/Kv)! GL2dδ(Qp)

}
/ ∼

τ τv

ρ

où les flèches τ, τv associent à un point c le premier groupe de cohomologie étale
p-adique H1

ét(α−1(c),Qp) de α−1(c) et ρ est l’application de restriction à Gal(K̄v/Kv).
Si l’on démontre que l’image de τ est finie et les fibres de τv sont finies, on a gagné.

1.2.2. Finitude des fibres. — Tout d’abord, on peut choisir le nombre premier p de
façon à ce qu’il ne ramifie pas dans K et à ce que les courbes C et C ′, ainsi que la
famille de variétés abéliennes A! C ′, aient bonne réduction en toute place p-adique
de K. Étant fixé un Kv-point o de C, on considère le disque v-adique

Ω := {x ∈ C(Kv) : x ≡ o (mod p)}

autour de o et on se ramène à montrer que la restriction de τv à Ω a fibres finies.
Si jusqu’à présent la stratégie de preuve suit de près celle de Faltings, elle va s’en

affranchir nettement à partir de maintenant. L’idée est de « linéariser » le problème par
le biais de la théorie de Hodge p-adique, en transformant les représentations galoisiennes
en des données d’algèbre linéaire, les isocristaux filtrés, pendant p-adique des structures
de Hodge. Appliquée à la représentation galoisienne H1

ét(α−1(c),Qp) pour c ∈ Ω, la
théorie de Hodge p-adique fournit le triplet

(H1
dR(α−1(c)/Kv),H0(α−1(c),Ω1), φc)

formé par le premier groupe de cohomologie de de Rham de α−1(c), l’espace des 1-formes
différentielles sur α−1(c) et l’opérateur de Frobenius obtenu par comparaison avec le
premier groupe de cohomologie cristalline de la fibre spéciale de α−1(c).

Par ailleurs le fibré vectoriel H1
dR(A/C) est muni de la connexion de Gauss–Manin :

ses sections horizontales convergent p-adiquement sur le disque Ω, donnant lieu à des
isomorphismes de « transport parallèle »

χc : H1
dR(α−1(c)/Kv) ∼

−! V := H1
dR(α−1(o)/Kv)

pour c dans Ω. On obtient ainsi une application de périodes p-adique

Pero : Ω −! Grd deg ν(V )
c 7−! χc(H0(α−1(c),Ω1)).

Il découle directement des définitions que si τv(c) = τv(c′), alors leurs images Pero(c)
et Pero(c′) sont conjugués sous l’action du centralisateur Z dans GL(V ) de l’opérateur
de Frobenius cristallin φo.

Soit X l’adhérence pour la topologie de Zariski de l’image de l’application Pero. Si
l’on sait que la dimension de X est strictement plus grande que la dimension de Z,
on peut conclure la preuve. En effet, les solutions à l’équation de Gauss–Manin sont
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données par des séries qui convergent absolument sur tout Ω. L’image de Ω par Pero ne
pouvant pas être contenue dans une orbite Z, l’ensemble, pour c dans Ω,

Fc := Per−1
o (Z.Pero(c))

n’est pas Ω tout entier.
L’ensemble Fc ne peut qu’être fini : au cas contraire, il s’accumulerait dans le compact

Ω en un point c0 ; par conséquent, si f = 0 est une équation locale de Z autour de
Pero(c0), le principe des zéros isolés pour la fonction analytique f ◦ Pero entraînerait
que l’image de Ω est contenue dans Z. Contradiction !

Pero

Ω Grd deg ν(V )

Figure 1. À droite, en gros, l’orbite Z.Pero(c) et, déssinée comme un gribouillis,
l’image de l’application des périodes Pero. À gauche les points représentent la
préimage de Z.Pero(c) par Pero : comme pour une fonction holomorphe d’une
variable complexe non constante, il n’y a qu’un nombre fini de zéros dans un
disque compact contenu dans son domaine de définition, sinon comme en figure
ils s’accumuleraient.

Pour avoir l’inégalité dimX > dimZ, Lawrence et Venkatesh démontrent que la
famille de variétés abéliennes A! C ′ a grande monodromie et imposent des conditions
arithmétiques sur les fibres du revêtement ν : C ′ ! C (qui sont satisfaites pour des
premiers ℓ bien choisis).

1.2.3. Finitude de l’image. — Comme pour Faltings, on veut s’appuyer sur la finitude
des représentations galoisiennes pures et semi-simples. La pureté ne pose pas de problème :
pour c ∈ C(K), la décomposition

H1
ét(α−1(c),Qp) =

⊕
ν(c′)=c

H1
ét(α′−1(c′),Qp)

et l’hypothèse de Riemann pour les variétés abéliennes impliquent que la représentation
galoisienne H1

ét(α−1(c),Qp) est pure de poids 1. Donc, si l’on accepte que ces repré-
sentations sont semi-simples (comme on le sait d’après Faltings), la démonstration est
terminée.
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Lawrence et Venkatesh parviennent à s’en passer par des idées similaires à celles qui
conduisent à la finitude des fibres. Ils imposent une deuxième contrainte arithmétique
sur le revêtement ν : C ′ ! C entraînant la propriété suivante : si la représentation
galoisienne H1

ét(α−1(c),Qp) est réductible, alors le sous-espace H0(α−1(c),Ω1) n’est pas
en « position générique ».

Les arguments qui précèdent mènent au résultat suivant : il existe un ensemble fini F
de Ω tel que, pour tout point c de C(K) ∩ (Ω ∖ F ), il existe c′ ∈ ν−1(c) tel que la
représentation galoisienne H1

ét(α′−1(c′),Qp) est irréductible.
Cet énoncé, plus faible que la semi-simplicité de H1

ét(α−1(c),Qp), demande de changer
légèrement la méthode pour parvenir à la finitude de C(K). Le lecteur pourra trouver
les détails dans la section 4.

1.3. Problèmes à la Shafarevich pour d’autres variétés

1.3.1. — Les techniques de Lawrence et Venkatesh sont bien adaptées pour montrer
la non-densité des points entiers d’une variété algébrique portant une variation de
structures de Hodge assez compliquée.

En appliquant cette observation à la famille universelle au-dessus d’un espace de
modules (prétendons qu’un tel objet existe. . .) on peut espérer obtenir des résultats
dans le style des théorèmes 1.2 et 1.3 pour d’autres classes de variétés. Mis à part les
cas des courbes et des variétés abéliennes, de telles finitudes avaient auparavant été
obtenues dans les cas suivants :

(1) surfaces K3 et certaines variétés hyper-kähler (André, 1996, She, 1997,
Takamatsu, 2020) ;

(2) surfaces de del Pezzo (Scholl, 1985) ;
(3) variétés de drapeaux (Javanpeykar et Loughran, 2015) ;
(4) intersections complètes de niveau ⩽ 1 (Javanpeykar et Loughran, 2017) ;
(5) surfaces fibrées en courbes lisses (Javanpeykar, 2015) ;
(6) certains solides de Fano (Javanpeykar et Loughran, 2018) ;
(7) certaines surfaces de type général (Javanpeykar et Loughran, 2021) ;
(8) surface de Enriques (Takamatsu, 2019).

Les preuves de (1), (4), (5) et (7) reposent sur le théorème 1.3, alors que (2), (3) et (6)
découlent de résultats de finitude en cohomologie galoisienne. En s’appuyant sur la conjec-
ture de Lang–Vojta, Javanpeykar et Loughran (2017) ont dégagé une heuristique
pour la finitude d’intersections complètes de degrés fixés (loc.cit. Conjecture 1.4).

1.3.2. Hypersurfaces de l’espace projectif. — Soient n, d des entiers ⩾ 1. Les hypersur-
faces de degré d dans PnZ sont paramétrées par l’espace projectif P(En,d) du Z-module
libre En,d = H0(Pn,OPn(d)) des polynômes homogènes à coefficients entiers de degré d
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en n + 1 variables. Les hypersurfaces singulières y forment à leur tour une hypersur-
face ∆n,d de degré (d−1)n(n+ 1) définie par l’annulation du discriminant. On s’intéresse
à l’ouvert complémentaire

Hn,d = P(En,d) ∖ ∆n,d,

qui paramètre les hypersurfaces lisses de degré d dans PnZ ; il est stable sous l’action
naturelle du groupe PGLn+1. La conjecture de Lang–Vojta, combinée avec l’hyperbolicité
de l’espace de modules des hypersurfaces de l’espace projectif (Zuo (2000), Brunebarbe
(2018)), implique

|Hn,d(OK,S)/PGLn+1(OK,S)| < ∞,

pour d ⩾ 3, un corps de nombres K et un ensemble fini S de places de K contenant
toutes les places archimédiennes (voir Javanpeykar et Loughran (2017) pour les
détails). Lawrence et Venkatesh obtiennent un résultat non conditionnel (le premier en
grand degré) dans cette direction :

Théorème 1.8. — Il existe un entier n0 ⩾ 1 et une fonction d0 : N ! N tels que,
pour tous n ⩾ n0, d ⩾ d0(n) et tout entier N ⩾ 1, l’ensemble Hn,d(Z[1/N ]) n’est pas
Zariski-dense dans Hn,d.

Autrement dit, il existe un polynôme homogène non nul F ∈ SymE∨
n,d s’annulant

sur chaque point de Hn,d(Z[1/N ]). Des expériences numériques suggèrent que n0 ∼ 60
suffit, alors qu’une majoration de d0(n) semble plus difficile à obtenir.

Pour démontrer ce théorème, Lawrence et Venkatesh exploitent la variation de struc-
tures de Hodge donnée par la partie primitive du (n− 1)-ème groupe de cohomologie
singulière de la famille universelle au-dessus de Hn,d. Dans ces problèmes diophantiens,
c’est la première fois qu’on utilise des groupes de cohomologie que l’on ne peut pas
obtenir à partir de variétés abéliennes.

On pourrait envisager de travailler par récurrence sur la dimension pour passer de la
non-densité à la finitude dans le théorème 1.8. Cependant, la machinerie de Lawrence
et Venkatesh nécessite une « grande » monodromie pour fonctionner : pour obtenir la
finitude, il faudrait savoir que la monodromie de la variation de structures de Hodge
mentionnée plus haut restreinte à une sous-variété arbitraire de Hn,d/PGLn+1 reste
grande. Or, ce n’est pas le cas pour les sous-variétés qui s’envoient dans des sous-variétés
spéciales du domaine de périodes correspondant.

1.3.3. Hypersurfaces d’une variété abélienne. — Soient A une variété abélienne de
dimension g sur un corps de nombres K à bonne réduction en dehors d’un ensemble
fini S de places (contenant toutes les places archimédiennes) et A le schéma abélien
sur OK,S en lequel elle s’étend.

Soit L un fibré en droites ample sur A. Les hypersurfaces (i.e. les diviseurs de Cartier
effectifs) H de A telles que le fibré en droites O(H) est isomorphe à L sont paramétrées
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par l’espace projectif P(H0(A,L)) et celles singulières y forment un diviseur ∆A,L. On
considère l’ouvert complémentaire

HA,L = P(H0(A,L)) ∖ ∆A,L.

Le fibré en droites L s’étend de manière unique en un fibré en droites L sur A.
On désigne par ∆A,L l’adhérence de Zariski de ∆A,L dans P(H0(A,L)) et par HA,L le
complétementaire P(H0(A,L)) ∖ ∆A,L. À la différence des hypersurfaces de l’espace
projectif, Lawrence et Sawin (2020) parviennent à montrer la finitude suivante :

Théorème 1.9. — L’ensemble HA,L(OK,S) est fini pour g = 2 et g ⩾ 4.

Autrement dit, il n’existe qu’un nombre fini d’hypersurfaces lisses H dans A dont
l’adhérence dans A est à bonne réduction en dehors de S et telles que le fibré en
droites O(H) soit isomorphe à L.

Lorsque A est une surface abélienne, le théorème 1.9 est une conséquence facile
du théorème 1.2 (Lawrence et Sawin, 2020, Theorem 11.6). En dimension ⩾ 4, le
théorème 1.9 est d’autant plus intéressant que sa preuve est indépendante des résultats
de finitude déjà cités.

Quand la variété abélienne A est de dimension 3, la finitude faisant l’objet du
théorème 1.9 est démontrée sous une condition supplémentaire (vraisemblablement non
nécessaire) portant sur le nombre d’auto-intersection L3 du fibré en droites L. Pour
l’énoncer, on considère les suites d’entiers (ai)i⩾1 et (di)i⩾1 définies par a1 = 1, a2 = 5
et, pour i ⩾ 1,

ai+2 = 4ai+1 − ai + 1, di = 1
6

(
ai+1 + ai

ai

)
.

On a d1 = 1, d2 = 8 855 et d3 = 36 030 431 772 522 503 316.

Théorème 1.10. — Avec les notations ci-dessus, on suppose g = 3. Si le nombre
entier L3/3! n’est divisible par aucun des nombres di (i ⩾ 2), alors l’ensemble HA,L(OK,S)
est fini.

En particulier, c’est vrai pour tout L satisfaisant à l’inégalité L3/3! < d2.
Par opposition à l’espace projectif, les variétés abéliennes disposent d’un degré de

liberté supplémentaire : elles ne sont pas simplement connexes. Les rêvetements topolo-
giques non triviaux, donnés en l’occurence par la multiplication par un entier, seront
l’ingrédient clé pour accéder à la finitude (en contraste avec la simple non-densité du
théorème 1.8).

L’innovation principale dans la preuve des théorèmes 1.9 et 1.10 réside dans l’argument
de grande monodromie. En effet, les théorèmes 1.1 et 1.8 font intervenir des considérations
topologiques à l’allure plus classique—respectivement, la production de twists de Dehn
pour le premier (cf. théorème 2.14), l’application par Beauville (1986) de résultats
de Ebeling (1984) et Janssen (1983) dans le deuxième. Par contre, dans le cas des
hypersurfaces de variétés abéliennes, l’argument repose sur des techniques tannakiennes,
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dans la veine des travaux de Krämer et Weissauer (2015a,b) et de Krämer (2016,
2021).

1.4. Excusatio non petita, accusatio manifesta
La suite de ce texte n’est consacrée qu’à la preuve proposée par Lawrence et Venkatesh

du théorème 1.1, avec un accent particulier sur la partie arithmétique et en sacrifiant
malheureusement des aspects topologiques tout aussi intéressants.

1.5. Remerciements

Au cours de la rédaction de ce texte j’ai eu plaisir de discuter avec un grand nombre
de personnes : G. Ancona, O. Benoist, Y. Brunebarbe, J. Fresán, A. Javanpeykar,
T. Krämer, C. Lehn, J. Marché, J. Poineau, M. Romagny, A. Torzewski. Je les remercie
de m’avoir écouté et fait part de leurs connaissances. Merci à J. Fresán pour sa relecture
attentive d’une première version de ce texte ainsi que pour les dessins.

1.6. Conventions

Une variété algébrique X sur un corps k est un k-schéma séparé de type fini. Si k′ est
une extension du corps k, on désigne par Xk′ la variété algébrique sur k′ déduite de X par
extension des scalaires. Une courbe sur un schéma noethérien S est un S-schéma C ! S

séparé, de type fini, lisse, de dimension relative 1 et à fibres géométriques connexes.

2. FINITUDE DES POINTS ENTIERS SUR LES COURBES
HYPERBOLIQUES

2.1. Énoncé

2.1.1. Schémas fini-abéliens. — Les familles de variétés abéliennes paramétrées par
des revêtements non ramifiés d’une courbe joueront un rôle prominent (comme elles
le font déjà dans la preuve de Faltings, la construction de Kodaira–Parshin pouvant
s’interpréter ainsi). Par commodité on leur donne un nom :

Définition 2.1. — Soit S un schéma noethérien. Un schéma fini-abélien (polarisé)
sur S est la donnée (S ′, A, λ) d’un S-schéma fini étale ν : S ′ ! S, d’un schéma abé-
lien α′ : A! S ′ et d’une polarisation λ : A! Ǎ du schéma abélien A.

Le morphisme α := ν ◦ α′ : A ! S détermine les morphismes α′ et ν, car ν est la
factorisation de Stein du morphisme α. Pour cette raison on l’omettra de la notation.

Lorsque S est une variété complexe lisse connexe et s est un C-point de S, la fibre α−1(s)
est la réunion disjointe des variétés abéliennes As′ := α′−1(s′), pour s′ dans ν−1(s), d’où
la décomposition

(1) H1(α−1(s),Q) =
⊕

ν(s′)=s
H1(As′(C),Q).
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du premier groupe de cohomologie singulière à coefficients rationnels. L’action de
monodromie du groupe fondamental π1(S(C), s) sur H1(α−1(s),Q) est soumise à deux
contraintes :

(1) Elle respecte la décomposition (1), mais pas terme à terme : pour tout lacet γ
dans π1(S(C), s) et tout point s′ ∈ ν−1(s), l’automorphisme ρ(γ) induit un isomor-
phisme Q-linéaire H1(As′(C),Q)! H1(Aγs′(C),Q).

(2) Pour tout point s′ ∈ ν−1(s), la forme alternée non dégénérée ωs′ induite par la
polarisation de A est invariante par le sous-groupe π1(S ′(C), s′). Il en découle que
l’image par ρ du sous-groupe d’indice fini ⋂π(s′)=s π1(S ′(C), s′) de π1(S(C), s) est
contenue dans ∏ν(s′)=s Sp(H1(As′(C),Q), ωs′).

Définition 2.2. — Soit S une variété complexe lisse et connexe. Avec les notations ci-
dessus, un schéma fini-abélien A sur S a grande monodromie si pour un point s ∈ S(C)
(et donc pour tous) l’adhérence de Zariski de l’image de ρ contient le sous-groupe∏

π(s′)=s
Sp(H1(As′(C),Q), ωs′) ⊆ GL(H1(α−1(s),Q)).

2.1.2. Stagnation galoisienne. — Soit K un corps de nombres. Soit v une place de K.
Soient K̄ et K̄v des clôtures algébriques respectivement des corps K et Kv.

Définition 2.3. — Soient r > 0, E un ensemble fini non vide muni d’une action conti-
nue de Gal(K̄/K) et ι : K̄ ! K̄v un plongement étendant l’injection canonique K ! Kv.
La v-stagnation (de paramètre r) de E est le nombre rationnel

stagv(E, r) := |{e ∈ E : | Gal(K̄v/Kv).e| ⩽ r}|
|E|

,

le groupe Gal(K̄v/Kv) agissant sur E via l’injection dans Gal(K̄/K) induite par ι.

La v-stagnation ne dépend pas du plongement choisi. Étant donné un K-schéma fini E,
sa v-stagnation est celle de l’ensemble E(K̄) muni de son action naturelle de Gal(K̄/K) ;
elle ne dépend pas de la clôture algébrique choisie.

Exemple 2.4. — L’algèbre A des fonctions régulières sur un K-schéma fini étale E est un
produit (fini) d’extensions finies (séparables) de K. On écrit A⊗K Kv = L1 × · · · × Ln
pour des extensions finies Li de Kv. Soit N−

r (resp. N+
r ) le nombre d’homomorphismes

de Kv-algèbres A⊗K Kv ! K̄v dont l’image est une extension de degré ⩽ r (resp. > r)
de Kv. Alors, la v-stagnation de E est donnée par

stagv(E, r) = N−
r

N−
r +N+

r

=
∑ [Li : Kv]

dimK A
,

la somme à droite parcourant les indices i ∈ {1, . . . , n} pour lesquels [Li : Kv] ⩽ r.
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On n’appliquera la notion de v-stagnation que lorsque l’action de Gal(K̄/K) est
non ramifiée en v. Soient Fv et F̄v les corps résiduels de Kv et K̄v respectivement. Par
définition, le groupe d’inertie, noyau de la flèche de réduction Gal(K̄v/Kv)! Gal(F̄v/Fv),
opère trivialement sur E. L’action de Gal(K̄v/Kv) se factorise alors à travers une action
de Gal(F̄v/Fv) et, pour e ∈ E,

| Gal(K̄v/Kv).e| = | Gal(F̄v/Fv).e| = |⟨Frv⟩.e|,

où ⟨Frv⟩ est le sous-groupe engendré par l’automorphisme de Frobenius Frv : x 7! x|Fv |.

Lemme 2.5. — Soient r > 0, v une place de K, E,E ′ des ensembles finis non vides muni
d’actions continues de Gal(K̄/K) et E ! E ′ une application Gal(K̄/K)-équivariante
surjective dont les fibres ont toutes le même cardinal. Alors,

stagv(E, r) ⩽ stagv(E ′, r).

C’est une application immédiate de l’exercice de comptage suivant : soient X, Y des
ensembles finis non vides munis d’une action d’un groupe fini G et f : X ! Y une
application G-equivariante, surjective dont les fibres ont toutes le même cardinal. Alors,
pour tout r > 0,

|{x ∈ X : |Gx| ⩽ r}|
|X|

⩽
|{y ∈ Y : |Gy| ⩽ r}|

|Y |
.

2.1.3. Places admissibles. — Un corps de nombres est à multiplication complexe (CM
en bref) s’il n’admet pas de plongements réels et s’il est extension quadratique d’un
sous-corps totalement réel. Soit K un corps de nombres. Si K contient un sous-corps
CM, il existe un plus grand sous-corps totalement réel F+ de K et une unique extension
quadratique F de F+ contenue dans K qui est CM.

Définition 2.6. — Si K ne contient pas de sous-corps CM, une place v de K est
admissible si elle est non ramifiée. Si K contient un sous-corps CM F , une place v de K
est admissible si elle est non ramifiée et elle est au-dessus d’une place de F+ inerte
dans F .

2.1.4. Énoncé. — Dans le cas des courbes, le cœur de la méthode de Lawrence–
Venkatesh se résume par l’énoncé suivant :

Théorème 2.7. — Soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places de K
contenant celles archimédiennes, C une courbe sur OK,S, α : A ! C un schéma fini-
abélien de dimension relative d, p un premier impair qui ne ramifie pas dans K et tel
que S ne contient pas de places p-adiques, et v une place p-adique admissible de K.

Si le schéma fini-abélien A a grande monodromie et r ⩾ ⌊8d/(d+ 1)⌋, alors l’ensemble

{c ∈ C(OK,S) : stagv(ν−1(c), r) < 1/(d+ 1)}

est fini (rappelons que ν : C ′ = Specα∗OA ! C est la factorisation de Stein de α).

Des commentaires :
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(1) Dans Lawrence et Venkatesh (2020), ce résultat n’est énoncé que pour les
courbes projectives de genre ⩾ 2, évidemment le cas le plus intéressant. Néanmoins,
j’ai penché pour cette formulation afin de garder trace des hypothèses utilisées
dans sa preuve.

(2) Dans les applications, on choisira des schémas fini-abéliens tels que tout OK,S-point
de C satisfait à la condition stagv(ν−1(c), r) < 1/(d+ 1). Le théorème 2.7 implique
alors la finitude de C(OK,S).

(3) La condition r ⩾ ⌊8d/(d+ 1)⌋ est une reformulation de l’inégalité

(2) 1
2d(d+ 1)n > (2d)2,

pour tout entier n > r, que l’on verra apparaître dans la preuve de la Proposition 4.8.
Elle s’interprète de la façon suivante :

Soit c un K-point de C. Pour un point c′ du Kv-schéma ν−1(c)×KKv, on désigne
par Ac′ la variété abélienne sur le corps résiduel Kv(c′) de c′, fibre en c′ de l’unique
morphisme α′ : A! C ′ tel que α = ν ◦ α′. Le terme 1

2d(d+ 1) est la dimension de
la grassmanienne lagrangienne LGrd(Vc′) des sous-espaces vectoriels de dimension d
du Kv(c′)-espace de vectoriel Vc′ := H1

dR(Ac′/Kv(c′)) de dimension 2d, qui sont
totalement isotropes par rapport à la forme bilinéaire alternée induite par la
polarisation de A. Le terme à gauche de (2) est la minoration de la dimension de
la restriction à la Weil

Hc′ := ResKv(c′)/Kv LGrd(Vc′)

de LGrd(Vc′) pour c′ tel que [Kv(c′) : Kv] > r. La variété Hc′ est un facteur du but
de l’application de périodes associée à la connexion de Gauss–Manin sur H1

dR(A/C).
Le terme (2d)2 est une majoration (triviale) de la dimension du centralisateur Z

du Frobenius cristallin dans ResKv(c′)/Kv GL(Vc′). L’inégalité (2) assure que les
orbites de Z dans ResKv(c′)/Kv LGrd(Vc′) ne sont pas la grassmanienne tout entière.

(4) L’origine du terme 1/(d+ 1) est plus difficile à cerner. L’hypothèse

stagv(ν−1(c), r) < 1/(d+ 1)

va entraîner qu’il existe un point c′ de ν−1(c) ×K Kv de degré [Kv(c′) : Kv] > r

pour lequel la filtration de Hodge de H1
dR(Ac′/Kv(c′)) est en position « générale »

(voir proposition 4.11).
(5) Il y a une tension entre l’hypothèse de grande monodromie et celle de petite

stagnation : de manière heuristique, plus le degré du revêtement ν grandit (ce qui
suit de l’hypothèse de petite stagnation), plus l’hypothèse de grande monodromie
est forte.

Par exemple, on ne peut pas appliquer l’énoncé tout court à la famille de Legendre
de courbes elliptiques : l’application ν étant l’identité dans ce cas, pour tout r ⩾ 1 la
stagnation vaut toujours 1 > 1

2 = 1
d+1 . Moins formellement, la famille de Legendre a

certes grande monodromie, mais le stabilisateurs des Frobenius cristallins sont trop
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grands. On peut néanmoins appliquer la méthode à la composition de la famille
de Legendre avec le revêtement de Kummer λ 7! λ2n pour un n bien choisi. On
obtient alors la finitude des solutions à l’équation des S-unités.

(6) Dans la preuve rien de propre aux variétés abéliennes n’est utilisé ! Elles y sont
seulement pour incarner le premier groupe de cohomologie étale et de de Rham.

2.2. La droite projective privée de trois points : l’équation des S-unités
En guise de premier exemple, on va appliquer le théorème 2.7 à une variante de la

famille de Legendre de courbes elliptiques. Ceci conduit au théorème des S-unités :

Théorème 2.8. — Soient K un corps de nombres et S un ensemble fini de places de K
contenant toutes les places archimédiennes. Alors, l’ensemble

U := {t ∈ O×
K,S : 1 − t ∈ O×

K,S}

est fini.

On renvoie au livre de Bombieri et Gubler (2006, Chapitre 5) pour une preuve
classique de ce résultat. Le lien avec le théorème 2.7 est vite fait en remarquant que
l’ensemble U n’est autre que l’ensemble des OK,S-points du schéma P1 ∖ {0, 1,∞}.

Par le théorème d’Hermite–Minkowski (théorème 1.4), et quitte à faire grandir K
et S, on se ramène sans trop de peine à montrer l’énoncé suivant (voir Lawrence et
Venkatesh, 2020, début de §4) :

Proposition 2.9. — Soient K un corps de nombres contenant les racines 8-ièmes de
l’unité, n ⩾ 8 la plus grande puissance de 2 divisant l’ordre du groupe des racines de
l’unité de K, S un ensemble fini de places de K contenant toutes les places 2-adiques
et toutes les places archimédiennes, et L une extension galoisienne cyclique de K de
degré n non-ramifiée en dehors de S.

Alors, l’ensemble U ′
L des éléments u ∈ U qui ne sont pas des carrés dans K et tels

que la K-algèbre K[x]/(xn − u) est isomorphe à L est fini.

On désigne par K un corps de nombres, par n la plus grande puissance de 2 divisant
l’ordre du groupe des racines de l’unité de K et par S un ensemble fini de places de K
contenant toutes le places 2-adiques et toutes les places archimédiennes. On considère :

• C = P1
OK,S

∖ {∞, 0, 1} la droite projective sur OK,S privée des sections ∞, 0 et 1 ;
• C ′ = P1

OK,S
∖ {∞, 0, µn} l’ouvert de C où l’on a retiré les sections correspondant

aux racines n-ièmes de l’unité ;
• ν : C ′ ! C le morphisme fini étale λ 7! λn.

La famille de Legendre est la famille de courbes elliptiques sur C d’équation affine
y2 = x(x− 1)(x− λ).

En se restreignant à l’ouvert C ′ de C, on obtient un schéma abélien α′ : A ! C ′. On
considère le schéma fini-abélien α := ν ◦ α′ : A! C. Des considérations simples faisant
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intervenir la connaissance explicite de la monodromie de l’équation hypergéométrique
montrent que le schéma fini-abélien a grande monodromie (Lawrence et Venkatesh,
2020, Lemma 4.3 ou Noordman, 2021, Proposition 4.1).

Pour obtenir la proposition 2.9 on applique le théorème 2.7 au schéma fini-
abélien α : A ! C. Pour d = 1 on a 8d/(d + 1) = 4 : c’est pour cela que l’on
suppose n > 4. La preuve du théorème 2.7 dans ce cas spécifique est décidément plus
simple, parce que les représentations cristallines qu’y interviennent (des modules de
Tate p-adiques de courbes elliptiques) sont explicites (voir Lawrence et Venkatesh,
2020, Lemma 4.4).

Démonstration de la proposition 2.9. — Soit L une extension cyclique de K de degré n
non ramifiée en dehors de S. Par le théorème de Čebotarev, il existe un nombre premier
impair p et une place v de K au-dessus de p tels que

(1) p est non ramifié dans K ;
(2) S ne contient pas de place p-adique de K ;
(3) un élément de Frobenius en v engendre Gal(L/K).

Dire que l’opérateur de Frobenius engendre Gal(L/K) implique, pour tout nombre
réel 0 < r < [L : K], l’annulation

stagv(SpecL, r) = 0.

Pour un OK,S-point λ de C, le OK,S-schéma ν−1(λ) s’identifie à Spec OK,S[x]/(xn−λ).
Si l’on suppose que λ appartient à U ′

L, alors le OK,S-schéma ν−1(λ) est isomorphe
à Spec OL,T . On obtient de cette façon, l’inclusion suivante :

U ′
L ⊆ {λ ∈ C(OK,S) : stagv(ν−1(λ), 4) = 0}.

On conclut par le théorème 2.7.

Remarque 2.10. — Par un argument classique à la Chevalley–Weil de rélèvement des
points S-entiers le long des revêtements étales (Serre, 1997, §4.2), le théorème de
l’équation des S-unités se déduit de celui de Faltings. Il en est de même pour la finitude
des points S-entiers d’une courbe elliptique épointée. On peut aussi démontrer cette
dernière comme application du théorème 2.7 à un schéma fini-abélien bien choisi (Liu,
2021 ; Noordman, 2021).

2.3. Constructions à la Kodaira–Parshin

La construction de Kodaira–Parshin dans la preuve originelle de Faltings fournit, pour
tout point rationnel de la courbe, un revêtement galoisien abélien non ramifié en dehors
du point choisi. Pour déduire la conjecture de Mordell du théorème 2.7, on l’appliquera
à une variante non abélienne de cette construction.
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2.3.1. Espaces de Hurwitz. — Soient X et Y des schémas noethériens. Un mor-
phisme f : Y ! X est un revêtement s’il est fini, plat, surjectif et son discriminant
est un diviseur de Cartier effectif sur X (le mot « discriminant » étant à prendre au
sens de Stacks Project, Section 0BVH). Un revêtement f : Y ! X est galoisien si,
pour tout point géométrique x de X, le groupe Aut(f) agit transitivement sur la fibre
de f en x. Pour un groupe fini G, un G-revêtement est la donnée d’un revêtement
galoisien f : Y ! X et d’un isomorphisme de groupes τ : G ! Aut(f). La notion
d’isomorphisme de G-revêtements est définie de manière évidente.

Soient C une courbe projective sur un corps de caractéristique nulle k et G un groupe
fini. Pour un k-schéma noethérien S, on désigne par HC,G(S) l’ensemble des classes
d’isomorphie de G-revêtements X ! C ×k S avec X une courbe sur S et tels que le
discriminant est de la forme r[c] pour une section c : S ! C ×k S et un entier r ⩾ 1.
L’association S ⇝ HC,G(S) donne lieu à un foncteur contravariant

HC,G : (Sch/k)op −! (Ens),

où (Sch/k) désigne la catégorie des k-schémas noethériens.

Théorème 2.11. — Soit C une courbe projective sur un corps de caractéristique nulle k.
Soit G un groupe fini à centre trivial. Alors,

(1) le foncteur HC,G est représentable par un k-schéma de type fini HC,G ;
(2) le morphisme disc : HC,G ! C associant à un revêtement le support de son discri-

minant est fini étale.

Esquisse de démonstration. — Il s’agit d’un cas particulier de construction des espaces
de Hurwitz ; voir le théorème 6.3.1 pour (1) et la proposition 6.5.2 pour (2) dans Bertin
et Romagny (2011). (2)

Soient k̄ une clôture algébrique de k, c un k-point C et c̄ le k̄-point associé. La
fibre disc−1(c̄) est l’ensemble des classes d’isomorphie de G-revêtements X ! C̄ := Ck̄
non ramifiés en dehors de c̄, où X est une courbe projective sur k̄. Par la correspondance
« de Galois » des revêtements, le choix d’un k̄-point x dans C̄ ∖ {c̄} donne lieu à une
bijection

(3) disc−1(c̄) ! Fc̄ :=
{

homomorphismes surjectifs ρ : πét
1 (C̄ ∖ {c̄}, x)! G

non triviaux sur les lacets autour de x

}
/G

la locution « non triviaux sur les lacets autour de x » signifiant que la surjection ρ ne
se factorise pas à travers l’homomorphisme naturel πét

1 (C̄ ∖ {c̄}, x)! πét
1 (C̄, x) induit

par l’inclusion de C̄ ∖ {c̄} dans C̄. (Le groupe G agit sur l’ensemble des homomor-
phismes ρ : πét

1 (C̄ ∖ {c̄}, x)! G par conjugaison.) Le groupe de Galois absolu Gal(k̄/k)

2. Dans loc.cit. il est plutôt question du champ de Hurwitz : la trivialité du centre de G assure que
l’espace de modules grossier attaché au champ est un espace de modules fin.

https://stacks.math.columbia.edu/tag/0BVH
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opère naturellement sur la fibre disc−1(c̄). D’autre part, via la suite courte exacte
géométrique/arithmétique du groupe fondamental étale,

1 −! πét
1 (C̄ ∖ {c̄}, x) −! πét

1 (C ∖ {c}, x) −! Gal(k̄/k) −! 1,

le groupe Gal(k̄/k) opère par automorphismes extérieures sur πét
1 (C̄ ∖ {c̄}, x). Les

automorphismes intérieures de πét
1 (C̄ ∖ {c̄}, x) agissant trivialement sur Fc̄, on obtient

une action naturelle de Gal(k̄/k) sur Fc̄ de sorte que la bijection avec disc−1(c̄) est
Galois équivariante.

2.3.2. G-monodromie. — Soient G un groupe fini, n un entier positif et ι : G! Sn une
injection de G dans le groupe symétrique sur n éléments. Pour un schéma connexe X,
on dit qu’un revêtement étale f : Y ! X de degré n a G-monodromie s’il existe un
point géométrique x de X et une bijection {1, . . . , n}! f−1(x) tels que l’application
composée πét

1 (X, x)! Aut(f−1(x))! Sn a pour image ι(G). Si c’est le cas, une telle
bijection existe alors pour tout point géométrique de X.

On fixe un point géométrique x de X. Pour i = 1, 2, soient fi : Yi ! X un revêtement
à G-monodromie et {1, . . . , n}! Aut(f−1

i (x)) comme ci-dessus. Alors, les revêtements f1
et f2 sont isomorphes si et seulement ρ1 et ρ2 sont conjuguées sous le normalisateur
de ι(G) dans Sn.

Soient ℓ un nombre premier impair et Aff(ℓ) le groupe des automorphismes affines
de Fℓ. Le caractère

χ : Aff(ℓ) −! F×
ℓ

(z 7! az + b) 7−! a

a pour noyau le sous-groupe engendré par z 7! z + 1.
En idéntifiant Fℓ avec {1, . . . , ℓ} de la manière usuelle, l’action naturelle du

groupe Aff(ℓ) sur Fℓ est fidèle et induit une injection ι : Aff(ℓ)! Sℓ. Le choix de ι n’a
guère d’importance car tout monomorphisme Aff(ℓ)! Sℓ lui est conjugué par Sℓ.

Lemme 2.12. — Soient C,C ′ des courbes projectives sur un corps de caractéristique
nulle k et π : C ′ ! C un revêtement avec Aff(ℓ)-monodromie. Supposons que le diviseur
de ramification de π soit supporté exactement sur un k-point c de C. Alors,

(1) le diviseur de ramification est (ℓ− 1)[c] ;

(2) la fibre π−1(c) est constituée d’un unique k-point de C ′ ;

(3) si la courbe C a genre g, alors le genre de la courbe C ′ est

gℓ− ℓ− 1
2 .

Démonstration. — Quitte à étendre les scalaires, on peut supposer k algébriquement
clos. Le groupe fondamental étale de C ∖ {c} est la complétion profinie du groupe
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libre sur 2g éléments a1, b1, . . . , ag, bg. (3) L’image dans Aff(ℓ) du produit des commuta-
teurs [a1, b1] · · · [ag, bg] est un ℓ-cycle.

En effet, elle est non triviale car le revêtement π est ramifié et, par commutativité de F×
ℓ ,

contenue dans le noyau du caractère χ : Aff(ℓ)! F×
ℓ : elle est donc de la forme x 7! x+u

avec u ∈ Fℓ. Il en découle qu’il n’y a qu’un point au-dessus de c. L’expression du genre
de C ′ est une conséquence immédiate de la formule de Riemann–Hurwitz.

2.3.3. Construction de Prym. — Soit ℓ un premier impair. Soit C une courbe projective
de genre g ⩾ 2 sur un corps k de caractéristique nulle. On suppose que C a un point k-
rationnel. Le centre du groupe affine G := Aff(ℓ) étant trivial, on peut considérer le
schéma H := HC,G paramétrant les Aff(ℓ)-revêtements de C. Soit X ! H ×k C la
famille universelle des G-revêtements de C.

On désigne par T = F×
ℓ le stabilisateur de 0 ∈ Fℓ dans G, à savoir, le sous-groupe de G

formé par les automorphismes linéaires de Fℓ. Le quotient Y de X par T est une courbe
sur H. Le morphisme G-invariant X ! H×kC induit un revêtement fini π : Y ! H×kC

à G-monodromie dont le diviseur de ramification est le graphe de disc : H ! C compté
avec multiplicité ℓ (cf. lemme 2.12).

On définit une section de la projection prH ◦ π : Y ! H de la manière suivante.
La fibre πh : Yh ! Cκ(h) du morphisme π en un point h ∈ H est un revêtement
avec G-monodromie de courbes sur le corps résiduel κ(h) de h. D’après le lemme 2.12,
la fibre de πh en le κ(h)-point disc(h) de Cκ(h) consiste en un unique κ(h)-point que l’on
note σ(h).

On considère la composante neutre du schéma de Picard relatif Pic0
Y/H : c’est un

schéma abélien principalement polarisé sur H. D’après le lemme 2.12 sa dimension
relative est gℓ− (ℓ− 1)/2 . Le morphisme π induit un morphisme

π∗ : H ×k Pic0
C/k = Pic0

H×C/H −! Pic0
Y/H

de schémas abéliens sur H. Le morphisme N : Pic0
Y/H ! H ×k Pic0

C/k dual à π∗ associe
à un fibré en droites sur Y sa norme sur C ×k H. Soit α′ : A ! H le schéma abélien
obtenu comme composante neutre du noyau du morphisme N, muni de la polarisation
induite par la polarisation principale du schéma abélien Pic0

Y/H .

Définition 2.13. — Le schéma fini-abélien α := disc ◦α′ : A! C est appelé la famille
de Kodaira–Parshin pour le groupe Aff(ℓ).

La dimension relative de la famille de Kodaira–Parshin est

(4) gℓ− ℓ− 1
2 − g = (g − 1

2)(ℓ− 1).

Le morphisme disc : H ! C est la factorisation de Stein de α.

3. Pour voir cela, on se ramène d’abord au cas k = C grâce à l’invariance par extensions des scalaires
du groupe fondamental étale géométrique. Sur le corps des complexes, le groupe fondamentale étale
est la complétion profinie du groupe fondamental topologique. Or, le groupe fondamental topologique
d’une surface de Riemann compacte de genre g privée d’un point est le groupe libre sur 2g éléments.
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Théorème 2.14. — Soit k = C. Alors, la famille de Kodaira–Parshin α : A! C est
un schéma fini-abélien avec grande monodromie.

Esquisse de démonstration. — On désigne par ν le morphisme disc et on fixe
un C-point c de C. La fibre ν−1(c) de ν en c s’interprète comme l’ensemble des
classes d’isomorphie des revêtements à G-monodromie ramifiés exactement en c. Le
mapping class group de la surface épointée C ∖ {c} agit donc naturellement sur ν−1(c).
On considère l’intersection Γ de tous les stabilisateurs.

Pour un point h de ν−1(c), le groupe Γ agit sur H1(Yh,Q) en préservant la forme d’in-
tersection. Si H1

pr(Yh,Q) désigne l’orthogonal de l’image de π∗
h : H1(C,Q)! H1(Yh,Q),

on a une application
µ : Γ −!

∏
ν(h)=c

Sp(H1
pr(Yh,Q)).

On se ramène sans trop de peine à démontrer que l’image de µ est Zariski-dense. Une
variante du lemme de Goursat entraîne qu’il suffit de vérifier les deux faits suivants :

(1) pour tout h ∈ ν−1(c), l’image de Γ! Sp(H1
pr(Yh,Q)) est Zariski-dense ;

(2) pour tous h, h′ ∈ ν−1(c) distincts, il existe γ ∈ Γ tel que les élements prh(µ(γ)) et
prh′(µ(γ)) sont unipotents et les espaces qu’ils fixent ont dimensions différentes.

Les deux énoncés se démontrent en produisant des éléments unipotents des groupes
Sp(H1

pr(Yh,Q)). En l’occurence, ils seront des transvections sur H1
pr(Yh,Q) induites par

des twists de Dehn associés à des courbes simples sur C ∖ {c}. Je dois me contenter de
donner une idée très sommaire de comment leur choix judicieux est fait. On commence
en donnant une forme normale d’un revêtement πh : Yh ! C ; on exploitera le fait que
le groupe G est extension des groupes cycliques F×

ℓ et Fℓ.
La composée de la représentation de monodromie ρh : π1(C ∖ {c}) ! Aff(ℓ) avec

le caractère χ : Aff(ℓ) ! F×
ℓ se factorise par l’homologie de la surface C. On fixe un

isomorphisme F×
ℓ ≃ Z/(ℓ− 1). L’homomorphisme H1(C,Z)! Z/(ℓ− 1) qui en résulte

envoie la classe d’un cycle vers le nombre d’intersection, pris modulo ℓ − 1, avec une
courbe simple non séparante α passant par c.

Le complémentaire d’un voisinage tubulaire V de α est une surface à bord C ′ telle
que la composée

π1(C ′) −! π1(C ∖ {c}) πh−! Aff(ℓ) χ
−! F×

ℓ

est triviale. À nouveau, l’homomorphisme π1(C ′)! Kerχ = Fℓ qui s’en déduit envoie
un lacet vers le nombre d’intersection, pris modulo ℓ, avec un arc β reliant les deux
composantes de bord de C ′.

Soit W un voisinage tubulaire de β. La surface T := V ∪ W est un tore à bord
dont le complémentaire S est une surface à bord (de genre g − 1). Par construction, la
représentation de monodromie est triviale sur S et sur le bord de T . Les twists de Dehn
cherchés sont fabriqués à partir de courbes simples sur T ∖ {c}.
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α

β

Figure 2. La courbe α, l’arc β et leurs voisinages tubulaires V et W . On voit
sur la figure que la surface à bord V ∪ W est homéomorphe à un tore à bord.

2.4. La conjecture de Mordell
2.4.1. Stagnation des familles de Kodaira–Parshin. — Soient C une courbe projective
sur K de genre g, ℓ un nombre premier et α : A ! C la famille de Kodaira–Parshin
pour le groupe Aff(ℓ).

Pour un ensemble fini S de places de K assez grand, la famille de Kodaira–Parshin
s’étend en une famille finie-abélienne polarisée sur un OK,S-schéma projectif lisse à
fibres géométriquement connexes de dimension relative 1. Avec un abus de notation,
on désigne encore par α : A! C une telle extension. Soit ν : C ′ = Specα∗OA ! C la
factorisation de Stein de α. Soit K̄ une clôture algébrique de K.

Soit p un premier impair qui ne ramifie pas dans K et tel que S ne contient pas de
place p-adique, et soit v une place p-adique de K.

Proposition 2.15. — Soit c ∈ C(K). Avec les notations ci-dessus, on suppose
(1) ℓ congru à 3 modulo 4 ;
(2) les entiers |Fv| et ℓ− 1 premiers entre eux ;
(3) pour tout premier impair q divisant ℓ− 1, la classe de |Fv| dans F×

q d’ordre ⩾ 8.
Alors,

stagv(ν−1(c̄), 7) ⩽ 7 2g+1

(ℓ− 1)g .

Le reste de ce numéro est consacré à la preuve de cet énoncé. On commence par un
lemme simple dont la preuve est laissé au lecteur (voir Lawrence et Venkatesh, 2020,
Lemma 2.11) :

Lemme 2.16. — On considère l’homomorphisme de groupes t : Aff(ℓ)2g ! (F×
ℓ )2g et

l’application u : Aff(ℓ)2g ! Aff(ℓ), définis par

t(a1, b1, . . . , ag, bg) := (χ(a1), χ(b1), . . . , χ(ag), χ(bg)).
u(a1, b1, . . . , ag, bg) := [a1, b1] · · · [ag, bg].
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Soit N le sous-ensemble de Aff(ℓ)2g formé des 2g-uplets (a1, b1, . . . , ag, bg) engen-
drant Aff(ℓ) et vérifiant u(a1, b1, . . . , ag, bg) ̸= idFℓ

. Alors,
(1) l’image de t par N est l’ensemble des 2g-uplets engendrant F×

ℓ :

t(N) = {(τ1, . . . , τ2g) : ⟨τ1, . . . , τ2g⟩ = F×
ℓ };

(2) pour tout x ∈ N ,
|t−1(t(x)) ∩N | = ℓ2g(ℓ− 1).

Par construction, la fibre ν−1(c̄) s’identifie de manière Galois équivariante aux classes
de conjugaisons des épimorphismes πét

1 (C̄∖ {c̄})! Aff(ℓ) ne se factorisant pas à travers
l’application canonique ρ : πét

1 (C̄ ∖ {c̄})! πét
1 (C̄). La composition d’une telle surjection

avec la projection σ : Aff(ℓ)! F×
ℓ donne lieu à une application Galois équivariante

Φc : ν−1(c̄) −! HomZ(πét
1 (C̄ ∖ {c̄}),F×

ℓ ).

Un homomorphisme continu surjectif de groupes πét
1 (C̄ ∖ {c̄}) ! Aff(ℓ) est de-

terminé par la donnée de 2g éléments α1, β1, . . . , αg, βg de Aff(ℓ). De plus, un tel
homomorphisme se factorise à travers πét

1 (C̄) si et seulement si le produit des commuta-
teurs [α1, β1] · · · [αg, βg] est l’élément neutre.

En reprenant les notations du Lemme 2.16, le choix des générateurs de l’image
de πét

1 (C̄ ∖ {c̄}) qui précède permet d’identifier la fibre ν−1(c̄) avec le quotient N/Aff(ℓ)
de N par l’action de conjugaison de Aff(ℓ), le groupe abélien HomZ(πét

1 (C̄),F×
ℓ )

avec (F×
ℓ )2g et l’application Φc avec t. D’après la description explicite de Φc et le

lemme 2.16 (2), les fibres de Φc ont toutes le même cardinal et donc

stagv(ν−1(c̄), 7) ⩽ stagv(Im Φc, 7).

Pour conclure la preuve de la proposition 2.15, il suffit de borner la v-stagnation de
l’image de Φc, c’est-à-dire de majorer le nombre d’éléments d’orbite de taille ⩽ 7 et de
minorer le cardinal de Im Φc.

Lemme 2.17. — Avec les notations introduites ci-dessus,

| Im Φc| ⩾ 1
2(ℓ− 1)2g,(1)

|{x ∈ HomZ(πét
1 (C̄),F×

ℓ ) : |⟨Frv⟩.x| ⩽ 7}| ⩽ 7 · 2g(ℓ− 1)g.(2)

Démonstration. — (1) Via le lemme 2.16 (1) on identifie l’image de Φc à l’ensemble des
épimorphismes (F×

ℓ )2g ! F×
ℓ . Prendre le produit tensoriel d’un tel épimorphisme avec

le Z/(ℓ − 1)-module Hom(F×
ℓ ,Z/(ℓ − 1)) libre de rang 1 met en bijection l’ensemble

précédent avec l’ensemble des épimorphismes (Z/(ℓ − 1))2g ! Z/(ℓ − 1), ou encore
(par dualité) avec les éléments de (Z/(ℓ− 1))2g engendrant un sous-module libre. Si q
est un nombre premier, il y a q2gr(1 − q−2g) éléments de (Z/qrZ)2g engendrant un
sous-Z/qrZ-module libre. En prenant le produit sur les premiers divisant ℓ− 1,

| Im Φc| = (ℓ− 1)2g ∏
q|ℓ−1

premier

(1 − q−2g) ⩾ 1
2(ℓ− 1)2g,
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où l’on a utilisé l’inégalité
∏
q|ℓ−1

premier

(1 − q−2g)−1 <
∏
q|ℓ−1

premier

(1 − q−2)−1 < ζ(2) = π2

6 < 2.

(2) Par commutativité de F×
ℓ , la précomposition avec ρ induit un isomorphisme

HomZ(πét
1 (C̄),F×

ℓ ) ∼
−! HomZ(πét

1 (C̄ ∖ {c̄}),F×
ℓ ).

L’abélianisé du groupe fondamental étale de C̄ s’identifie de manière Galois équivariante
au module de Tate de la jacobienne J de C. Le groupe F×

ℓ étant de (ℓ− 1)-torsion,

HomZ(πét
1 (C̄),F×

ℓ ) = HomZ(J [ℓ− 1],F×
ℓ ).

L’accouplement de Weil J [ℓ− 1] × J [ℓ− 1]! µℓ−1 induit par dualité un accouplement
parfait et compatible à l’action de Galois

⟨−,−⟩ : HomZ(J [ℓ− 1],F×
ℓ ) × HomZ(J [ℓ− 1],F×

ℓ ) −! HomZ(µℓ−1, (F×
ℓ )⊗2),

où (F×
ℓ )⊗2 désigne la deuxième puissance tensorielle du Z/(ℓ− 1)-module inversible F×

ℓ .
Comme la courbe C a bonne réduction en v, l’action de Gal(K̄/K) sur J [ℓ − 1] est
non ramifiée. L’endomorphisme de Frobenius Frv ∈ Gal(F̄v/Fv) opère linéairement
sur HomZ(J [ℓ− 1],F×

ℓ ) et, pour tous x, x′ ∈ H1
ét(C̄,F×

ℓ ),

⟨Frv.x,Frv.x′⟩ = |Fv|−1⟨x, x′⟩.

Alors, pour tout i ∈ N et tous x, x′ ∈ Ker(Friv − id),

(|Fv|−i − 1)⟨x, x′⟩ = 0.

Les éléments x de HomZ(J [ℓ− 1],F×
ℓ ) ayant orbite de taille ⩽ 7 vérifient Friv.x = x pour

un certain i = 1, . . . , 7, c’est-à-dire qu’ils appartiennent au noyau de Friv − id.
Soit q un premier impair divisant ℓ − 1. Comme la classe de |Fv| modulo q est

inversible et d’ordre ⩾ 8 dans F×
q , les entiers |Fv|i − 1 et q sont premiers entre eux.

L’accouplement ⟨x, x′⟩ de x et x′ est un élément d’un Z/(ℓ− 1)Z-module libre de rang 1,
donc l’identité précédente implique 2⟨x, x′⟩ = 0 car 4 ne divise pas ℓ− 1.

Lemme 2.18. — Soit M un groupe abélien fini muni d’un accouplement parfait à valeurs
dans Q/Z. Soit N un sous-groupe totalement isotrope. Alors,

|N | ⩽
√

|M |.

Le Z/(ℓ− 1)-module HomZ(J [ℓ− 1],F×
ℓ ) est libre de rang 2g. En appliquant le lemme

précédent avec M = 2 HomZ(J [ℓ− 1],F×
ℓ ) et N = 2 Ker(Friv − id) on trouve

| Ker(Friv − id)| ⩽ 2g(ℓ− 1)g.

On termine la preuve en prenant la somme pour i = 1, . . . , 7.
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2.4.2. Fin de la preuve du théorème de Faltings. — Il ne reste qu’à bien choisir les
données auxiliaires, c’est-à-dire le premier ℓ et la place v. Soient K un corps de nombres
et g ⩾ 2 un entier. Alors, il existe un nombre premier ℓ avec les propriétés suivantes :
(1) ℓ est congru à 3 modulo 4 ;
(2) ℓ− 1 n’est divisible par aucun premier impair ⩽ 8[K : Q] ;
(3) toute clôture galoisienne K ′ de K est linéairement disjointe de Q(µℓ−1) ;
(4) l’inégalité suivante est satisfaite :

7 2g+1

(ℓ− 1)g <
1

(g − 1
2)(ℓ− 1) + 1 .

L’existence d’un tel ℓ découle du théorème de la progression arithmétique de Dirichlet :
il existe une infinité de premiers ℓ qui ne sont congrus à 1 ni modulo un premier impair
divisant le discriminant de K, ni modulo un premier impair ⩽ 8[K : Q], ni modulo 4.
La condition (3) s’ensuit pour des raisons de ramification et la condition (4) peut être
toujours satisfaite quitte à prendre ℓ assez grand.

On considère la famille de Kodaira–Parshin pour le groupe Aff(ℓ). Pour un ensemble
fini S de places de K assez grand, la courbe C s’étend en une courbe projective sur OK,S

(que l’on note abusivement encore par C) et la famille de Kodaira–Parshin en un schéma
fini-abélien α : A! C. On remarquera que le membre de droite de la condition (4) se
récrit comme 1/(d+ 1) où d = (g − 1

2)(ℓ− 1) est la dimension relative de α : A! S.
Une application facile du théorème de densité de Čeboratev montre qu’il existe une

place v de K avec les propriétés suivantes :
(1) la place v est admissible et n’appartient pas à S ;
(2) ℓ− 1 et |Fv| sont premiers entre eux ;
(3) pour tout premier impair q divisant ℓ− 1, la classe de |Fv| modulo q est inversible

et a ordre ⩾ 8 dans (Z/qZ)×.
Soit c un K-point de C. Grâce au choix de ℓ et de v, on peut appliquer la Proposi-

tion 2.15 et obtenir la borne suivante pour la v-stagnation de ν−1(c) :

stagv(ν−1(c), 7) ⩽ 7 2g+1

(ℓ− 1)g <
1

d+ 1 .

Le Théorème 2.7 permet alors de conclure.

3. APPLICATIONS DE PÉRIODES

3.1. Cas complexe
3.1.1. — Soit π : X ! S un morphisme propre et lisse entre variétés algébriques
complexes non singulières. L’application holomorphe πan : Xan ! San associée est une
submersion holomorphe et propre entre variétés complexes. Le théorème d’Ehresmann
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affirme qu’il s’agit d’une fibration topologique localement triviale : étant donnés un
ouvert simplement connexe Ω de San et un point s de Ω, l’ouvert π−1(Ω) de Xan est
homéomorphe à Xan

s × Ω où Xan
s est la fibre de πan en s.

Il en découle que, pour tout naturel q ∈ N, le faisceau Rqπan
∗ CXan est un système

local sur San, où CXan est le faisceau des fonctions localement constantes à valeurs
complexes sur Xan. Le fibré vectoriel holomorphe V := Rqπan

∗ CXan ⊗CSan OXan est muni
de la connexion id ⊗d dont les sections horizontales s’identifient de façon tautologique
à Rqπan

∗ CXan .
D’autre part, le théorème de de Rham fournit un isomorphisme du fibré vectoriel V

avec le q-ème faisceau de cohomologie de de Rham relative Hq
dR(Xan/San). Par transport

de structure, le fibré vectoriel Hq
dR(Xan/San) est muni d’une connexion canonique ∇GM

appelée de Gauss–Manin (ou de Picard–Fuchs suivant les auteurs).
Par le théorème GAGA de Serre, l’application naturelle de fibrés vectoriels holo-

morphes Hq
dR(X/S)an ! Hq

dR(Xan/San) est un isomorphisme. Comme la variété S n’est
pas supposée propre, les connexions holomorphes sur Hq

dR(X/S)an ne sont pas algébriques
en général et il est tout à fait remarquable que ce soit le cas pour la connexion ∇GM
construite par les moyens fort transcendants décrits ci-dessus.

3.1.2. — Par construction, la connexion de Gauss–Manin est intégrable et elle permet
donc d’identifier les fibres voisines de Hq

dR(X/S). Plus précisément, étant donné un
ouvert simplement connexe Ω de San, le système local Rqπan

∗ CXan est constant, d’où un
isomorphisme, pour s, t ∈ Ω,

Hq(Xan
s ,C) Γ(Ω,Rqπan

∗ CXan) Hq(Xan
t ,C)∼

evs

∼
evt

χ̃s,t

de C-espaces vectoriels donné par l’evaluation en s et en t. Par composition avec
l’isomorphisme de de Rham, on déduit de χ̃s,t un isomorphisme de C-espaces vectoriels

χs,t : Hq
dR(Xs/C) −! Hq

dR(Xt/C).

Lorsque Ω est une boule assez petite on peut écrire une formule explicite pour
l’isomorphisme χs,t purement en termes de la connexion ∇GM. Soient z1, . . . , zd des
coordonnées sur Ω (d = dimS). Pour i = 1, . . . , d, on considère la dérivation

Di = ∇GM( ∂
∂zi

) : Hq
dR(X/S) −! Hq

dR(X/S)

donnée par l’evaluation de la connexion ∇GM le long du champ de vecteurs ∂
∂zi

. Alors,
l’homomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes sur Ω,

χs : Hq
dR(X/S)an

|Ω −! OΩ ⊗ Hq
dR(Xs/S)

v 7−!
∑
n∈Nd

zn

n! ⊗Dn(v).s

est un isomorphisme satisfaisant χs(Di(v)) = ∂D(v)
∂zi

, où pour un d-uplet de nombres
entiers n = (n1, . . . , nd), on a utilisé la notation n! = n1! · · ·nd!, zn = zn1

1 · · · znd
d
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et Dn = Dn1
1 ◦ · · · ◦Dnd

d . (4) L’isomorphisme χt,s plus haut n’est rien d’autre que la fibre
en t de χs.

Le fibré vectoriel Hq
dR(X/S) est muni de sa filtration (décroissante) de Hodge

Fil• Hq
dR(X/S) : F0 = Hq

dR(X/S) ⊇ F1 ⊇ · · · ⊇ Fn ⊇ Fn+1 = 0,

par les sous-fibrés vectoriels F i = Im(Riπ∗Ω•
X/S ! Hq

dR(X/S)).
Pour un entier i ⩾ 1, soit ri le rang du fibré vectoriel F i/F i+1 et soit r = (r0, . . . , rn).

On considère la variété H := Flagr(H
q
dR(Xs/C)) des drapeaux de type r de l’espace

vectoriel Hq
dR(Xs/C). L’application holomorphe

Pers : Ω −! Han = Flagr(H
q
dR(Xs/C))an

qui, à tout point t ∈ Ω, associe le point représentant le drapeau χt,s(Fil• Hq
dR(X/S)t)

est appelée l’application (holomorphe) de périodes.

Exemple 3.1. — La pierre angulaire des applications de périodes est sans doute celle
provenant de la famille de Legendre de courbes elliptiques π : X ! S, où S est la droite
projective complexe privée de 3 points P1

C ∖ {0, 1,∞} et pour λ ∈ S(C), la fibre en λ

de π est la courbe elliptique d’équation affine

Eλ : y2 = x(x− 1)(x− λ).

Soient λ un nombre complexe ̸= 0, 1 et Ω ⊆ C∖{0, 1} un voisinage ouvert simplement
connexe de λ. Le premier groupe de cohomologie de de Rham H1

dR(Eλ/C) de Eλ est de
dimension 2 et l’application de périodes décrit comment varie H0(Eλ′ ,Ω1

Eλ′ ) pour λ′ ∈ Ω,

Perλ : Ω −! P(H1
dR(Eλ/C))

λ′ 7−!
[
χλ′,λ(H0(Eλ′ ,Ω1

Eλ′ ))
]
,

les crochets désignant le point associée à la droite vectorielle.
Du point de vue topologique, par le biais d’un homéomorphisme π−1(Ω) ≃ Ω × Eλ

on peut voir des lacets α sur Eλ comme des lacets α(λ′) sur Eλ′ pour tout λ′ ∈ Ω. On
fixe une base α1, α2 du premier groupe d’homologie de la courbe elliptique Eλ. Via
l’isomorphisme de de Rham

H1
dR(Eλ/C) ≃ H1(Eλ,C),

les lacets α1 et α2 (vus comme des formes linéaires sur H1
dR(Eλ/C)) prennent les valeurs

ωi(λ′) =
∫
αi(λ′)

dx
y

(i = 1, 2)

4. L’ordre de la composition dans la dernière expression n’a pas d’importance car les opérateurs Di

commutent entre eux à cause de la l’intégrabilité de ∇GM et de la commutativité des champs de
vecteurs ∂

∂zi
.
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sur la base dx/y de la droite vectorielle H0(Eλ′ ,ΩEλ′ ). Autrement dit, dans les coordon-
nées dans le répère α1, α2, l’application de périodes est la fonction holomorphe

τ : Ω −! P1(C)
λ′ 7−! τ(λ′) = ω1(λ′)

ω2(λ′) ,

et la courbe elliptique complexe Eλ′ est biholomorphe à C/(Z + τ(λ′)Z).
Du point de vue différentiel, les sections horizontales pour la connexion de Gauss–

Manin sont les solutions de l’équation hypergéometrique de Gauss de paramètres 1
2 , 1

2 , 1,
à savoir :

λ(1 − λ)f ′′ + (1 − 2λ)f ′ − 1
4f = 0.

La fonction holomorphe τ plus haut s’interprète comme le ratio de deux solutions
linéairement indépendantes.

3.1.3. — Soit ν : S̃ ! San un revêtement universel de San. Un point s̃ dans la fibre ν−1(s)
étant fixé, il existe une unique composante connexe Ω̃ de ν−1(Ω) contenant s̃ et le
revêtement ν se restreint en un homéomorphisme ν|Ω̃ : Ω̃ ∼

! Ω. L’application Pers ◦ ν|Ω̃
s’étend en une application holomorphe Pers̃ : S̃ ! H équivariante sous l’action du groupe
fondamental π1(San, s) opérant sur le revêtement universel S̃ de manière naturelle et
sur H via la représentation de monodromie

ρs : π1(San, s) −! GL(H1
dR(Xs/C)).

En particulier, on obtient :

Lemme 3.2. — Avec les notations ci-dessus, soit Γ (resp. Z) l’adhérence de Zariski de
l’image de l’application ρs (resp. Pers). Alors,

Γ.Pers(s) ⊆ Z.

Dans l’énoncé il n’y a pas de confusion possible à propos de l’adhérence de Zariski à
prendre, si algébrique ou analytique : comme H est une variété projective, elles coïncident
d’après le théorème de Chow.

3.2. Cas formel

3.2.1. — Soit π : X ! S un morphisme propre et lisse entre variétés algébriques lisses
sur un corps k de caracéristique nulle. Il y a manière de donner une définition purement
algébrique de la connexion de Gauss–Manin ∇GM sur le q-ème faisceau de cohomologie
de de Rham Hq

dR(X/S) (voir Katz, 1970, §3.4). On peut aussi donner un sens à
l’isomorphisme χs plus haut en termes de géométrie formelle, à savoir, en remplaçant
les fonctions holomorphes par des séries formelles à coefficients dans k.

De façon plus précise, soit s un point k-rationnel de S. On considère la complétion
formelle ÔS,s de l’anneau local OS,s en s :

ÔS,s := lim −
n∈N

OS,s/m
n
s ,
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où ms est l’idéal maximal de OS,s. On désigne par ε : Spec ÔS,s ! S le morphisme qui
s’en déduit. L’analogue formel de l’isomorphisme χs est un isomorphisme

χ̂s : ε∗Hq
dR(X/S) −! ÔS,s ⊗k Hq

dR(Xs/k)

de ÔS,s-modules décrit en coordonnées locales de la manière suivante.
Soient z1, . . . , zd ∈ OS,s des paramètres locaux en s, i.e. des générateurs de l’idéal

maximal ms, où d = dimS. Après passage aux complétions, l’inclusion de k[z1, . . . , zd]
dans OS,s s’étend en un isomorphisme

k[[z1, . . . , zd]] ∼
−! ÔS,s

de k-algèbres locales complètes. Comme avant, on pose Di = ∇GM( ∂
∂zi

). Via l’isomor-
phisme qui précède, la formule pour v dans ε∗Hq

dR(X/S),

(5) χ̂s(v) =
∑
n∈Nd

zn

n! ⊗Dn(v).s,

a un sens comme élément de ÔS,s⊗kHq
dR(Xs/k) (où l’on a employé les mêmes conventions

qu’au numéro précédent).

3.2.2. — L’isomophisme χ̂s permet de définir un analoge formel de l’application de
périodes. On désigne encore par

Fil• Hq
dR(X/S) : F0 = Hq

dR(X/S) ⊇ F1 ⊇ · · · ⊇ Fn ⊇ Fn+1 = 0

la filtration de Hodge, par ri le rang de F i/F i+1 et on pose r = (r0, . . . , rn). La filtration
du ÔS,s-module ÔS,s ⊗k Hq

dR(Xs/k) induite par ε∗ Fil• Hq
dR(X/S) via χ̂s donne lieu à un

morphisme de k-schémas

P̂ers : Spec ÔS,s −! H := Flagr(H
q
dR(Xs/k)),

qu’on appelera l’application de périodes formelle.

Lemme 3.3. — Avec les notations ci-dessus, on suppose que k est un sous-corps de C.
Soient Ω un voisinage contractile de s dans S(C) et Pers : Ω! (H ×k C)an l’application
holomorphe des périodes en s. Soient Ẑ et ZC respectivement les adhérences de Zariski
de l’image de P̂ers et de Pers. Alors,

ZC = Ẑ ×k C.

Cette observation élémentaire rélève de l’insensibilité des adhérences de Zariski aux
extensions de scalaires et du fait que P̂ers et Pers sont données « par les mêmes formules ».

3.3. Cas p-adique

Soit p un nombre premier. Soit K une extension finie non ramifiée de Qp, d’anneau
des entiers OK et de corps résiduel k.
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3.3.1. — Pour une variété algébrique X sur K on désigne par Xan le K-espace
analytique associé au sens de Berkovich. (5) L’espace topologique sous-jacent est l’en-
semble |Xan| des couples (x, | · |) formés d’un point x ∈ X (pas nécessairement fermé) et
d’une valeur absolue | · | sur le corps résiduel κ(x) en x étendant celle de K ; l’ensemble
|Xan| est muni de la topologie la moins fine pour laquelle

• l’application oubliant la valeur absolue πX : |Xan|! X, (x, | · |) 7! x est continue ;
• pour tout ouvert U de X et toute fonction régulière f ∈ Γ(U,OX), l’applica-

tion |f | : |Xan|! R+, (x, | · |) 7! |f(x)| est continue.

L’espace topologique |Xan| est localement compact. Si X est intègre, une fonction
analytique sur un ouvert U de |Xan| est une fonction qui est localement limite uniforme
de fonctions rationnelles sans pôles.

Si X est un modèle de X, c’est-à-dire un OK-schéma plat séparé de type fini de fibre
générique X, on considère le sous-ensemble compact Xη de Xan, appelé la fibre générique
à la Raynaud, formé par les couples (x, | · |) tels que le morphisme naturel Specκ(x)! X

s’étend en un morphisme Specκ(x)◦ ! X , où κ(x)◦ est l’anneau des entiers de κ(x) par
rapport à | · | :

κ(x)◦ = {λ ∈ κ(x) : |λ| ⩽ 1}.

Une telle extension étant unique par séparation de X , on définit l’application de
réduction red: Xη ! X0 à valeurs dans la fibre spéciale X0 de X associant à un
couple (x, | · |) l’image par Specκ(x)◦ ! X du point fermé de Specκ(x)◦.

Il s’agit d’une application anti-continue, c’est-à-dire que la preimage d’un fermé est
ouverte. Par exemple, si x est un OK-point de X , l’ensemble Ωx := red−1(red(x)) est un
ouvert de Xη contenant x et qu’on appelle le disque autour de x. (6) Les K-points de Ωx

s’identifient aux OK-points x′ de X tels que

x ≡ x′ (mod p).

Exemple 3.4. — Soient X = A1
OK

la droite affine sur OK et X = A1
K la droite affine

sur K. Alors, le compact Xη n’est autre que le disque fermé de rayon 1 dans Xan :

Xη = {(x, | · |) ∈ A1,an
K : |t(x)| ⩽ 1},

où t désigne la fonction coordonnée sur A1. La fibre spéciale de X est la droite affine A1
k

sur le corps résiduel k et le disque ouvert autour de 0 est le disque ouvert de rayon 1
centré à l’origine :

Ω0 := red−1(red(0)) = {(x, | · |) ∈ A1,an
K : |t(x)| < 1}.

5. Le choix de ce langage pour l’analyse rigide n’a guère d’importance et le lecteur préférant d’autres
points du vue pourra s’en servir sans changements majeurs.

6. Si le OK-schéma X est lisse de dimension relative d, le critère de lissité formelle montre que Ωx

est isomorphe en tant que K-espace analytique au disque ouvert de rayon 1 de dimension d.
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3.3.2. — La connexion de Gauss–Manin peut être définie en général pour un schéma T ,
un T -schéma lisse S et un morphisme propre et lisse π : X ! S. Ici, on prend pour T le
spectre de OK . On suppose de plus S connexe et que les OS-modules cohérents Hq

dR(X/S)
et Riπ∗Ωj

X/S sont localement libres pour tout i, j, q ∈ N.
Soit s un K-point de la fibre générique à la Raynaud Sη de S et soit Ωs le disque

autour de s. Comme S est lisse, on peut identifier Ωs avec le produit de n copies du
disque ouvert centré à l’origine et de rayon 1 :

D(0, 1−)n = {x ∈ An,an
K : |ti(x)| < 1},

où n est la dimension (relative) de S sur OK et t1, . . . , tn sont les fonctions coordonnées
sur l’espace affine An,an

K . Quoique cela ne soit pas de grande importance (tout point
d’un disque p-adique en est un centre), on peut supposer que s soit envoyé sur 0. La
série formelle (5) converge (7) sur Ωs (voir l’exposé de Katz, 1973, dans ce séminaire) et
donne lieu à un isomorphisme de fibrés vectoriels sur Ωs,

χs : Hq
dR(X/S)an

|Ωs

∼
−! OΩs ⊗K Hq

dR(Xs/K).

En particulier, pour tout K-point t de Ωs, la fibre en t de l’isomorphisme χs est un
isomorphisme de K-espaces vectoriels

χt,s : Hq
dR(Xt/K) ∼

−! Hq
dR(Xs/K).

Avec la situation complexe en tête, l’ouvert Ωs joue le rôle d’un voisinage simplement
connexe de s. L’image par χs de la filtration de Hodge de Hq

dR(X/S) définit une
application analytique

Pers : Ωs −! Flagr(H
q
dR(Xs/K))an,

que l’on appelera l’application de périodes p-adique.

Exemple 3.5. — On suppose p ̸= 2 et considère la famille de courbes elliptiques de
Legendre π : X ! S où S est la droite projective sur Zp privé de 3 points P1

Zp
∖{0, 1,∞}.

Pour λ ∈ Zp tel que λ ̸≡ 0, 1 (mod p), le disque Ωλ autour de λ est le disque ouvert de
rayon 1 centré en λ dans A1,an

Qp
. La courbe elliptique sur Qp d’équation affine

Eλ : y = x(x− 1)(x− λ)

est à bonne réduction et l’application de périodes a deux comportements radicalement
différents suivant que le groupe Eλ(F̄p) ait des points de p-torsion non triviaux ou pas.
La courbe elliptique Eλ est dite à réduction ordinaire dans le premier cas et à réduction
supersingulière dans le deuxième.

Dans le cas ordinaire, l’application de périodes Perλ : Ωλ ! P1,an
Qp

est la compo-
sition d’un rêvetement étale q : Ωλ ! D(1, 1−), le paramètre de Serre–Tate, et du

7. Ce n’est pas vrai en général que les sections horizontales d’une connexion intégrable convergent
sur tout le disque autour de s : par exemple, la série exponentielle

∑∞
n=0 zn/n! ne converge que sur le

disque ouvert de rayon p−1/(p−1) autour de l’origine. La différence est imputable au caractère régulier
des singularités de la connexion de Gauss–Manin, par opposition à la singularité irrégulière de d − dt.
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logarithme log : D(1, 1−)! A1
Qp

, où D(1, 1−) désigne le disque ouvert de rayon 1 centré
en 1. Tout comme le logarithme, Perλ est un revêtement étale surjectif de A1,an

Qp
par le

disque Ωλ.
Si la réduction est supersingulière, la situation est encore plus perturbante (en la

comparant à son homologue complexe) : l’application de périodes Perλ est un revêtement
étale surjectif de la droite projective analytique P1,an

Qp
sur Qp !

J’invite le lecteur intéressé à consulter l’ouvrage de André (2003) pour davantage de
détails.

3.3.3. — Si l’on ne s’intéresse qu’à des propriétés grossières, comme la dimension de
l’adhérence de Zariski de l’image, on peut tirer des informations sur l’application de
périodes p-adique à partir de renseignements sur celle complexe. Ceci se fait par le
choix à première vue étrange d’un plongement σ : K ! C. Cela va sans dire, un tel
plongement n’est pas du tout continu.

On désigne par πσ : Xσ ! Sσ le morphisme de variétés algébriques complexes déduit
de π par extension des scalaires et par σ(s) le C-point de Sσ induit par s. On fixe un
voisinage ouvert simplement connexe Ω de σ(s) dans Sσ(C). La formation de la filtration
de Hodge étant compatible aux extensions de scalaires, on a une application de périodes
holomorphe

Perσ(s) : Ω −! Flagr(H
q
dR(Xσ(s)/C)),

ainsi qu’une représentation de monodromie

ρσ(s) : π1(Sσ(C), σ(s)) −! GL(Hq
dR(Xσ(s)/C)).

Proposition 3.6. — Avec les notations ci-dessus, soit Z l’adhérence de Zariski de
l’image de l’application de périodes p-adique Pers : Ωs ! Flagr(H

q
dR(Xs/K))an. Si Γ

désigne l’adhérence de Zariski de la représentation de monodromie ρσ(s), on a

dimC Γ.Perσ(s)(σ(s)) ⩽ dimK Z.

Cet énoncé s’obtient par conjonction du lemme 3.3 et de son analogue p-adique, ainsi
que du lemme 3.2.

4. PREUVE DU THÉORÈME 2.7

4.1. Démarrage
4.1.1. — On reprend les notations de l’énoncé du théorème 2.7. Soient K un corps de
nombres, S un ensemble fini de places de K contenant toutes celles archimédiennes et
celles qui ramifient. Soit p un nombre premier tel qu’aucune place de K au-dessus de p
n’est dans S et tel qu’il existe une place admissible v de K au-dessus de p.

Soient C une courbe sur OK,S, α : A ! C un schéma fini-abélien de dimension
relative d, ν : C ′ = Specα∗OA ! C la factorisation de Stein de α et α′ : A! C ′ l’unique
morphisme tel que α = ν ◦ α′.



1182–30

On fixe une clôture algébrique K̄ de K. Soit r un nombre réel ⩾ ⌊8d/(d+ 1)⌋. On dit
qu’un OK,S-point c de C est non stagnant si

stagv(ν−1(c), r) < 1
d+ 1 .

De cette manière, il s’agit de montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini de OK,S-points non
stagnants de C.

Soit o un OK,S-point non stagnant de C (s’il n’y en a pas, on a gagné). On désigne
par Ω le disque v-adique autour de o. Les K-points de Ω s’identifient aux OK,v-points c
de C tels que c ≡ o (mod p). On désigne par Ωns l’ensemble des OK,S-points non
stagnants de C tels que c ≡ o (mod p). L’ensemble C(Fv) étant fini, pour démontrer le
théorème 2.7 il suffit (et il faut) de montrer que l’ensemble Ωns est fini.

Pour voir qu’un tel ensemble est fini on s’appuie, comme dans la preuve originelle de
Faltings, sur la finitude des représentations galoisiennes paramétrées par ces points. On
fixe des notations pour être plus précis.

4.1.2. Notations « globales ». — Pour un K̄-point c̄′ de C ′ soit :

• c′ l’image du morphisme Spec K̄ ! C ′ défini par c̄′ ;
• K(c′) le corps résiduel du point c′ ;
• Ac̄′ la fibre de α′ : A! C ′ en c̄′ ;
• H1

ét(Ac̄′ ,Qp) le premier groupe de cohomologie étale p-adique de Ac̄′ ;
• ρc̄′ : Gal(K̄/K(c′)) ! GL(H1

ét(Ac̄′ ,Qp)) l’homomorphisme continu de groupes
définissant l’action galoisienne naturelle sur H1

ét(Ac̄′ ,Qp).

Pour justifier la dernière définition, on remarquera que la variété Ac̄′ est obtenue
par extension des scalaires de la fibre en c′ de α′, qui est définie sur K(c′). (8) La
fibre Ac̄′ est une variété abélienne de dimension d sur K̄, donc son premier groupe de
cohomologie étale p-adique est un Qp-espace vectoriel de dimension 2d, dual du module
de Tate p-adique (tensorisé avec Qp).

4.1.3. Notations « locales ». — Soient Kv la complétion de K en v et K̄v une clô-
ture algébrique de Kv. On fixe un plongement ι : K̄ ! K̄v étendant l’injection cano-
nique K ! Kv. Pour un K̄-point c̄′ de C ′ soit :

• c̄′
v le K̄v-point de C ′ induit par c̄′ via ι ;

• c′
v l’image du morphisme Spec K̄v ! C ′

Kv
défini par c̄′

v ;
• Kv(c′) le corps résiduel du point c′

v ;
• ρc̄′,v la restriction de ρc̄′ à Gal(K̄v/Kv(c′)) via le plongement dans Gal(K̄/K(c′))

induit par ι.

8. La donnée de c̄′ induit un plongement de K(c′) dans K̄.
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4.1.4. — On revient à la preuve du théorème.

Définition 4.1. — Soient L un corps et L̄ une clôture algébrique de L. Pour i = 1, 2,
soient Li ⊆ L̄ une extension finie de L, Vi un Qp-espace vectoriel de dimension finie et

ρi : Gal(L̄/Li) −! GL(Vi)
un homomorphisme continu de groupes. Un isomorphisme (L1, ρ1) ! (L2, ρ2) est la
donnée d’un élément γ ∈ Gal(L̄/L) induisant un isomorphisme γ|L1 : L1 ! L2 et d’un
isomorphisme de Qp-espaces vectoriels ψ : V1 ! V2 faisant commuter le diagramme :

Gal(L̄/L1) GL(V1)

Gal(L̄/L2) GL(V2).

ρ1

γ◦−◦γ−1 ψ◦−◦ψ−1

ρ2

Si un tel isomorphisme existe, on dit que les couples sont isomorphes.

Soit T l’ensemble des classes d’isomorphie des couples (L, ρ) où L ⊆ K̄ est une
extension finie de K et ρ : Gal(K̄/L)! GL(V ) un homomorphisme continu de groupes,
avec V est un Qp-espace vectoriel de dimension 2d. On considère l’application

τ : C ′(K̄) −! T
c′ 7−! [(K(c′), ρc̄′)] ,

les crochets désignant la classe d’isomorphie du couple (K(c′), ρc̄′).
De manière analogue, on désigne par Tv l’ensemble des classes d’isomorphie des

couples (L, ρ) où L ⊆ K̄v est une extension finie de Kv et ρ : Gal(K̄v/L)! GL(V ) un
homomorphisme continu de groupes, avec V est un Qp-espace vectoriel de dimension 2d.
On considère

τv : C ′(K̄) −! Tv
c′ 7−! [(Kv(c′), ρc̄′,v)] .

On désigne par Ω′
>r l’ensemble des K̄-points c̄′ de C ′ tels que le K̄v-point ν(c̄′

v) de C
est Kv-rationnel et que l’extension Kv(c′) de Kv est de degré > r. La finitude de Ωns

découle des deux assertions suivantes :

Proposition 4.2. — Avec les notation introduites ci-dessus,
(1) les fibres de l’application τv : Ω′

>r ! Tv sont finies ;
(2) il existe un sous-ensemble fini F de Ωns tel que, pour tout c ∈ Ωns ∖ F , il y a

un K̄-point c̄′ de ν−1(c) tel que [Kv(c′) : Kv] > r et que la représentation ρc′ est
irréductible.

Démonstration de 2.7 admettant 4.2. — Soit F comme dans (2). Pour c ∈ Ωns ∖ F , on
choisit un K̄-point σ(c) de ν−1(c) tel que [Kv(σ(c)) : Kv] > r et que la représentation ρσ(c)
est irréductible. On considère l’application

τ ◦ σ : Ωns ∖ F −! T
c 7−!

[
(K(σ(c)), ρσ(c))

]
.
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La finitude de Ωns est équivalente à celle de l’image et des fibres de τ ◦ σ.
Pour la finitude des fibres, il suffit d’appliquer (1) après avoir remarqué que, pour

tout point c ∈ Ωns et t = τ(σ(c)), l’ensemble (τ ◦ σ)−1(t) est la réunion finie de fibres
de τv ◦ σ. En effet, pour tout c′ ∈ Ωns, l’extension Kv(σ(c′)) de Kv est non ramifiée de
degré borné par celui du revêtement ν : comme il n’y a qu’un nombre fini de classes
d’isomorphie de telles extensions (elles sont toutes le corps des fractions de l’anneau de
Witt de leur corps résiduels, l’extension Kv étant non ramifiée sur Qp), a fortiori τv ◦ σ
ne prend qu’un nombre fini de valeurs sur (τ ◦ σ)−1(t).

Pour montrer que l’image est finie, on remarque d’abord que pour tout K-point c de C
et tout K̄-point c̄′ de ν−1(c) l’extension K(c′) est non ramifiée en dehors de S et de degré
majoré par celui du morphisme ν. Le théorème d’Hermite–Minkowski (théorème 1.4)
entraîne que, à isomorphisme près, il n’y a qu’un nombres fini de telles extensions.

Soit c un point de Ωns ∖ F . Soit S ′ l’ensemble des places de K(σ(c)) au-dessus de S
ou de p. En déhors de S ′ la représentation ρσ(c) est non ramifiée et pure de poids 1.
En supposant (2), elle est de plus irréductible : d’après la proposition 1.5, les classes
d’isomorphie de telles représentations sont en nombre fini. L’image de τ ◦ σ est donc
finie, et il en est de même pour l’ensemble Ωns.

4.2. Application de périodes

4.2.1. — Le morphisme ν étant fini étale par hypothèse, l’application naturelle entre
faisceaux de cohomologie de de Rham relative

θ : ν∗H1
dR(A/C ′) −! H1

dR(A/C)

est un isomorphisme. Le OC-module H1
dR(A/C) est muni via θ d’une structure de faisceau

en ν∗OC′-modules localement libre de rang d. La grassmanienne Grd(H1
dR(A/C ′)) des

sous-espaces de dimension d du OC′-module H1
dR(A/C ′) est un schéma projectif sur C ′.

On considère sa restriction à la Weil G le long du morphisme fini et plat ν :

G = ResC′/C Grd(H1
dR(A/C ′)).

Puisque ν est étale, c’est un schéma projectif sur C : via θ il s’interprète aussi comme la
grassmanienne des sous-ν∗OC′-modules des H1

dR(A/C) de rang d.
La polarisation du schéma fini-abélien A induit un accouplement OC′-bilinéaire et

alterné
ω : H1

dR(A/C ′) ⊗ H1
dR(A/C ′) −! OC′ .

On considère le sous-schéma fermé LGrd(H1
dR(A/C ′)) de Grd(H1

dR(A/C ′)) formé par les
sous-espaces lagrangiens, c’est-à-dire de rang d et totalement isotropes pour la forme ω,
du OC′-module H1

dR(A/C ′). On désigne par H la restriction à la Weil le long de ν :

H = ResC′/C LGrd(H1
dR(A/C ′)).
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4.2.2. — On considère l’application de périodes p-adique Pero en o associée au premier
groupe de cohomologie de de Rham H1

dR(A/C) et à sa filtration de Hodge

0 −! α∗Ω1
A/C −! H1

dR(A/C) −! R1α∗OA −! 0.

Comme tous les OC-modules en question sont des ν∗OC′-modules, l’application de
périodes Pero prend naturellement des valeurs dans G. De plus, le sous-module α∗Ω1

A/C

étant lagrangien, l’image de Pero est contenue dans H. Plus précisément, en voyant o
comme un Kv-point de C, soit ν−1

v (o) la fibre en o de l’application ν. Alors, l’application
de périodes p-adique Pero s’écrit

Pero : Ω −! (Ho,Kv)an,

où Ho = Resν−1(o)/K LGrd H1
dR(α−1(o)/K).

4.2.3. — L’hypothèse de grande monodromie garantit l’existence d’un plonge-
ment σ : K ! C tel que l’adhérence de Zariski Γ de l’image de la représentation de
monodromie

ρσ(o) : π1(Sσ(C), σ(o)) −! GL(H1
dR(ν−1(σ(o))/C))

contient le produit, pris sur les points o′ de ν−1(σ(o)), de Sp(H1
dR(Ao′/C)). D’autre

part, la variété complexe Ho,C est le produit ∏
o′ LGrd(H1

dR(Ao′/C)) où o′ par-
court ν−1(σ(o)). Puisque le groupe symplectique Sp(H1

dR(Ao′/C)) agit transitivement
sur LGrd(H1

dR(Ao′/C)), la proposition 3.6 entraîne que l’image de l’application de
périodes p-adique Pero est Zariski-dense.

4.3. Finitude des fibres

4.3.1. Isocristaux. — Je discute ici la donnée d’algèbre linéaire avec laquelle on se
retrouvera à travailler. L’extension finie Kv de Qp est non ramifiée, donc l’anneau des
entiers de Kv coïncide avec l’anneau de Witt du corps résiduel Fv de Kv. On désigne
par σ l’unique rélèvement à Kv de l’opérateur de Frobenius x 7! xp.

Un isocristal sur Kv est la donnée (V, φ) d’un Kv-espace vectoriel V de dimension
finie et d’un endomorphisme φ : V ! V σ-linéaire (9) bijectif. Un isocristal filtré sur Kv

est la donnée d’un isocristal (V, φ) et d’une filtration décroissante Fil• V = (Fili V )i∈N

de V par des sous-Kv-espaces vectoriels avec Fil0 V = V et Fili V = 0 pour i as-
sez grand. Il est important de remarquer que l’endomorphisme φ ne respecte pas en
général la filtration Fil• V . La notion d’isomorphisme d’isocristaux filtrés est définie
de la manière évidente. Lorsque la filtration Fil• V n’a qu’un seul cran W , on écrira
simplement (V, φ,W ).

Exemple 4.3. — L’exemple qui nous intéresse davantage est celui de la cohomologie de
de Rham d’une variété abélienne à bonne réduction sur Kv. Soit temporairement A

9. Pour x, y ∈ V et λ ∈ Kv, on a φ(x + y) = φ(x) + φ(y) et φ(λx) = σ(λ)φ(x).
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un schéma abélien sur OKv de dimension relative d. Si A0 désigne sa fibre spéciale, le
théorème de comparaison de Rham/cristallin fournit un isomorphisme de OKv -modules

H1
dR(A/OKv) ≃ H1

cris(A0/Fv).

Le membre de gauche vient avec sa filtration de Hodge, en l’occurrence donnée par
le sous-module H0(A,Ω1

A) de rang d. Par fonctorialité de la cohomologie cristalline, le
morphisme de Frobenius absolu FrA0 : A0 ! A0 induit un endomorphisme σ-linéaire φ
du OKv -module H1

cris(A0/Fv). Le triplet

(H1
dR(A/OKv)[ 1

p
], φ,H0(A,Ω1

A)[ 1
p
])

est un isocristal filtré. L’opérateur φ respecte la filtration de Hodge, i.e. se restreint
en un endomorphisme de H0(A,Ω1

A), si et seulement si l’endomorphisme de Frobenius
de A0 se rélève. Cela n’a lieu que dans des cas très particuliers et c’est loin d’être le
comportement « générique ».

Définition 4.4. — Pour i = 1, 2, soient Li ⊆ K̄v une extension finie de Kv

et (Vi, φi,Wi) un isocristal filtré sur Li.
Un isomorphisme (L1, (V1, φ1,W1)) ! (L2, (V2, φ2,W2)) est la donnée d’un élé-

ment γ ∈ Gal(K̄v/Kv) induisant un isomorphisme de corps γ : L1 ! L2 et d’un isomor-
phisme de L2-espaces vectoriels f : V1 ⊗L1 L2 ! V2 tel que f(W1 ⊗L1 L2) = W2 et que le
diagramme suivant est commutatif :

V1 ⊗L1 L2 V2

V1 ⊗L1 L2 V2.

f

φ1⊗id φ2

f

(Les produits tensoriels sont tous pris via γ.) Les couples sont dites isomorphes si un tel
isomorphisme existe.

4.3.2. — On désigne par D l’ensemble des classes d’isomorphie des couples (L, (V, φ,W ))
où L ⊆ K̄v est une extension finie de Kv et (V, φ,W ) est un isocristal filtré sur L avec V
et W respectivement de dimension 2d et d. Pour un K̄-point c̄′ de C ′ la variété
abélienne Ac′

v
sur Kv(c′) est à bonne réduction. La construction de l’exemple 4.3 donne

lieu à un isocristal filtré sur Kv(c′),

D(c̄′) = (H1
dR(Ac′

v
/Kv(c′)), φc′

v
,H0(Ac′

v
,ΩAc′

v
)),

où φc′
v

est l’endomorphisme semi-linéaire induit par le Frobenius absolu de la réduction
de Ac′

v
modulo p. On considère l’application

(6) δ : C ′(K̄) −! D
c̄′ 7−! [(Kv(c′), D(c̄′))] .

Proposition 4.5. — Avec les notations ci-dessus, la restriction δ : Ω′
>r ! D est à

fibres finies.
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Avant de nous attaquer à la preuve de la proposition 4.5, voyons comment elle entraîne
la proposition 4.2 (1) grâce à des considérations simples de théorie de Hodge p-adique.

4.3.3. Des représentations galoisiennes aux isocristaux. — Pour combler au manque
dans Cp de « nombres comme 2πi », Fontaine (1982) a introduit une foule d’anneaux
dits de périodes jouant le rôle de coefficients dans les isomorphismes de comparaison
entre différentes théories cohomologiques p-adiques.

Soit L ⊆ K̄v une extension finie non ramifiée de Kv. Ici on ne s’intéresse qu’à Bcris, un
algèbre intègre sur l’extension maximale non ramifiée de Qp muni d’une action continue
de Γ := Gal(K̄v/L), d’une filtration (Bi

cris)i∈Z exhaustive stable sous l’action de Galois
et d’un opérateur de Frobenius φ : Bcris ! Bcris. L’ensemble des éléments de Bcris fixes
sous Galois est L.

La définition de Bcris n’est pas particulièrement compliquée mais elle fait intervenir
plusieurs étapes. Pour ne pas m’attarder trop je ne donne pas de détails ici sur sa
construction : le lecteur intéressé pourra consulter les excellentes notes de Brinon et
Conrad (2009).

Soit ρ : Γ! GL(V ) une représentation continue, où V est un Qp-espace vectoriel de
dimension finie. On pose

Dcris(ρ) := (Bcris ⊗Qp V )Γ,

où le groupe Γ agit diagonalement.
Il s’agit d’un Kv-espace vectoriel de dimension dimLDcris(ρ) ⩽ dimQp V muni d’une

filtration et d’un opérateur de Frobenius déduits des structures analogues sur Bcris.

Définition 4.6. — La représentation ρ est cristalline si dimKv Dcris(ρ) = dimQp V .

Soient RepQp
(Γ) la catégorie des représentations continues de Γ à valeurs dans

les Qp-espaces vectoriels de dimension finie et MFφL la catégorie des isocristaux fil-
trés sur Kv. La construction ci-dessus donne lieu à un foncteur Dcris : RepQp

(Γ)! MFφL.
La restriction du foncteur Dcris à la sous-catégorie pleine des représentations cristal-
lines est pleinement fidèle. Ce fait dont la preuve est difficile ne sera pas utile ici : on
n’emploiera que la fonctorialité.

Exemple 4.7. — L’exemple de base est celui de la cohomologie étale p-adique des variétés
abéliennes à bonne réduction. Soit A temporairement un schéma abélien sur OL. On
considère la représentation galoisienne ρ : Γ ! GL(H1

ét(A,Qp)) associée au premier
groupe de cohomologie étale p-adique H1

ét(A,Qp) de la variété abélienne AK̄v
sur K̄v.

D’après Fontaine et Messing (1987) la représentation ρ est cristalline et on sait grâce
à Faltings (1989, Theorem 5.6) que l’isocristal filtré Dcris(ρ) est isomorphe à celui
considéré dans l’exemple 4.3, à savoir :

(H1
dR(A/OL)[ 1

p
], φ,H0(A,Ω1

A)[ 1
p
]).

En particulier, l’anneau Bcris contient toutes les périodes des variétés abéliennes à bonne
réduction.
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Démonstration de 4.2 (1) admettant 4.5. — D’après l’exemple précédent, l’application

Dcris ◦ τv : Ω′
>r −! D
c̄′ 7−! [(Kv(c′), D(ρc̄′))]

coïncide avec l’application δ introduite à l’équation (6). En admettant la proposition 4.5,
les fibres de l’application δ sont finies et dont celles de τv le sont aussi.

4.3.4. Notations « locales » (reprise). — La preuve de la proposition 4.5 demande
d’identifier les fibres v-adiquement voisines de o et de décomposer l’application de
périodes de façon correspondante : il n’y a pas de difficultés ici, à part celle de digérer
les notations. (10) On désigne par νv : C ′

Kv
! CKv l’application induite par ν.

Pour un point o′ de ν−1
v (o), soit H′

o′ la restriction à la Weil à Kv de la grassmanienne
des sous-espaces lagrangiens de H1

dR(Ao′/Kv(o′)). La restriction à la fibre en o′ définit
un morphisme

LGrd H1
dR(α−1(o)/K) −! LGrd H1

dR(Ao′/Kv(o′))
induisant un morphisme de K-schémas pro′ : Ho,Kv ! H′

o′ sur les restrictions à la Weil
respectives. L’application induite

Ho,Kv −!
∏

νv(o′)=o
H′
o′

est un isomorphisme de Kv-schémas.
Soit c un Kv-point de Ω, i.e. un OKv -point de C tel que c ≡ o (mod p). Pour tout

entier i ⩾ 0, la connexion de Gauss–Manin fournit un isomorphisme de Kv-espaces
vectoriels

χic,o : Hi
dR(ν−1

v (c)/Kv) ∼
−! Hi

dR(ν−1
v (o)/Kv).

Pour i = 0, le 0-ème groupe de cohomologie de de Rham n’étant rien d’autre que
l’espace des fonctions régulières, l’isomorphisme induit par χ0

c,o est un isomorphisme
de Kv-algèbres, le produit de fonctions s’interprétant comme le cup produit en cohomo-
logie de de Rham. En passant aux spectres, l’isomorphisme χ0

c,o induit un isomorphisme
de Kv-schémas

Φo,c : ν−1
v (o) ∼

−! ν−1
v (c).

D’autre part, la décomposition

Hi
dR(ν−1

v (c)/Kv) =
⊕

νv(c′)=c
Hi

dR(Ac′/Kv(c′))

est respectée par le transport parallèle, c’est-à-dire que, pour tout point o′ de ν−1(o),
l’isomorphisme χic,o se restreint en un isomorphisme

χic′,o′ : Hi
dR(Ac′/Kv(c′)) ∼

−! Hi
dR(Ao′/Kv(o′))

10. Ces considérations élémentaires (mais un peu pénibles) sont le prix à payer pour ne pas démontrer
que la représentation galoisienne H1

ét(α−1(c),Qp) est semi-simple, mais seulement qu’un certain facteur
direct H1

ét(Ac′ ,Qp) est irréductible.
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de Kv(o′)-espaces vectoriels, où c′ = Φo,c(o′). En particulier,

pro′(Pero(c)) = [χ1
c′,o′(H0(Ac′ ,Ω1

Ac′ ))],

le crochets désignant le point de la grassmanienne défini par le sous-espace vectoriel.

4.3.5. Preuve de la proposition 4.5. — Par la discussion précédente et par définition de
l’application de périodes, le couple (Kv(c′), D(c′)) est isomorphe au couple (Kv(o′), D)
où D est l’isocristal filtré

(H1
dR(Ao′/Kv(o′)), φo′ , χ1

c′,o′(H0(Ac′ ,Ω1
Ac′ ))),

et Φo,c(o′) = c′. (11) On se ramène donc à démontrer l’énoncé suivant :

Proposition 4.8. — Soient o′
1, o′

2 des points de ν−1
v (o), γ ∈ Gal(K̄v/Kv) induisant un

isomorphisme γ : Kv(o′
1)! Kv(o′

2) et W un sous-espace vectoriel de H1
dR(Ao′

2
/Kv(o′

2))
de dimension d. Si [Kv(o′

i) : Kv] > 8d/(d+ 1), alors l’ensemble D(γ,W ) des Kv-points c
de Ω pour lesquels il y a un isomorphisme

D(Φo,c(o′
1)) ⊗Kv(o′

1) Kv(o′
2) ≃ (H1

dR(Ao′
2
/Kv(o′

2)), φo′
2
,W )

d’isocristaux filtrés sur L2, est fini (le produit tensoriel dans l’énoncé est pris via γ).

On remarque que l’inégalité [Kv(o′
i) : Kv] > 8d/(d+ 1) est satisfaite car par hypothèse

[Kv(o′
i) : Kv] > r ⩾ ⌊8d/(d+ 1)⌋.

Démonstration. — Pour simplifier la notation on pose, pour i = 1, 2,

Li := Kv(o′
i), Vi := H1

dR(Ao′
i
/Kv(o′

i)), φi := φo′
i
.

Étant isomorphes, les extensions L1 et L2 de Kv ont même degré δ. Il en découle que
l’opérateur φδi est Li-linéaire.

Soit I := IsoL2(V1 ⊗L1 L2, V2) le L2-schéma représentant le foncteur associant à
une L2-algèbre R les isomorphismes de R-modules f : V1 ⊗L1 L2 ⊗L2 R! V2 ⊗L2 R. La
précomposition avec un automorphisme de V1 en fait un fibré principal sous l’action
du groupe algébrique G := GL(V1). On considère le sous-schéma fermé I ′ de I dont
les R-points sont les isomorphismes f faisant commuter le diagramme

V1 ⊗L1 L2 ⊗L2 R V2 ⊗L2 R

V1 ⊗L1 L2 ⊗L2 R V2 ⊗L2 R.

f

φδ
1⊗id φδ

2

f

11. Cette assertion cache un aspect profond, à savoir, que le Frobenius cristallin φc′ s’identifie via
l’application de périodes à φo′ . La raison pour cela est que l’isomorphisme χc,o donné par intégration de
Gauss–Manin s’interprète (via le théorème de comparaison de Rham/cristallin) comme l’identification
de la cohomologie cristalline des fibres spéciales en c et o (qui sont la même variété algébrique sur Fv).
Cette compatibilité ne doit pas surprendre : l’isomorphisme donné par Gauss–Manin était une des
motivations de Grothendieck pour la quête de la cohomologie cristalline, dont tout candidat raisonnable
aurait dû satisfaire cette compatibilité.



1182–38

S’il est non vide, alors le schéma I ′ est un fibré principal sous l’action du centralisateur Z
de φδ1 dans GL(V1).

Soient c ∈ Ω(Kv) et c′ := Φo,c(o′
1). Par définition de l’application de périodes, l’iso-

cristal filtré D(c′) est isomorphe au L1-espace vectoriel V1 muni de l’opérateur de Frobe-
nius φ1 et du sous-espace vectoriel χ1

c′,o′(H0(Ac′ ,Ω1
Ac′ )). L’isocristal filtré D(c′) ⊗L1 L2

est isomorphe à (V2, φ2,W ) si et seulement s’il existe un isomorphisme de L2-espaces
vectoriels f : V1 ⊗L1 L2 ! V2 tel que f ◦ (φ1 ⊗ id) = φ2 ◦ f et

f ◦ χ1
c′,o′(H0(Ac′ ,Ω1

Ac′ )) = W.

Un tel f vérifie évidemment f ◦ (φδ1 ⊗ id) = φδ2 ◦ f et il définit donc un L2-point de I ′.
On peut ainsi supposer que I ′ contient un Kv-point f . Soit W1 = f−1(W ) ⊗L2 L1,

le produit tensoriel étant pris via l’inverse de γ. Puisque I ′ est un fibré principal sous
l’action du centralisateur Z de φδ1,

D(γ,W ) ⊆ (pro′ ◦ Pero)−1(Z.[W1] ∩ H′
o′

1
).

Par le lemme 4.9 qui suit,

dim(Z.[W0] ∩ H′
o′

1
) ⩽ dim(Z.[W0]) ⩽ dimZ ⩽ (dimK0 V0)2 = (2d)2.

D’autre part,
dimH′

o′
1

= dim ResL1/Kv LGrd(V0) = 1
2δd(d+ 1).

Par hypothèse δ > 8d/(d+ 1), donc

dim(Z.[W0] ∩ H′
o′

1
) < dimH′

o′
1
.

Puisque l’extension Kv(c′) est non ramifiée, l’ensemble D(γ,W ) est contenu dans les
sous-ensembles des points de (pro′ ◦ Pero)−1(Z.[W0] ∩ H′an

o′
1

) à valeurs dans une extension
finie non ramifiée de Kv. L’image de l’application de périodes étant supposée Zariski-
dense, on conclut grâce au lemme 4.10 plus bas.

Lemme 4.9. — Soit k un corps. Soit γ un automorphisme du corps k d’ordre fini r
de corps fixe k0. Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et ψ : E ! E un
automorphisme γ-linéaire. On considère

Z(ψ) := {f ∈ Endk(E) : f ◦ ψ = ψ ◦ f},
Z(ψr) := {f ∈ Endk(E) : f ◦ ψr = ψr ◦ f}.

Alors, Z(ψr) est un sous-k-espace vectoriel de Endk(E), Z(ψ) est un sous-k0-espace
vectoriel de Z(ψr) et

dimk0 Z(ψ) = dimk Z(ψr) ⩽ (dimk E)2.

Démonstration. — Voir Lawrence et Venkatesh, 2020, Lemma 2.1.

Soit D(0, 1−) = {x ∈ A1,an
Kv

: |t(x)| < 1} le disque ouvert de rayon 1 centré à l’origine
de la droite affine analytique sur Kv.
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Lemme 4.10. — Soient X un Kv-schéma propre et f : D(0, 1−)! Xan un morphisme
de Kv-espaces analytiques. Soit Z un fermé strict de X. Si l’image de f est Zariski-dense,
alors

(1) le fermé analytique f−1(Zan) de D(0, 1−) est une suite de points ;
(2) il n’y a qu’un nombre fini de points z de f−1(Zan) dont le corps résiduel est une

extension non ramifiée de Kv.

Il s’agit essentiellement d’une trivialité provenant de la finitude des zéros d’une
fonction analytique non nulle sur un disque fermé et du fait que les points de D(0, 1−) à
corps résiduel non ramifié sur Kv sont contenus dans le disque fermé {|z| ⩽ p−1}.

4.4. Irréductibilité générique

4.4.1. — L’idée menant à la preuve de la proposition 4.2 (2) est que les sous-
représentations non triviales vont donner lieu (via la théorie de Hodge p-adique) à des
sous-espaces en position non générique.

Proposition 4.11. — Soit c un OK,S-point de C. Avec les notations introduites plus
haut, on suppose que pour tout K̄-point c̄′ de ν−1(c) tel que [Kv(c′) : Kv] > r les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

(1) la représentation ρc̄′ n’est pas irréductible ;
(2) pour tout sous-espace vectoriel non nul W de H1

dR(Ac′/Kv(c′)) stable sous l’opérateur
de Frobenius φc′, on a

dimKv(c′) Fil1 W < 1
2 dimKv(c′) W,

où Fil1 W = W ∩ H0(Ac′ ,Ω1
Ac′ ).

Alors,
stagv(ν−1(c), r) ⩾ 1/(d+ 1).

Démonstration. — Pour tout K̄-point c̄′ de ν−1(c) soit Vc̄′ une sous-représentation
de H1

ét(Ac̄′ ,Qp) de dimension > 0 minimale (elle peut être l’espace tout entier).
Un automorphisme γ ∈ Gal(K̄/K) induit un isomorphisme de représentations ga-

losiennes ρc̄′ ∼= ργc̄′ : on choisit les sous-espaces Vc̄′ et Vγc̄′ de manière à ce qu’ils se
correspondent via cet isomorphisme.

Par restriction, on obtient une représentation continue de Gal(K̄v/Kv) sur Vc̄′ .
En lui appliquant le foncteur Dcris on produit un sous-espace vectoriel non nul Wc̄′

de H1
dR(Ac′/Kv(c′)) stable sous l’opérateur de Frobenius φc′ .

Lemme 4.12. — Pour un K̄-point c̄′ de ν−1(c) tel que [Kv(c′) : Kv] > r,

dimKv(c′) Wc̄′ ⩽ d.
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Démonstration du lemme. — Comme [Kv(c′) : Kv] > r, par hypothèse la représenta-
tion ρc̄′ n’est pas irréductible. Puisque l’action de Gal(K̄/K) respecte (à un facteur
scalaire près) l’accouplement de Weil sur H1

ét(Ac̄′ ,Qp), l’orthogonal V ⊥
c̄′ de Vc̄′ par rapport

à cette forme est stable sous l’action de Galois. Puisque

dimQp V
⊥
c̄′ = dimQp H1

ét(Ac̄′ ,Qp) − dim Vc̄′ = 2d− dim Vc̄′ ,

on a dimQp Vc̄′ ⩽ d par minimalité. On conclut car dimKv(c′) Wc̄′ ⩽ dimQp Vc̄′ .

Pour simplifier la notation, on désigne par dim la dimension en tant que Kv(c′)-espace
vectoriel. On considère la somme ∑

c̄′ dim Fil1 Wc̄′/ dimWc̄′ prise sur les K̄-points
de ν−1(c). Pour tout K̄-point c̄′ de ν−1(c),

dim Fil1 Wc̄′

dimWc̄′
⩽


1
2 − 1

2d si [Kv(c′) : Kv] > r,

1 sinon,

où on a utilisé dimWc̄′ ⩽ d et l’hypothèse dim F1Wc̄′ ⩽ 1
2(dimWc̄′ − 1). En particulier,

∑
c̄′

dim Fil1 Wc̄′

dimWc̄′
⩽ N−

r +
(

1
2 − 1

2d

)
N+
r ,

où N−
r (resp. N+

r ) est le nombre de K̄-points c̄′ de ν−1(c) tels que Kv(c′) est une
extension de degré ⩽ r (resp. > r) de Kv.

Lemme 4.13. — Avec les notations ci-dessus,
∑
c̄′

dim Fil1 Wc̄′

dimWc̄′
= 1

2 |ν−1(c)(K̄)|,

la somme étant prise sur les K̄-points de ν−1(c).

Démonstration du lemme. — Pour un K̄-point c̄′ de ν−1(c), le nombre rationnel

(7) dim Fil1 Wc̄′

dimWc̄′

ne dépend que de l’orbite de c̄′ sous l’action de Gal(K̄v/Kv), car on a choisi les sous-
espaces Vc̄′ de manière compatible à l’action de Gal(K̄/K) (le passage du groupe de
Galois global au local est dû à l’application de la théorie de Hodge p-adique).

Le quotient de l’ensemble ν−1(c)(K̄) par le groupe Gal(K̄v/Kv) est l’ensemble sous-
jacent au Kv-schéma ν−1

v (c). Pour un point c′
v de ν−1

v (c) on désigne par w(c′
v) le nombre

rationnel (7). La longueur de l’orbite de c̄′ sous Gal(K̄v/Kv) est le degré du corps
résiduel Kv(c′), donc

∑
c̄′∈ν−1(c)(K̄)

dim Fil1 Wc̄′

dimWc̄′
=

∑
c′

v∈ν−1
v (c)

[Kv(c′
v) : Kv]w(c′

v)

=
∑

c′∈ν−1(c)

∑
pr(c′

v)=c′

[Kv(c′
v) : Kv]w(c′

v),
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où pr : ν−1
v (c)! ν−1(c) est le morphisme d’extension des scalaires. Le lemme découle de

l’égalité, pour tout point c′ de ν−1(c),

(8)
∑

pr(c′
v)=c′

[Kv(c′
v) : Kv]w(c′

v) = 1
2 [K(c′) : K].

Pour démontrer cette dernière, on considère un K̄-point c̄′ au-dessus de c′ et la
représentation ρ̃c̄′ de Gal(K̄/K) déduite de ρc̄′|Vc̄′ par induction. La représentation ρ̃c̄′

est une représentation pure de poids 1 et cristalline, propriétés qu’elle hérite de ρc̄′ .
Le membre de gauche de (8) divisé par [K(c′) : K] est le poids (12) de la filtration

de l’isocristal Dcris(ρ̃c̄′) obtenu en appliquant la théorie de Hodge p-adique à la re-
présentation ρ̃c̄′ restreinte à Gal(K̄v/Kv) ; comme une représentation cristalline est de
Hodge–Tate, c’est aussi le poids de Hodge–Tate en v du déterminant de ρ̃c̄′ divisé
par [Kv(c′) : Kv] dimVc̄′ .

On conclut grâce au fait suivant : pour un caractère continu Gal(K̄/K) ! Z×
p

pur de poids n et localement algébrique en tout premier au-dessus de p, l’entier n
est pair et le poids de Hodge–Tate en v est n/2 (Lawrence et Venkatesh, 2020,
Lemma 2.8). (13)

D’après le lemme et l’inégalité qui le précède,
1
2(N−

r +N+
r ) = 1

2 |ν−1(c)(K̄)| ⩽ N−
r +

(
1
2 − 1

2d

)
N+
r ,

d’où l’inégalité N+
r ⩽ dN−

r . Par définition de la v-stagnation (voir l’exemple 2.4),

stagv(ν−1(c), r) = N−
r

N−
r +N+

r

⩾
N−
r

N−
r + dN−

r

= 1
d+ 1 ,

ce qui termine la preuve.

4.4.2. Démonstration de 4.2 (2). — On reprend les notations introduites au 4.3.4. Pour
un point o′ de ν−1

v (o), on désigne par H̃′
o′ le sous-ensemble de H′

o′ formé par les sous-
espaces vectoriels lagrangiens H ⊆ H0(Ao′/Kv(o′)) pour lesquels il existe un sous-espace
vectoriel W stable sous φo′ tel que

dimKv(o′) H ∩W ⩾ 1
2 dimKv(o′) W.

Pour commencer, on remarque que pour tout point c ∈ Ωns il existe un K̄-point c′

de ν−1(c) tel que [Kv(c′) : Kv] > r (cf. exemple 2.4). On considère l’ensemble F

des points non stagnants c pour lesquels, pour tout K̄-point c̄′ de la fibre ν−1(c) de

12. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k. Soit Fil• E = (Fili E)i∈N une
filtration décroissante sur E avec Fil0 E = E. Le poids de la filtration Fil• E est le nombre rationnel

wt(E, Fil• E) =
∑
i∈N

i dimk Fili E/ Fili+1 E

dimk E
.

13. Lorsque K contient un sous-corps CM F , c’est ici (et seulement ici) qu’on utilise que la place v

est au-dessus d’une place de F + qui est inerte dans F .
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degré [Kv(c′) : Kv] > r, la représentation ρc̄′ n’est pas irréductible. Alors, d’après la
proposition 4.11, l’ensemble F est contenu dans⋃

o′
(pro′ ◦ Pero)−1(H̃′

o′),

la réunion parcourant les points o′ de ν−1(o) tels que [Kv(o′) : Kv] > r.
Le lemme 4.14 qui suit entraîne que le sous-ensemble H̃′

o′ est contenu dans un fermé
strict de H′

o′ . Puisque l’image de pro′ ◦ Pero est Zariski-dense, le lemme 4.10 implique la
finitude de (pro′ ◦ Pero)−1(H̃′

o′) et par conséquent celle de F .

Lemme 4.14. — Soient k un corps, γ un automorphisme de k et k0 le corps fixe.
Soit V un k-espace vectoriel de dimension 2δ muni d’une forme bilinéaire alternée
non dégénérée θ. Soit ψ : V ! V un endomorphisme γ-linéaire bijectif. On considère
la grassmannienne LGrd(V ) des sous-espaces de dimension d totalement isotropes par
rapport à θ et sa restriction à la Weil Resk/k0 LGrd(V ) à k0.

Si [k : k0] ⩾ 5, alors l’ensemble des sous-espaces vectoriels H de V pour lesquels il
existe un sous-espace vectoriel W stable sous ψ tel que

dimkH ∩W ⩾ 1
2 dimkW,

n’est pas Zariski-dense dans Resk/k0 LGrd(V ).

Démonstration. — Voir Lawrence et Venkatesh, 2020, Lemma 6.3.

Ceci termine la preuve de la proposition 4.2 (2) et donc du théorème 2.7.
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