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Le 14ème problème de Hilbert

I K corps algébriquement clos
I G un groupe qui agit linéairement sur V := Kn via une

représentation G → GL(V )

I f ∈ SymV ∗ = K [x1, . . . , xn] est invariant si f (gx) = f (x)
pour tout g ∈ G

I (SymV ∗)G = {f ∈ SymV ∗ : f invariant}

Question (Hilbert, 1900)
Est-ce que (SymV ∗)G est de type fini ? i.e. existe-t-il des
polynômes invariants f1, . . . , fN tels que tout élément de
(SymV ∗)G soit un polynôme en f1, . . . , fN ?



Exercice

I G = GLn(K ) agissant sur V = Mn(K ) par conjugaison
I A ∈ Mn(K ), i = 0, . . . , n − 1,

σi (A) = i-ème coefficient de det(A− X id)

I (SymV ∗)G = K [σ0, . . . , σn−1]



« Binary quantics »
I G = SL2(K ) agissant sur l’espace V des polynômes

homogènes en 2 variables de degré d

Problème
Exhiber des générateurs de l’algèbre des invariants et décrire les
relations entre eux.
On identifie P(V ) avec P1(K )d/Sd en associant à un polynôme ses
zéros.

I d = 4 : pour (x1, . . . , x4) ∈ P1(K )4 deux à deux distincts, soit
λ ∈ K r {0, 1} leur birapport. L’algèbre des invariants « est
engendrée » par

j(λ) =
(λ2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2 .

I d = 5, 6 : chefs d’œuvre du XIXème siècle (Silvester, . . . )
I d > 11 : inconnu



Deux papiers de Hilbert

1890 si G = SLn(K ) agit sur ses représentations « tensorielles »,
alors l’algèbre des invariants est de type fini

1893 il introduit un critère (le « critère de Hilbert-Mumford ») pour
déterminer les points sur lesquels tout invariant s’annule



Autres résultats de finitude

1916 E. Noether, charK = 0 et G fini
1926 E. Noether, charK > 0 et G fini
1936 H. Weyl, K = C et G groupe de Lie complexe connexe

semi-simple
1975 W. Haboush, K quelconque et G réductif

sans oublier les contributions de Mumford, Oda, Seshadri,
Formanek-Procesi, Humphreys, Jantzen, et al.

Exemple (Groupes réductifs)
GLn(K ), SLn(K ), K ∗, groupes semi-simples, SOn(K ), . . .



Le contre-exemple de Nagata
I W := Kn qui agit sur V := W ×W par

t(x , y) = (x1, . . . , xn, y1 + t1x1, . . . , yn + tnxn), t, x , y ∈W

Théorème (Nagata, 1958)
Soit n = 16. Si degtrK > 48, il existe un sous-espace vectoriel
G ⊆W de codimension 3 tel que l’algèbre des invariants
(SymV ∗)G n’est pas de type fini.

I G = Ker(A) avec A ∈ M3×16(K ) où A est une matrice dont
les coefficients sont algébriquement indépendants



Cubiques planes

Une cubique plane est l’ensemble des zéros d’un polynôme
f (x0, x1, x2) ∈ K [x0, x1, x2] homogène de degré 3 :

V (f ) = {[x0 : x1 : x2] ∈ P2(K ) : f (x0, x1, x2) = 0}.

1 droite triple 1 droite double
+ 1 droite sécante

3 droites en
position générale

3 droites passant
par un point

1 conique non dég.
+ 1 droite tangente

1 conique non dég.
+ 1 droite sécante

cubique
cuspidale

cubique
nodale

courbe
elliptique

Si charK 6= 2 une courbe elliptique a une équation de la forme
y2 = p(x) où p(x) est un polynôme de degré 3 sans racines
multiples.



Le théorème de Chasles

Théorème (Chasles)
Soient C1, C2 des cubiques planes se rencontrant en 9 points
p1, . . . , p9 deux à deux distincts. Soit C3 une cubique passant par
p1, . . . , p8. Alors, C3 passe aussi par p9.

Le théorème de Pappus L’hexagone mystique de Pascal



Loi de groupe sur une courbe elliptique I
Soient E une courbe elliptique, p, q ∈ E . On fixe o ∈ E .

Lp,q =

{
droite tangente à E en p si p = q

droite passant par p et q si p 6= q.

I p ? q = troisième point dans Lp,q ∩ E

I p + q = (p ? q) ? o est une loi de groupe abélien sur E avec
élément neutre o

p
q

p+q

p    q

I Théorème de Chasles ⇒ associativité



Loi de groupe sur une courbe elliptique II
Si K = C une courbe elliptique E est de la forme C/Λ pour un
réseau Λ = Zω1 ⊕ Zω2.

I si z ∈ Qω1 ⊕Qω2, il existe n ∈ Nr {0} tel que n[z ] = 0E
I si z 6∈ Qω1 ⊕Qω2, n[z ] 6= 0E pour tout n ∈ Nr {0}

⇒ E contient des points d’ordre infini

C’est vrai aussi si K = Q̄ !



Le théorème de Mordell-Weil I

I f (x) ∈ Q[x0, x1, x2] polynôme homogène de degré 3 tel que
∂f
∂x0

, ∂f
∂x1

, ∂f
∂x2

n’ont pas de zéro commun

I E courbe elliptique d’équation f (x) = 0 sur K = Q̄.
I E (Q) := E ∩ P2(Q)

Théorème (Mordell-Weil)
Si non-vide, E (Q) est un groupe abélien de type fini :

E (Q) = E (Q)tors ⊕ Zρ.

L’entier ρ est appelé rang de Mordell-Weil de E .



Le théorème de Mordell-Weil II

I K un corps algébriquement clos, F = K (t)

I ft(x) ∈ K (t)[x0, x1, x2] polynôme homogène de degré 3 tel que
∂ft
∂x0

, ∂ft
∂x1

, ∂ft
∂x2

n’ont pas de zéro commun

I E courbe elliptique d’équation ft(x) = 0 sur F̄ .
I E (K (t)) := E ∩ P2(K (t))

Théorème (Mordell-Weil)
Supposons que ft(x) ne soit pas un multiple d’un polynôme dans
K [x0, x1, x2]. Alors, si non-vide, E (K (t)) est un groupe abélien de
type fini :

E (K (t)) = E (K (t))tors ⊕ Zρ.



Pinceaux de cubiques
I K corps algébriquement clos
I i = 1, 2, fi ∈ K [x0, x1, x2] polynôme homogène de degré 3
I Ci = V (fi ) cubique correspondante

Le pinceau des cubiques C1, C2 est

P = {([t1 : t2], x) ∈ P1(K )× P2(K ) : t1f1(x) + t2f2(x) = 0}.



La courbe elliptique générique

I ft(x) = f1(x) + tf2(x) ∈ K (t)[x0, x1, x2]

I E = V (ft) est une cubique sur K (t)

Question
Si E est une courbe elliptique, quel est son rang de Mordell-Weil ?

Théorème (Shioda-Tate)
On suppose que C1 et C2 se rencontrent en 9 points p1, . . . , p9
deux à deux distincts. Soient

a := #{triplets colinéaires dans p1, . . . , p9}
b := #{partitions de p1, . . . , p9 en triplets colinéaires}

Alors, E est une courbe elliptique et son rang de Mordell-Weil est

ρ = 8− a + b.



Exemples

Pappus
a = 9
b = 1
ρ = 0

Pascal
a = 7
b = 0
ρ = 1



Une variante du contre-exemple de Nagata (n = 9)

I W := K 9 agissant sur V := W ×W par

t(x , y) = (x1, . . . , x9, y1 + t1x1, . . . , y9 + t9x9), t, x , y ∈W

I C1,C2 deux cubiques se rencontrant en 9 points deux à deux
distincts pi = [pi0 : pi1 : p12] (i = 1, . . . , 9)

I A =

p10 p20 · · · p90
p11 p21 · · · p91
p12 p22 · · · p92

 ∈ M3×9(K )

I G = Ker(A)

Théorème (Totaro, 2008)
L’algèbre (SymV ∗)G est de type fini si et seulement si le rang de
Mordell-Weil de la cubique générique (du pinceau déterminé par C1
et C2) est 0.



Exemple (Totaro, 2008)

I charK 6= 2, 3
I C1 : x(x − 1)(x + 1) = 0
I C2 : y(y − 1)(y + 1) = 0

I a = 8, b = 2, ρ = 2

I A =

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 −1 −1 −1
0 1 −1 0 1 −1 0 1 −1


⇒ (SymV ∗)G n’est pas de type fini



Commentaires

Le contre-exemple précédent est une action de G = K 6 sur
V = K 18.

Question
Peut-on prendre G plus petit ? Peut-on prendre V plus petit ?

I Les invariants de G = K sont de type fini (Weitzenbock)
I Voici une liste des contre-exemples « petits » :

G dimV K

K 3 9 degtrK >> 0 Mukai (2001)
K 4 o K 11 charK = 0 Freudenburg (2007)

K 3 18 quelconque Totaro (2008)
K 4 16 quelconque Totaro (2008)
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