Géométrie différentielle 2020-2021
Corrigé du TD3

1 Comme tout est local, on peut supposer que E est trivial, E = B x R", d’ou
E® FE = {b1,v1),(b2,v2) | by = b2} = B xR" x R".
Soit X (b,v) = &(,v),V(b,v). ha(b,v) = (b, \v), donc
dhy(b,v).X (b,v) = (£(b,v), \V (b, v).
De plus, on a (&1, V1), (§2,V2) € T(E1 @ Es) < & = & et
a(b,v1), (b,v2)) = a(b,v1,v2) = (b,v1 + v2),

donc
Ao (b0, ,00)-(& V1), (§,V2)) = do b0, 00)-(§, V1, V2) = (&, V1 + Va).
Donc si X (b,v) = £(b,v), V(b,v), on a
dh}\(b’ U)'X(b7v) = X(bv )‘U) A (E(b)v )‘V(b7v) = (£(b7 )‘U)a AV(b, )‘U))
(X (b,v1),X(b,v2)) e T(E® E) et do.(X(b,v1), X (b,v2)) = X (b,v1 + v2)
=
E(b,v1) = &(b,v2) et V(b,v1) 4+ V(b,ve) = V(b,v1 + va).

Donc la seconde définition équivaut a

(V(b,v), ) £(b,v) =&(b) , V(b,Av) = AV (b,v)
(\V/(b, U17U2) V(b7 Ul) + V(b> U2) = V(b, U1 + Ug),

ce qui est équivalent a X (b,v) = (£(b), A(b)v) avec A(b) € M(n,R).

2 1) On peut supposer E trivial, E = B x R". Alors TE = (B xR") x (R" x R") (n = dim B),
donc
V=(BxR")x ({0} xR")

qui est clairement un sous-fibré de T'E.
2)Sibe B, f e C*(B,R) et s,81,50 € I'(E), on a
VH(fs)(e) = (fVTs +df @ 5)(b) & pify) 0 ds(b) = Pip)s@) © dha(b,v) o ds(b)
V(514 52)(b) = VH51(b) + VEs2(b)
54
P ) senv) © do(51(b), 52(b)) © (ds1(b), ds2 (b)) = pIl ) o dsi(b) + pLL ;) © dsa2(b).

Donc VH est une connexion linéaire ssi

pi = pil o dhy(e)

H H H
Peyte, 0do(er,e2) = pg, © D,
Puisque H, = ker pX, ceci équivaut a

H)\e = dh)\(e)(He)
H€1+€2 = d0(617€2)‘(H€1 ©® H€2)‘
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a) L’application (X,Y) — VxY est clairement C*°(M,R), R)-bilinéaire, de plus on a

x(fY) =mrm(Dx(fY) = mrm(fDxY + df (X)Y)
— fUXY (XY,

Donc V est une connexion linéaire sur T'M. De plus, puisque VxY = 7y (DxY et que Z € TM,
onag(VxY,Z)=g9(DxY,Z) = (DxY,Z), et de méme g(VxZ,Y) = (DxZ,Y). Donc

9(VxY,Z) + g(VxZ,Y) = (DxY, Z) + (Dx 2,Y) = X.(Y, Z).

Donc V est compatible avec la métrique.

b) On étend X et Y en des champs ambiants X etY au VOlsmage de p € M (ou de M tout entiere,
avec une partition de I'unité). Alors D Y — Dy X =[X,Y], de plus sur M on a [X, Y]| v =[X,Y].

Donc ~ ~
VXY — VYX = WTM(DXy — DyX) = 7TTM<D3(VY — D)“;X)

c) On a

g(vXY7 Z) = (X'g(Y7 Z) + Yg(Xv Z) - Z'g(X7 Y) - g(X7 [Y7 Z]) - g(Y7 [X7 Z]) +g(Z7 [XvY]))

N

d) Soit f € C°°(M,R). Puisque X.g(Y,Z) et g(X,[Y, Z]) sont C*°(M,R)-linéaires en X, il
faut montrer que

Yg(fX,Z)—Zg(fX,Y)—g(Y,[fX,ZD—I—g(Z,[fX,Y])
:f(Yg(sz)_Zg(va)_g(Ya [X7Z})+9(Z> [X7Y]))
On a
Y g(X,2)
—(Z2)9(X,Y)

9(Y, (Z2)X)
9(Z,=(Y ) X).

Yg(fX,2) - fYg(X,
—2.9(fX,Y) + fZ.9(X
—9(Y, [f X, Z]) + fg(Y,
9(Z, [fX,Y]) = f+9(Z,

Les sommes 1-4 et 2-3 sont nulles, cqfd.
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4 Le probleme est local, donc on peut supposer (M, p) = (R",0). Les formes quadratiques définies
positives sur R" sont équivalentes, doon on peut supposer g;;(0) = d;;.

Ensuite, cherchons un changement de variables x; = y; + (S;y,y) ou les S; sont des matrices

symétriques, tel que
n
> gigdrid; = dy} + o(|lyl]).
i,j i=1



gij = 0ij + Z@k,ﬂ?) + o({[z])
k=1

Donc
n

> gigdwidz; = (65 + Y _{vk, ) (dy: + 2(Siy, dy)) (dy; + 2(S;y, dy))
L, ] ] k=1

Ensuite, cherchons un changement de variables y; = x; + (S;z,z) ou les S; sont des matrices
symétriques, tel que

Y dyi =) giduida; + of||x]]).
i=1

%,
On a .
gij = 0ij + (vij, x) +o(l|z]]) , vij €R
dy; = dz; + 2(S;z, dx),
Donc

n

idy? = Z(dﬂﬁz +2(Six, dx))?
i=1

=1
= (01 + 2(Siej, x) + 2(Sjes, x) + o ||z]).
i

Il faut donc résoudre le systeme linéaire
QSiej + QSjei = V4,

ol (v;;) est donné avec v;; = vj;;. Par linéarité, on se ramene a la dimension 2 et aux quatre cas
suivants :

1
1) vi; = 0 sauf v = v9; = €1 : on prend S; = <O 0>, Sy = <2 0>.

0 0
1 0 0 0
2) v;j = 0 sauf v1; = e; : on prend 51 = <0 0>, Sy = (0 0>.
0 1 -1 0
3) vi; = 0 sauf v1; = ey : on prend S; = (1 0)) Sy = < 0 0>'
b) Soit ¢ = (u,v) une carte de domaine connexe telle que g = du? + dy2. L’application

[ 2 +iy — u+iv est de classe (au moins) C! et sa différentielle en tout point est une similitude
de C ~ R?, que l'on peut supposer directe quitte & remplacer v par —v. Donc f est holomorphe,
d’ou

du? + dv? = |df[2 = |f'(z + iy) Pld(x + ip)? = |/ (@ + iy) 2(da? + dy?).

1

Donc |f'(x + iy)| = =, soit log |f/| = —log |y|. Mais puisque f est holomorphe, log|f’| est har-
)
monique, contradiction.
¢)* A compléter

d) Supposons que ¢ soit une isométrie de g sur la métrique euclidienne. Alors ¢ est conforme,
donc de la forme

Az — x9) _
o(r) =yo + Alx — 20) = @X7x0,yo (z) ou yo + m = PA 0 (z),



ou A est une similitude vectorielle. Donc
©*(da® 4 dy? + dz?) = (cpifygc(),yo)"‘(d:)c2 +dy? 4 dz?) = fjkwo,yo(d:lc2 + dy? + d2?).
Donc f appartient & une des deux familles ( fxilt,ro,yo)‘
e)* A compléter

5 6 a compléter



