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Feuille de TD 3 - Algebre linéaire

Exercice 1. Les sous-ensembles suivants de R? ou R? sont-ils des sous-espaces vectoriels ?
a) A={(z,y,2) ER® |z +y+2=0 et 22—y =0}

) B={(2,y,2) €ER® |z —y =0}
() C={(z,y) €R? |z —y+1=0}
(d) D= {(z,y) € R? | 2? — y? = O};
(e) E={(x,y) €R? |z +3y < 4};
(f) F ={(t,4t)|t € R};
(2) G = {(u+v,u—v)|u, veR];
(h) H = {(z,5,2) € Rz +y = 3;
() 1= {(z,,2) € Rz +y = 0;
0 s ={arer) {17070}
k) K ={(z,y,2) e R®|x+ 32 =0};
1) L={(z,y,2) € R®|zy = O};

m) ={m%aeRﬂ{x‘8};

+1 3v v—u)|u UER}
u+v,2u,v — 4u) |u, v € R};
—u,v,u~+ 3v) |u,v € R}.

1+ u,—v,2u+v+2)|u,v € R}

Exercice 2. Soit F' = {(z,y,2) € R*|2x + y + 3z = 0}. Montrer que F est un sous-espace
vectoriel de R? et déterminer une base de F.

Exercice 3. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. A quelle condi-
tion F'U G est-il un sous-espace vectoriel de E' ?

Exercice 4. Dans R3, on considére le sous-ensemble
P={(2,9,2) €R¥ |z —2y+32=0}.

Mettre en évidence deux vecteurs v, w, non colinéaires, appartenant a P et montrer que tout
élément de P est une combinaison linéaire de v et w.

Exercice 5. Dans R* on considére
E={(z,y,zt) eR [z +y+2+t=0} & F={(z,y,2t) R |z=y=2=1t}.

(a) Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R*.



(b) Déterminer des bases de E et de F.

Exercice 6. Dans R3, on considere les sous-espaces vectoriels E; = Vect(vi,ve) et By =
Vect(wy, we) avec v1 = (2,1,1) et vy = (2,2,1), wy = (1,2, —1) et we = (2,1, 2).

(a) Déterminer la dimension de Eq N Es.

(b) Déterminer la dimension de E7 + Es.

(c) At-on: R3=FE; + FE? R3=FE, @ Ey?

Exercice 7. Dans R*, on considére les sous-espaces vectoriels By = Vect(vy,vs) et Eo
Vect(wy,ws) avec v1 = (1,—1,0,1) et vo = (0,2,1,0), wy = (0,6,—1,4) et we = (3,3,1,5).

(a) Donner une base de Eq N Es.
(b) Donner une base de Fy + Es.

(c) Déterminer un supplémentaire de E; + Fy dans R%.

Exercice 8. Dans R3, on considere les vecteurs v = (1,—2,3) et w = (2,—4,m), ot m € R.

(a) A quelle condition sur le parametre m le vecteur w est-il multiple du vecteur v 7

(b) On suppose que w n’est pas multiple de v et on considére l’ensemble P de toutes les combi-
naisons linéaires de v et w. Montrer qu’on a P = { (z,9,2) € R® | ax + by + cz =0}, ol a,
b, ¢ sont des nombres réels, non tous les trois nuls, que 'on déterminera.

Exercice 9. Déterminer une base et la dimension, des sous-espaces vectoriels suivants de R :

a) A = Vect(ay,az,a3) ou a; = (3,3,10), az = (0,3,4) et ag = (1,0,2);

(

(b) B = Vect(by,b2) o1 by = (1,0,0) et by = (0,1,1);

(c) C={(2t +u,—u,—2¢t)|t,u € R};

(d) D ={(z,y,2) € R®|2z —y + 32 = 0};

() E={(z,y,2) ER}z+y—2=0 et 3z —y+2z=0}

Exercice 10. Comparaison de deux sous-espaces.

(a) Dans R?*, on considere les quatre vecteurs :
vy = (1,-1,3,2), v = (3,-1,0,1), v3 = (1,1,—6,-3), vs = (0,2, -9, —5).
On appelle F le sous-espace vectoriel de R* engendré par (vq,vs,vs,v4). Déterminer la di-

mension de F' et en donner une base. Donner un systeme d’équations cartésiennes de F'.

(b) Soit G = {(w1, 2, 23,24) € R* |21 — 29 + 223 — 424 = 0}. Montrer que G est un sous-espace
vectoriel de R* et donner une base de G.

(c) Montrer que F C G. A-t-on F =G?

Exercice 11. Dans R muni de sa base canonique (e, 2, e3), les sous-espaces E et F suivants
sont-ils supplémentaires ?

(a) E={(x,y,2)|x =y =z} et F = Vect(ey,ez).
(b) E={(3t,3t,t)|[te R} et F={2u+v,u+2v,u)|ueR, veR}
() E={2u+v,u+2v,u+v)|ueRveR}et F={(ut+v,u+v,2u)|uecRveR}



