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Question du cours. Donner la définition de rang de la matrice :

1,1 ai,2 . a1,n
@21 a2 ... QG2n
am,1 Gm,2 <o Omn

Reponse. Le rang de la matrice A est la dimension de I'espace vectoriel engendré par ses colonnes :
pour tout j = 1,...,n, notons par v; = (ai,...,am,;) € R™ la j-ietme colonne de A. Alors
rang(A) = dim Vect{vy,..., v, }.

Par un théoréeme vu au cours, le rang de A est aussi égal a la dimension de ’espace engendré par
les lignes de A.

Exercice 1. Dans R*, on considere les sous-espaces vectoriels
E1:{(z,y,z,t)ER4‘$+yfz:Oety7t:O} et E5 = Vect(vy, v2),

avec v; = (1,1,2,0) et v3 = (0,2,2,1).
(a) Donner une base de F1 N Es.
(b) Donner une base de E; + Es.

(c) Déterminer un supplémentaire de E; + Fy dans R%.

Reponse.

a) D’abord, on trouve un systeme d’équations caractérisant Fs.
)

Méthode 1. Considerons une équation de la forme ax + by 4+ cz + dt = 0, et imposons que vy
et vy satisfont cette équation. On obtient le systeme :

a+b+2c=0
2b+2c+d=0"

En forme matriciale, on a
1 1 2 010
02 2 10 /)"
Le systeme est déja en forme échelonnée, avec deux pivots dans les premieres deux colonnes.
d € R est un parametre libre.
c € R est un parametre libre.
b=—-c—d/2.
a=—-b—2c=—c+d/2.



En fixant (¢,d) = (1,0) et (¢,d) = (0,2) (une base pour l'espace des parametres), on obtient
—r—y+2z=0

{x—y—i—?tzo}' (1)

Méthode 2. On veut déterminer I'espace engendré par vy et vy, c’est-a-dire, quels vecteurs

v = (x,y, z,t) peuvent s’écrire dans la forme v = vy + pwy. Il faut donc trouver pour quels
valeurs de z,vy, 2, t le systeme :

by = {(z,y,z,t) € R4
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admet (au moins) une solution. On applique 'algorithme de Gauss, et on obtient

1 0 T L1

0 1 t Ly

0 0 yffot L27L172L4
0 0| z—2x—2t L3—2L1—2L4

—
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Ce systeme admet solution si et seulement si les deux équations y—z—2t =0et z—2x—2t =0
sont vérifiées. Donc
—z+y—2t=0
{—2J;+z—2t:0 ' (2)

Remarque. Notons que la premiere équation de une combinaison linéaire des équations de
@) : —z—y+2=(-2242—-2t) — (—z + y — 2t). De méme, la déuxiéme équation de (/1)
est 'opposée de la premiere équation de . Il s’en suit que les deux systemes trouvés avec les
deux méthodes différentes identifient le méme sous-éspace vectoriel de R*.

Ey = {(x,y,z,t) € R4

Des calculs précédents, il s’en suit que

r+y—2=0

_ 4 y—t:()
ElmEQ_ (l‘a%zat)ER *I*y‘i’Z:O
r—y+2t=0

Notons que les premiere et troisieme équations sont I'une I'opposé de 'autre, donc on peut
effacer par exemple la troisieme équation. On trouve maintenant une base pour E; N Es. 11 faut
donc resoutre le systéeme qui définit £7 N Es. En notation matriciale :

1 1 -1 0|0
0 1 0 —-110
1 -1 0 210

On change l'ordre des inconnues en considerant (z, x, y, t) et les lignes en considerant (Lq, L3, Ls),

et on obtient
-1 1 1 010

0 1 -1 210
0 0 1 -110

De cette fagon le systeme est échelonné, avec le parametre libre ¢ € R. On obtient

t € R parametre libre.
={.
r=y—2t=—t.



z=z+y=1t—t=0.
Donc, pour t = 1, on obtient Ey N Ey = Vect{w}, avec w = (—1,1,0,1) qui forme donc une
base de F1 N Ey. En particulier, dim(Ey N Es) = 1.

(b) D’abord, trouvons une base de Ej. Il faut resoudre le systéme caractérisant F;. En notation

matriciale :
1 1 -1 010
01 0 -—-1]0 )’

qui est déja en forme échelonnée. On obtient

t € R parametre libre.

z € R parametre libre.

y =t.

rT=-y+z=z-—1t.

En considerant (z,t) = (1,0) et (z,¢) = (0,1) (une base pour Iespace des parametres, on obtient
que Ey = Vect(ug,us), avec u; = (1,0,1,0) et us = (—1,1,0,1) qui forment une base de E;.
Notons que us = w est dans Ey N Es.

Or, par la formule de Grassmann, on a que dim(F; + E2) = dim Fy + dim Fy —dim(F; N Ey) =
242-1=3.

On sait que les vecteurs {uq, ug, v1, v2 } forment une famille génératrice de Ey + Eo. Pour trouver
une base, il faut extraire une famille libre maximale (de trois vecteurs). Une fagon pour le faire
est la suivante. On a F; = Vect(uj,uz). De plus, ni v; ni ve sont multiples de w donc ils
n’apartient pas & E7 N Eq, et par exemple Vect(u,u2,v1) est un espace de dimension 3 dans
E; + E;. Comme dim(E; N E3) = 3, on en déduit que (uq,us,v1) forme une base de Ey + Es.
On aurait pu aussi trouver les pivots du systeme linéaire homogene suivant

1 -1 1 010

0 1 1 20
1 0 2 210
0 1 0 1]0

(¢) Notons que 'équations z +y — z = 0 est satisfaite par les vecteurs de E; et E5 au méme temps.
Donc By + By C {(z,y,2,t) € R* | x + y — 2 = 0}. Comme la dimension de ces deux espaces
vectoriels est la méme (égal & 3), on a égalité.

Pour trouver un supplementaire de E; + F» dans R?, il suffit trouver un vecteur e & F; + Es,
donc un vecteur e qui ne satisfait pas 'équation = + y — z = 0. Le vecteur e = e; = (1,0,0,0)
a cette propriété, et F' = Vect(eq) est un supplementaire de E; 4+ Es.

Exercice 2. Soit
1 m 2m+1

Ap=|-2 2 m+3
m 1 m+2
(a) Discuter quel est le rang de A, selon les valeurs du réel m.
(b) Pour quelles valeurs de m est A,, inversible ?
(¢) Pour m = 0, donner l'inverse de Ay.

Reponse.
(b) On calcule le déterminant de A,,. En développant sur la premiére ligne, on obtient.

det(Am):1‘2 m+3 m 2m+1 m 2m+1’

1 m+2 1 m+2 2 m+3
=2m+4—m—3+2m>+4m —4m —2+m> + 3m? — 4m> — 2m
=mP+m?—m—1=m?—-1)(m+1)=(m+1)*(m—1).

‘—!—2 ‘+m

Donc A, est inversible si et seulement si det A,, # 0 si et seulement si m # 1, —1.



(a)

Le rang de A,, est 3 si et seulement si A,, est inversible, si et seulement si m # 1, —1.
Sim=1,ona
1
A= -2
1

L

3
4
3

On voit que les premiere et troisieme lignes de A; sont égaux; les premiere et deuxieéme lignes
de A; sont linéairement indépendents. 11 s’en suit que la dimension de 1’espace engendré par les
lignes de Ay, et donc le rang de Ay, est égal a 2.

Sim=—1,o0n a

1 -1 -1
Ay =1-2 2 2
-1 1 1

On voit que les tres lignes de A_; sont 'une un multiple de 'autre. On en déduit que rang A_; =
1.

On sait que pour m = 0 la matrice Ap est inversible. On a
1

0 1
Ag=|-2 2 3
0 1 2

Méthode 1. On applique l'algorithme de Gauss pour trouver 'inverse de Ag.

1 0 1|1 0 O 1 0 1|1 0 O Ly
-2 2 3|01 0)]—1012j00 1 Ls
0 1 2/0 0 1 00 112 1 -2 Lo +2Ly — 213
1 0 0|—-1 -1 2 Ly — L3
— 01 0|—-4 -2 5 Lo —2L5
0 0 1| 2 1 =2 Ls
Donc, on a
-1 -1 2
Agl=1-4 -2 5
2 1 -2

2 3] |2 3 |-2 2

1 2 0 2/ |0 1
Cof(ap) = [ -|" L |2 Py s
=T o o 2 o |-\, 5

01 |1 1] |1 o

2 3 -2 3| |-2 2

Comme det 4g = (04 1)%(0 — 1) = —1, on en déduit

) 1 1 =2 -1 -1 2
At = Cof(Ag)=—| 4 2 -5|=|-4 -2 5
det Ao 2 -1 2 2 1 -2



