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Exercice I. 1) On considere I'application linéaire f de R? dans R? définie par :
f(x,y) = (=10 + 24y, —4x + 10y).

Donnez la matrice A de f dans la base canonique de R? au départ et & larrivée.
2) a) L’application f est elle surjective ?
b) Montrer qu’il existe deux réels A1 et Ag tels que A\; < A2 et que les noyaux Ker(f — A;Id) soient non
nuls pour ¢ € {1,2}.
3) a) Pour i € {1,2}, donnez un vecteur u; de Ker(f — \;Id) d’ordonnée égale a 1.
b) Montrer que (uj,us) est une base de R2.
4) Quelle est la matrice B de f dans la base (u1,us2) au départ et a Parrivée.

5) En déduire la valeur de A™ pour tout entier naturel n.

Solution. 1) La matrice de f dans la base canonique de R? au départ et & l'arrivée est
—-10 24
A= ( —4 10>
2) a) Le déterminant de A est

‘—10 24

) 10’:—100+96:—47é0.

Donc A est inversible. Donc f est bijective, en particulier surjective.
b) Soit A € R. Etudions Dinversibilité de

~10-x 24
A/\I( —4 10—>\>

en fonction de A. Le déterminant de A — A\I est

—10— X 24 | _ 9
4 10_)\‘_—(1O+)\)(1O—)\)+96——4+)\.
Ce déterminant est nul si et seulement si A = 2 ou A = —2. Il existe donc deux réels tels que les

noyaux de Ker(f — A\;Id) sont non nuls : il s’agit de Ay = —2 et Ay = 2.

3) a) Déterminons le noyau de f — \;Id pour i = 1, 2.
— La matrice de f — M\1d est

-8 24
avar= (7S )

Pour déterminer son noyau, résolvons le systeme

<= {—4364—12@/207

—8z 4+ 24y =0
—4x 4+ 12y=0

ou la simplification est due au fait que la premiere équation est deux fois la deuxieme.



Introduisons un parametre réel t € R. Le systeme se réécrit

r=3y =3t
y=t, teR.

L’ensemble des solutions de ce systeme est donc

() e =ven ()

3 .
Donc u; = 1 convient.

— La matrice de f — A2Id est

—12 24
A (72 ),

Pour déterminer son noyau, résolvons le systeme

{12z+24y_0

—dp 4+ 8y =0 — {74x+8y:0,

ou la simplification est due au fait que la premieére ligne est trois fois la deuxiéme. Introduisons
un parametre réel ¢t € R. Le systéme se réécrit

=2y =2t
y=t, teR.

L’ensemble des solutions de ce systeéme est donc
2
Donc us = (

() e = ()

b) Les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires car ils ont la méme ordonnée mais une abscisse différente.
Ils forment donc une famille libre de 2 vecteurs de R2, c’est-a-dire une base de R2.

On sait que uy € Ker(f +2Id). Donc f(u1) = —2uy. De méme, f(uz) = 2us. Donc la matrice de f dans

la base (u1,uz) est
-2 0
5= 3):

(i)

est la matrice de passage de la base canonique dans la base (uj,u). Donc A = PBP~L. Par une
récurrence immédiate, il vient

) convient.

La matrice

A" = PB"P~ !

(V)

Or, comme B est diagonale,

Calculons enfin P~
Méthode 1 (Gauss).

3210_}1101L2_>1101L1
1 10 1 3 211 0) Ly 0 —-1|1 —-3) Lo—3L;

(1 01 =2\ LitLy (101 -2\ L
0 —1/1 -3) Ly 0 1]-1 3) —Ly



1 -2
-1 _
Donc P7* = (_1 3 )

Méthode 2 (Cofacteurs). Calculons le déterminant de P : det P = ’3 2

1 1

1 1 1 1 -2
—1 _ t _ _
P = qap M) = <—2 3><—1 3)'

e (D)
()
S (T G

’:3—2:1. Donc, on a

Finalement,

Donc si n est pair, on a A™ = 2"1, et si n est impair, on a A" = 2" (:g 152> =2n 14,

[/ [~ [~

Exercice II. Pour tout entier n strictement positif, on note F,, ’espace vectoriel des polynomes en X de
degré strictement inférieur & n. On considére I'application :

fl FE3 — Fs
P(X) = P/(X)—X P'(X)

1) Montrer que f est une application linéaire.
2) Donnez la matrice de f dans la base (1, X, X?2) de E3 et (1, X) de Es.
Solution. 1) Soient P et () deux éléments de F3, A et p deux scalaires.

FOP 4+ pQ)(X) = (AP +pQ)'(X) = X(AP + pQ)" (X).

Par linéarité de la dérivation, on obtient

FOP + 1Q)(X) = AP'(X) + nQ(X) = X(AP"(X) + uQ" (X))
= AP(X) + Q' (X) — XAP(X) — XpQ"(X)
— AP'(X) = AXP"(X) + pQ(X) — pXQ"(X)

= A(P) + pf(@Q).
Donc f est linéaire.

2) Déterminons les images de chaque vecteur de la base (1, X, X?) = (P, P1, P») de Es, et exprimons ces
images en fonction des vecteurs de la base (1, X) = (Qo, Q1)-

f(Po)(X) = Py — XPy =0,
F(P)(X) = Pi(X) - X.P/'(X) = 1= Qo,
F(P)(X)=PyX)— XPJ(X)=2X-X-2=0.

Donc la matrice A de f dans la base (1, X, X?) de Es et (1, X) de Ej est <0 1 O),

0 0 O
[~/ [/ [/

Exercice III. On considere une application linéaire g de R? dans R3 telle que :

g 1(0) = {(i) € RS,xSerZZO}

()=

et



7)

Question de cours : Donnez la définition du noyau et de I'image d’une application linéaire.
a) Donnez une base du noyau de g.

b) Quel est le rang de g ?

c) A-t-on R? = Ker g @ Img ?

On considere les vecteurs suivants de R :

(e () )

Montrez que (v, v2,v3) est une base de R3.
Donnez la matrice B de g dans la base (v;)(1<i<3) de R3 au départ et & l'arrivée.

Quelle est la matrice de passage P de la base canonique a la base (v;)(1<i<s) ?

3 -2 1
Quel est l'inverse de la matrice |1 0 0] 7
0O 1 1

Donnez la matrice A de g dans la base canonique au départ et a I’arrivée.

Solution. 1) Soit f une application linéairede E dans F, avec F, F espaces vectoriels. Le noyau de f,

noté Ker f, est défini comme suit.
Ker f = f71({0}) = {z € B, f(z) =0}.
L’image de f notée Im f est définie comme suit.
Imf={yeF|3z € E, f(x)=uy}.

a) Le noyau de g est défini par une équation non nulle dans R3, sa dimension est donc de 2. Les
vecteurs u = (—2,0,1) et v = (3,1,0) sont deux éléments de Ker g, non colinéaires, donc formant
une famille libre de deux éléments. Donc (u,v) est une base de Ker g.

b) Par le théoréme du rang, on sait que dim(Ker g)+rang g = 3. Donc, étant donné que dim(Ker g) = 2,
onarangg =3—2=1.
, 1
¢) Déterminons l'intersection Ker g N Im g. Etant donné que dimImg = 1 et que (0> € Img, on a
1

1 1
Im g = Vect ((0)> Or (0) ne vérifie pas I’équation de Ker g. Donc Ker g N Im g = {0}, donc ces
1 1

deux sous-espaces vectoriels sont en somme directe.
Comme dim(Ker g @ Im g) = dim(Ker g) + dim(Im g) = 3 par théoreme du rang, on en déduit que
R3 = Kerg ®Img.
Pour montrer que (v1,v2,v3) est une base de R?, montrons que cette famille est libre. Supposons qu’il
existe a, B et «y trois réels tels que av; + Bvs + yvs = 0. On a alors

avy + Buy = —yvs.

Or, avy + fvs € Kerg et —yv3 € Img. Done, comme Kerg NImg = {0}, —yv3 = 0, c’est-a-dire que
v=0,et
avy + fvg = 0.

Les vecteurs vy et vo formant une base de Ker g, on en déduit que a = 8 = 0.
Finalement, o = 3 = v = 0, donc (v1,v2,v3) est une famille libre de 3 vecteurs de R3. Il s’agit donc
d’une base de R3.

Calculons les images de vy, va, v3 par g.
Les vecteurs vy et vy forment une base de Ker g donc g(vy) = g(v2) = 0.

2
Par hypothese, g(vs) = (0> = 2u3.
2

Donc la matrice de g dans la base (v1,va, vs) est

0 00
B=10 0 0
0 0 2



5) La matrice de passage de (v1,v2,v3) dans la base canonique est

3 -2 1
P=1|1 0 0
0 1 1

6) Déterminons l'inverse de P.
Méthode 1 (Gauss).

3 -2 1|1 0 0 1 0 00 1 0\ Lo 1 0 00 1 0\ L
1 0 o001 0)]—1{3 -2 1|1 0 O} Ly — |0 -2 1|1 -3 0| Ls—3Ly
0O 1 10 0 1 0O 1 10 0 1 L3 0O 1 110 0 1) Ls
1 0 00 1 0\ L 1 0 0/0 1 0\ L
— |0 1 10 O 1| L3y — |0 1 1j0 0 1| Lo
0 2 1|11 =3 0/ Lo 0 0 3|1 =3 2/ L3+2Ls
1 0 o0 1 0\ I 1 0 0 0 1 0\ Ly
—>011001L2—>0107%1§L27L3
1 2 1
0 0 1|3 -1 5/ 3L3 0 0 1 % -1 3/ L3
Donc P est inversible de matrice inverse
0 1 0
Ptl=|(-1/3 1 1/3
1/3 -1 2/3
Méthode 2 (cofacteurs). On veut calculer P = -1 "Cof(P).
’o o 1o 1 o’
11 0 1 0 1
0 -1 1
Cof (P) = =2y Bt 5213 3 _3
1 1 0 1 0 1 0 1 9
2 -1 3 1 3 =2
0 0 10 1 0
Pour le déterminant, on developpe sur la deuxieéme ligne, et on obtient det P = — ’_12 H =—(-2-1)
3. On a donc .
1 1 0 -1 1 0 1 0
P:thof(P):g 3 3 -3|=(-1/3 1 1/3
© 0 1 2 1/3 -1 2/3

7) Par définition des matrices de passage, on a B = P~'AP, et donc

A= PBP!
3 =2 1\ /0 0 0 0 1 0
=11 0o o|lo o0 oOf[-1/3 1 1/3
0 1 1/ \0 0 2 1/3 -1 2/3
00 2 0 1 0
=10 0 0| |-1/3 1 1/3
00 2 1/3 -1 2/3
2/3 —2 4/3
=10 0 0
2/3 —2 4/3
[——/ [———/ [——/

Exercice IV. Soit f une application linéaire de R™ dans R™ telle que f o f = 0.

1) Montrer que 'image de f est incluse dans son noyau.



2) L’application f est-elle inversible ?

Solution. 1) Soit z un élément de Im f. Montrons que x € Ker f.
x est dans l'image de f donc il existe y dans R™ tel que f(y) = x. Donc f(z) = fo f(y) = 0 par
hypothese. Donc = € Ker f.

2) Méthode 1. Supposons f inversible. Il existe alors g telle que f o g = Id. En composant & gauche par
f,il vient fo fog= f, c’est-a-dire, puisque fo f =0, 0= f, ce qui contredit 'inversibilité supposée.
Donc f n’est pas inversible.

Méthode 2. Par le théoréme du rang, dim(Ker f) + dim(Im f) = n. Comme l'image de f est incluse
dans son noyau, dim(Im f) < dim(Ker f). On a donc

n = dim(Ker f) 4+ dim(Im f) < 2dim(Ker f),
c’est-a-dire dim(Ker f) > n/2 > 0. En particulier le noyau de f n’est pas réduit & 0, donc f n’est pas
inversible.
[~/ [~/ [~/
Exercice V. Pour tout m € R, soit f,,, : R* — R* 'application linéaire définie par
f (2,9, 2,w) = (x — 2 — 2w, (m — 1)y + 32 + 6w, (m + 1)z + (m + 1)*w, —z + m?z + 2w).
1) Donnez la matrice 4,, de f,, dans la base canonique de R*.
2) a
b

) Pour quelles valeurs de m l’application f,, est elle bijective ?
)
¢) Donnez le rang de f,, en fonction de m.
)

)
)

Quel est le rang de Ay ?

3) a
b
c

Donnez une base du noyau de f7.
Donnez une base du noyau de f_;.
Donnez une base B de Ker f; + Ker f_;
d) Complétez la base B en une base R%.

Solution. 1) La matrice de f,, dans la base canonique est

10 -1 —2

A0 m-1 3 6

m=10 0 m+1 (m+1)?
-1 0 m? 2

2) a) Méthode 1. Calculons le déterminant de A,,. En développant sur la deuxiéme colonne, on obtient

10 -1 -2 L L
o m-1 3 6 |, )
det A,, = 0 0 m+1 (m+1)? =(m-1) _01 m—i;l (m—&2—1)
-1 0 m? 2 mn
B m+1 (m+1)32 -1 -2
—(m—1)<‘ m? 2 S m+1 (m+1)?

= (m— 1)((2(m+ 1) = (m+1)?m?) — (= (m+1)2 +2(m + 1)))
=m-1(m+1)2-m*-—m*+m+1-2)
= (m—1)(m+1)*(1 = m?) = —(m — 1)*(m + 1)*.

L’application f,, est donc bijective si et seulement si det A, # 0 si et seulement si m # 1,—1.
Méthode 2. Echelonnons la matrice A,, par la méthode du pivot de Gauss.

10 1 2 10 1 2
0 m-1 3 6 0 m—1 3 6
0 0 m+1l m+12| " fo 0o m+1 (m+1)
10 m? 2 0 0 m?-1 0 Li+ L

1 0 1 2

L |om-1 3 6
0 0 m+1 (m+1)2
0 0 0  —(m-1)(m+1)2) Li—(m—1)L;



L’application f,, est bijective si la matrice est échelonnée avec 4 pivots non nuls, c’est-a-dire si
m#1etm#—1.

Dans le cas m =1 on a
1 0 -1 -2
0o 0 3 6
A=l o 2 4
-1 0 1 2

Méthode 1. Soient vq,wvs,v3,v4 les vecteurs colonnes de A;. On a vo = 0 et vy = 2v3. Donc
V1 1= Vect{vy,vq,v3,v4} = Vect{v1,vs}. De plus v; et vz ne sont pas proportionnels, donc (v, v3)
est une base de V1, et rang(A;) = dim V; = 2.

Méthode 2. On applique 'algorithme de Gauss a la matrice A; :

10 -1 —2 10 -1 —2 10 -1 —2
0 0 3 6 0 3 6 00 3 6
00 2 4| “loo 2 4 oo 0o 0| Ls-2L,
10 1 2 00 0 0) Lit+L 00 0 0

La matrice est alors échelonnée avec deux pivots, le rang de A; est donc 2.

Sim ¢ {—1;+1}, le rang de f,, est de 4.

Sim =1, le rang de f,, est égal a 2 par la question précédente.

Il nous reste que calculer le rang de f_;. Dans ce cas, la matrice A_; est donnée par :

1 o -1 -2

0o -2 3 6

Aa=1y o 0o o

-1 0 1 2
Méthode 1. Soient wy,ws, w3, w, les vecteurs lignes de A_;. On a w3 = 0 et wy = —w;. Donc
W_1 := Vect{w, wq,ws,ws} = Vect{wy,ws}. De plus w; et wy ne sont pas proportionnels, donc

(w1, ws) est une base de W_y, et rang(f_1) = dimW_; = 2.
Méthode 2. On applique l'algorithme de Gauss a la matrice A_1 :

1 0o -1 -2 1 0 -1 =2

0o -2 3 6 . 0 -2 3 6

0 0 0 0 0 O 0 0
-1 0 1 2 0 0 0 0 Ly+ L,

Elle est échelonnée avec deux pivots : le rang de f_; est donc égal a 2.

Déterminons une base du noyau de f; a l'aide de la matrice A; échelonnée
10 -1 =2
00 3 6
00 0 O
00 0 O

Un vecteur (x,y, z,w) de Ker f; va vérifier

r—2z—2w=0
3z+6w=0

Introduisons deux parametres « et 8 pour réécerire le systeme

r—z—2w=0

3z 4+ 6w=0
y=o
w=f,
c’est-a~dire

r=—2z2—-2w=0

z=-20

Y=o

w=p.



L’ensemble des solutions du systéme s’écrit donc

0 0 0
Kaf:{<ga,mﬁek}:WM{<Q,<%>}
B 0 1
0 0
Une base de Ker f; est donc ((é) , (_%) )
0 1

De méme, déterminons Ker f_; a l’aide de la matrice
1 0 -1 -2
0 -2 3 6
0 0 0 O
0 0 0 O

Un vecteur (x,y, z,w) de Ker f_; doit vérifier

r—z—2w=0
—2y+ 32+ 6w=0

Introduisons deux parametres « et 5. Le systeme devient

r—2z—2w=0
—2y+32+6w=0

Z=a
w=p,
c’est-a-dire
r=a+20
y=3a+3p
z=« ’
w=p,

L’ensemble des solutions du systéme s’écrit donc

a+28 1 2
Ker f = {<2ai35> ,a, 8 € R} :Vect{<3{2> , <g> } .
B 0 1
2 2
Une base de Ker f_; est donc ((g) , (g) )
0 1

Remarquons que

(=N =N N

0
Ker f1 + Ker f_4 :Vect{< > , (_02> , (
1
0 2 2
Or, (02> = (g) -2 <g>, donc
1 1 0
0
Kerf1+Kerf1:Vect{<é>,<>,<>}.
0

0 2 2
La famille de vecteurs <<é> , <§> , (3)) étant échelonnée, elle est libre. Donc c’est une base de
0 0 1

O N WN
= O WwN

Ker f1 + Ker f—l .

1 1 2 2
Soit u = (8). La famille ((g) , ( ) , (g) , (g)) est échelonnée, elle est donc libre et forme une
0 0 0 0 1

base de R*. On a donc complété la base précédente en une base de R*.

o =Oo



