Université Paris-Diderot Année 2013-2014
MA2 - Algebre et analyse élémentaires 11 L1 MASS-2

Feuille de TD 6 - Changements de base

Questions du cours. Soient E, F' deux espaces vectoriels de dimension n et m respectivement, B, B’ deux
bases de E, et C,C’ deux bases de F'. Soit f : E — F Papplication linéaire représentée par la matrice A par
rapport aux bases B,C.

(a) Définir la matrice de changement de base P de B a4 B'.

(b) Définir la matrice de changement de base @ de C a C'.

(c) Ecrire la matrice qui représente f par rapport aux bases B’,C’.
(d) Ecrire la matrice qui représente f par rapport aux bases B,C’.
(e)

e) Ecrire la matrice qui représente f par rapport aux bases B, C.

Exercice 1. Soit f : R? — R? I'application linéaire donnée par f(z,y) = (22 +y,z + 2y).
a) Ecrire la matrice A associée & f par rapport a la base canonique & = (e1,€2).
b) Montrer que B = (v, v2) est une base de R?, ot vy = (1,1) et vy = (1, —1).

c¢) Calculer wy = f(v1) et wa = f(v2), et leurs coordonnées par rapport a la base 5.
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(e) Soit P = (
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)
d) Ecrire la matrice B associée & f par rapport & la base B = (v1,v2).
) ) Montrer que P~'AP = B.
)

f) Justifier le point précédent par rapport au changement de base fait.

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel de dimension n, et f : E — FE une application linéaire. Soit
B = (vi,...,v,) une base de E, et soit A = (a;;) la matrice associée & f par rapport & B. Soit B’ =
(—v1,va,...,v,) la base de E obtenue en changeant le signe du premier vecteur de la base B.

(a) Quelle est la matrice associée a f par rapport aux bases B au domaine et B’ au codomaine ?
(b) Quelle est la matrice associée & f par rapport aux bases B’ au domaine et B au codomaine ?

(¢) Quelle est la matrice associée & f par rapport a la base B'?

Exercice 3. Soit f: R® — R? I'application linéaire donnée par f(z,y,2) = (z — y,y — 2,2 — ).
a) Ecrire la matrice associée & f par rapport & la base canonique de R>.
b) Donner une base B de Ker f.

¢) Compléter B & une base B’ de R3.

e) Compléter C & une base C’de R3.

(
(b)
(c)
(d) Trouver une base C de Im f.
(e)

)

f) Ecrire la matrice associée & f par rapport aux bases B’ (au départ) et C’ (a larrivée).

Exercice 4. On considére un espace vectoriel réel E de dimension 3. Soit {ej,e2,e3} une base de E. Soit
f lapplication linéaire dont la matrice dans cette base est donnée par

15 —11 5
20 —15 8
8§ =7 6

Montrer que les vecteurs u; = 2e1 + 3eq + €3, us = 3e1 +4es + e3 et ug = e + 2e5 + 2e3 forment un systeme
libre dans E. Ecrire dans cette nouvelle base la matrice de I’application f.

Exercice 5. Soit f : R® — R? l’application linéaire donnée par f(z,y,z) = (—2z + 2y + 2z, —2z + 3y +
2z, —2x +y + 22).



(a) Ecrire la matrice A associée & f par rapport & la base canonique £ = (eq, g, €3).

(b) Exprimer le noyau Ker f de f comme solution d’un systéme linéaire homogene. Montrer que dim Ker f =
1 et trouver un vecteur vs qui forme une base de Ker f.

Soient v1 = (1,2,0) et vy = (0,1, —1). Montrer que f(v1) = 2v; et f(ve) = va.

Montrer que B = (v, vs,v3) est une base de R3.

Ecrire la matrice B associée & f par rapport a la base B = (v1, va, v3).

Ecrire la matrice P de changement de base de £ & B, calculer P~! la matrice de changement de base
de B & &, et vérifier que PBP~! = A.

Exercice 6. Soient E = {(z,y,2) € R® | 22 —y + 2 = 0} et F = Vect(w), avec w = (1,1,0).

(a) Montrer que E @ F = R3.

(b) Montrer que pour tout vecteur u = (z,y, 2) il existe r € R tel que u —rw € E.

(c) Soit 7 : R® — R? donnée par u + u — rw avec r donné par le point précédent. Déterminer la matrice
associée a 7 par rapport a la base canonique £ de R3.

(d) Montrer que v1 = (1,2,0) et v2 = (0,1, 1) forment une base de E. En déduire que B(v1,v2, w) est une
base de R?.

(e) Ecrire la matrice associée a 7 par rapport a la base B.

Exercice 7. On consideére Papplication linéaire f : R> — R3 dont la matrice dans la base canonique est

0 2 0
M= -1 3 0
-1 1 2

(a) Trouver des vecteurs vy, v, v linéairement indépendants et tels que f(v1) = vy, f(va) = 20, f(v3) =
2 V3.

(b) Ecrire la matrice de passage P de la base canonique de R? a la base v1, v9, v3. Déterminer la matrice
P~1. Quelle est la matrice de f dans la base (v1,v2,v3)?

(c) On pose g = f — 2Id. Soit h : R® — R? une application linéaire telle que h(v;) = 0. Montrer que
hog=0.

Exercice 8. Soit f : R? —+ R3 l’application linéaire définie par :
flz,y,2) = (—14x + 5y + 8z, 4o — 3z, —24x + 8y + 142).

(a) Donner la matrice de f par rapport & la base canonique de R3.

On considere les vecteurs suivants de R® :

up = (—=1,1,-2), wue=(3,2,4), wus=(1,1,1)
(b) Montrer que B = (uy,us,us) est une base de R3.
(c)
(d)
(e)

e) Déduire de la question (d) la dimension de Ker f et Im f ;

Exprimer f(u1), f(u2) et f(us) en fonction des vecteurs de la base B.

Déterminer la matrice de f par rapport a la base B.

Exercice 9. Soit f : R? — R? I'application définie par f(z,y) = (22 + y,z + 2y).
(a) Ecrire la matrice A associée & f par rapport & la base canonique £ = (e, es).
(b) Montrer que det(A — AId) = (A —1)(A —3).

(c¢) Trouver un vecteur non nul v, € Ker(f — Id).

(d) Trouver un vecteur non nul vy € Ker(f — 31d).

(e)

e) Montrer que (v1,v2) est une base B de R2.



(f) Ecrire la matrice P de changement de base de £ 4 B, P~! de changement de base de B & &£, B la matrice
associée a f par rapport a la base canonique B. Quel rapport il y a entre A, B et P?
Exercice 10. Soit f : R? — R? l’application définie par f(z,vy,2) = (62 — 8y — 2z, 3z — 4y — 2z, 2z — 4y +22).
(a) Ecrire la matrice A associée & f par rapport a la base canonique £ = (e1,e2,€3).
(b) Montrer que det(A — AId) = —\(\ — 2)%.
(¢) Montrer que dim Ker f = 1.Trouver un vecteur v; tel que Ker f = Vect(vy).
(d) Soit C'= A —21d. Trouver un vecteur non nul vy tel que Cvg = 0.
(e) Trouver un vecteur non-nul vs tel que Cvz = vs.
f) Montrer que B = {v1,v2,v3} forme une base de R3.
(g) Ecrire B la matrice associée a f par rapport a la base B.
(h) Ecrire la matrice P de changement de base de € & B, calculer P~ et P~1AP.
Exercice 11. On considere 'application linéaire f : R? — R? définie dans la base canonique £ = (e1, ez, €3)
de R3 par :
flxyy,2)=Re+y—z,24+2y+z,—x+y+22)
(a) Donner la matrice de f par rapport & la base canonique &.
(b) Montrer que fo f =3f.
(¢) Donner une base et la dimension de Ker f et Im f.

Si V C R? est un sous-espace vectoriel, on note par
Vi={weR?| (v,w)=0YveV}

le sous-espace vectoriel orthogonal & V, ou (v, w) dénote le produit scalaire standard entre v et w.
(d) Montrer que Im f*+ = Ker f.
(e) Les sous-espaces vectoriels Ker f et Im f sont-ils supplémentaires ?
(f) On pose :
up = (1,-1,1), we=(1,2,1), wug=(2,1,-1).

Montrer que B = (u1, uz, u3) est une base de R*, puis donner la matrice de f par rapport & cette base.

Exercice 12. Dans R* on considere la base canonique (ej, ez, e3,e4) et la famille (e1,e; + ez, €1 + ea +
€3,€1 + ey +e3 + 64).

(a) Montrer que cette derniere famille est une base de R%. Ecrire les matrices de passage de la base canonique
a cette nouvelle base et de cette nouvelle base a la base canonique.

(b) Soit v = (1,-1,3,—2). Calculer les coordonnées de v dans la nouvelle base.

(¢) Calculer le vecteur w dont les coordonnées, dans la nouvelle base, sont (—2,0,4, 1).

Exercice 13. Soit F un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme de E tel que f # 0 et
f2=o.

(a) Montrer que Im f est inclus dans Ker f; en déduire le rang de f.

(b) Soit e3 un vecteur de E tel que f(e3) # 0. On pose ez = f(es). Montrer qu’il existe un vecteur e; € Ker f
non proportionnel & e;. Montrer que (e, es, e3) est une base de E et écrire la matrice de f dans cette
base.

(c) Application numérique. Soit f 'endomorphisme de R?® dont la matrice, dans la base canonique, est

-3 -6 3
2 4 =2
1 2 -1

Montrer que f satisfait les hypothéses ci-dessus. Choisir les vecteurs e3 et e; et écrire la matrice de
passage de la base canonique a la base (e, ea, €3).



Exercice 14. Soit v = (1,1,2) € R3, et soit f : R® — R? I'application linéaire définie par f(z,y,2) =
(x—y+2z)-v.
(

(b) Calculer det(A — A\I) pour A € R.
(c)
(d
(
(

a) Ecrire la matrice A associée & f par rapport a la base canonique £ = (ey, e3, e3).

)

Déduire de la question précédente que f — Aid est un automorphisme pour tout A # 0, 2.
) Calculer rang(f), et en déduire la dimension de Ker(f). Trouver une base B; de Ker(f).
) Donner une base By de Ker(f — 2id).
)
)

@

f) Montrer que R3 = Ker(f) & Ker(f — 2id). En déduire que B = B; U By forme une base de R3.
g) Ecrire la matrice P de changement de base de € & B.
h) Sans calculer P71, calculer B = P~1AP.

i) Calculer B™ pour tout n € N.

(
(

—~

(j) Calculer P~ et A™ pour tout n € N.

Exercice 15. Soit v € R™ et w € R™ deux vecteurs. Soit f : R” — R™ I'application linéaire representée

par la matrice A = w’ par rapport aux bases canonique &, et &,,.

(a) Quelles sont les valeurs possibles pour rang(f)?

(b) Montrer qu'il existe une base B(v,vs,...,v,) de R" telle que (v,v;) = 0 pour tout j = 2,...,n, ou
(v,v;) = 'wv; denote le produit scalaire standard.

(¢) Soit C = (w,ws, ..., w,) une base de R™. Ecrire B la matrice associée & f par rapport aux bases B au
départ et C a Darrivée.

Application numérique. Soient v = (1,2,0) € R® et w = (-3, -2,1,1) € R*.

(d) Completer v & une base B = (v,v2,v3) telle que (v,v2) = (v,v3) = 0. Completer w & une base C =
(w, we, w3, wy).

(e) Ecrire la matrice P de changement de base de &3 a B, écrire la matrice () de changement de base de &,
acC.

() Ecrire B la matrice associée & f par rapport aux bases B et C. Vérifier que B = Q 1 AP.



