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Feuille de TD 9 - Limites, dérivées et DL

Questions de rappel. Soit f: Dy — R une fonction & valeurs réelles, o Dy C R est le domaine de f.
(a) Donner la définition de fonction continue.

(b) Définir la dérivée de f en a € Dy.

(¢) Donner la définition de fonction C* pour k € N.

(d) Ecrire la formule de Leibniz (dérivée d’'un produit).

(e) Ecrire la formule pour la dérivée d’une composition de fonctions.
)

f) Supposons que f : Dy — f(Dy) soit bijective. Sous quelle condition f~! est dérivable? Dans ce cas,
comment on calcule la dérivée de f=1?

Questions du cours. Soit f: Dy — R une fonction a valeurs réelles, ou Dy C R est le domaine de f.

(a) Enoncer le théoreme de Rolle.

f) Enoncer la formule de Taylor avec reste de Lagrange.

Exercice 1. Calculer les dérivées des fonctions suivantes (on précisera le domaine de définition) :

(a) cosz, (b) sinz, (c) tanx,
(d) arccos z, (e) arcsin z, (f) arctan z,
(g) coshz, (h) sinh z, (i) tanh z,
(j) =™, avec n € Z, (k) e, (1) Inex,

(m) =, avec a € R, (n) a®, avec « €]0, 00.

Exercice 2. Calculer les dérivées des fonctions suivantes (on précisera le domaine de définition) :

(a) arctan ij’ (b) V1 — 2?2 arcsin z — z, (c) arccos H-%
1/n

Exercice 3. Soit A > 0. Calculer lim (1 + A™)
En déduire lim(a™ + b")l/", pour a > 0 et b > 0.
Exercice 4. Pour chacune des fonctions suivantes, dire si elle est continue sur R, dérivable sur R, de classe

C! sur R.
z2Inx?2 siz#0

(a) a(z) = |z|, (b) b(x) = x|, (¢) e(z) = ;

0 siz=0

x?’sin% siz#0 % siz#0 mzsin% siz#0

(d) d(z) = ) ;o (eel@) =4 7 7 (f) f(z) = :
0 siz =0 0 siz=0 0 siz=0

Exercice 5. Etudier la dérivabilité de la fonction f définie sur R par

f(x):{x”sin; siz#0

0 siz=0"

ol n € N* est un entier non nul. Puis étudier la continuité de f’ et f”.



Exercice 6. Mémes questions de ’exercice précédent pour :

flz) = lz[*sind  siz#0
0 siz=0"
ou « est un réel strictement positif.

3

Exercice 7. Montrer qu’on peut appliquer le Théoreéme de Rolle & la fonction f(z) = x — 22 sur les inter-

valles [—1,0] et [0, 1]. Déterminer dans chaque cas une valeur de c.

Exercice 8. Peut-on appliquer le Théoreme de Rolle & la fonction f(z) = {/(x — 2)? sur l'intervalle [0,4] ?
Et & la fonction g(x) = tanz sur l'intervalle [0, 7] ?

Exercice 9. Vérifier qu’on peut appliquer le Théoréme des accroissements finis & la fonction f(z) = 2 — 23

sur Uintervalle [~2, +1] ; quelle valeur de ¢ obtient-on ? Méme question pour g(x) = V24 sur [—1, +1].

Exercice 10. On considére la fonction f : R — R définie par f(z) = %x?’ —z+3.
Appliquer le Théoreme des accroissements finis sur 'intervalle [a,b] avec a = 0 et b = 3 et calculer la
quantité réelle ¢ qui intervient dans cette formule.

Exercice 11. Soit p et g deux nombres réels et un entier n > 0. On pose
f(x) =2" +pr +q.

(a) Montrer que si f admet k racines réelles, f' en admet au moins k — 1.

(b) En déduire que si n est pair, f a au plus 2 racines réelles et que si n est impair, f en admet au plus 3.

Exercice 12. Soit I un intervalle. On considére une application f : I — R dérivable.
Montrer que pour tout réel h tel que x + h € I, il existe 6 €]0, 1] tel que :

flx+h)— fx)y=hf(x+0h).

Exercice 13. Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = az? + Bz + 7, v € R.

(a) Calculer la quantité réelle ¢ qui intervient dans la formule du Théoreme des accroissements finis
f(®) = fla) = f'(e)(b—a).
(b) Quelle est la valeur de 6 dans la formule des accroissements finis ?
f(@+h)— f(z) =hf'(x+6h).

Exercice 14. On considére la fonction f définie par f(x) = /1 + z.
(a) Soit zy = 2. Montrer que pour tout réel h tel que g + h € Dy, il existe § €]0, 1] unique tel que :

f(xo +h) = f(xo) = hf'(x0 + 0 h).

O(h
(b) Calculer alors la limite lim Q
h—0

Exercice 15. On considere la fonction f: R — R définie par f(z) = a + bx + ce®®, a,b € R, ¢, € R* .

(a) Calculer le réel 6 qui intervient dans la formule du Théoréme des accroissements finis
f(x+h)— f(z) =h f'(z+60h).

Montrer que 6 est unique et ne dépend que de h (et pas de z).

(b) En supposant que o = 1, calculer la limite fltin%) O(h).
—

Exercice 16. (a) Dessiner le graphe de la fonction f(z) = arctan (z) 4 arctan (1).



us

(b) Montrer que I = arctan(3) + arctan(
1
2

).
(¢) Montrer que 0 < arctan(s) — arctan(z) < 0.15.

W= Wl

Exercice 17. Prouver 'encadrement % + ‘1/—5 < arcsin0.6 < %Jr %.
T

1—22°

Exercice 18. Montrer que, pour 0 < < 1, on a arcsinz <

X

Exercice 19. Montrer que, pour z > 0, on a arctanz > Tz

Exercice 20. Soit f la fonction définie par f(z) = va + 1. Soit (u,) la suite telle que

Ug = 1
Unt+1 = f(up), pour tout entier n > 0.

(a) Montrer que f([1,2]) C [1,2].
(b) Montrer que la suite (uy,) est convergente, que sa limite ¢ € [1,2] et qu’elle vérifie f(¢) = ¢. En déduire
la valeur de £.

(c) Montrer que pour tous réels z, y € [1,2], on a | f(z) — f(y)| < 3|z —y|.

En déduire que |u,, — €| < (%)n pour tout entier n.

1

(d) Trouver un entier n tel que |u, — £ < 1555

Exercice 21. Soit f une fonction dérivable sur R telle que f(0) =0 et
flx)>=a pour tout x > 0.

(a) Montrer que f/(0) > 1.

(b) Montrer que, quel que soit z strictement positif, il existe un réel ¢ dans 0, z[ tel que f'(c) > 1.

Exercice 22. Soit f : [0,a] — R une fonction continue.

(a) On suppose que f est dérivable sur ]0,a] et que f’ admet une limite finie en 0.
Montrer que f est dérivable en 0.

(b) Donner un exemple d'une fonction f qui soit dérivable sur [0, a] mais dont la dérivée ne soit pas continue
en 0.

(c) A laide du (a), montrer que la fonction f définie par
eV sz >0
-

0 siz <0

est indéfiniment dérivable.

Exercice 23. Soit f(z) = z(x 4+ 1)(z + 2)(z + 3).
Montrer que 'équation f'(x) = 0 admet trois racines réelles.

Exercice 24. On considere des réels a; < as < --- < a,. Montrer que I’équation wfal + ajf@ 4+ zja, =0
admet n — 1 racines réelles.
(Indication : utiliser l’ezercice précédent.)
Exercice 25. Montrer que ’'on a :
2 2 4
x x x
1-—<cosx<1l——+— our tout x € |—Z,Z|.
2 — — 2 24 p [ 27 2}
Exercice 26. Montrer que 'on a :
x3<' < x3+x5 tout x € [0,
r——<snx<r——+ — our tout x , 7.
6 — ="7% T 120 P



Exercice 27. Ecrire la formule de Taylor pour la fonction exponentielle sur [0,1] & ordre n + 1 et en

déduire que :

En déduire la limite de la suite (z,,) définie par @, =1+ 3 + 57 + -+ + ;.

11
—(1+5+=+-

n 1 < e
1! 2! n! (n+1)!"

n!

Exercice 28. Ecrire la formule de Taylor pour la fonction In (1 + ) sur [0,1] & 'ordre n 4+ 1 et en déduire

que :

En déduire la limite de la suite (v,) définie par v, =1 — 1 + 4 +---

m2—(1-+4+X4. 4 (- <1t
no_ (1St . ,
23 n (n+1)

n—1
+ 0

Exercice 29. Ecrire la formule de Taylor au point 1 et a I'ordre 2 pour la fonction arctan et en déduire

que pour tout x > 0 on a :

1 1 1
i(x—l)—i(x—l)z < (arctan x)—% < i(x—l)
Exercice 30. Donner le DL d’ordre 5 au point 0 des fonctions suivantes :
(a) cosz, (b) sinz, (c) tanz,
(d) arccos z, (e) arcsin z, (f) arctan z,
(g) coshx, (h) sinh z, (i) tanh z,
(G) 14 2)™, avec n € N, (k) e*, (1) In(1 + ),
(m) (1 —ax)~! avec a € R, (n) (14 x)*, avec o € R.
Exercice 31. Donner le DL d’ordre n au point a des fonctions suivantes :
sin x cos 2z n=6 a=0|cosxzIn(l+ z) n=4 a=0 |tanx n=~06
(BP+1)Vi—2 n=3 a=0| n=5 a=0 |In2z n=4
eoos ¥ n=>5 a=0]eVes~ n=>5 a=0 | (cosx)V/1+2a n=4
% n=4 a=0 ngﬁ%ﬁ) n=4 a=0 |In(cos x) n=4
earesine n=4 a=0|(1+arctanz) 5" n=3 a=0 | z(chz)= n=4
1-In(l4+z) n=4 a=0|x n=3 a=1|Inz n=3
e’ n=4 a=1]coszx n=4 a=7% | cos(lnx) n=23
—Halr;ﬁ n=4 a=0 |sin(x?) n=7 a=0 | (sinz)? n="7
1
arctan(z?) n=7 a=0 | (arctan z)? n=7 a=0 | (822)* n=2
In (1 + 22) n=3 a=1|arcshz=ln(z+v1+22) n=4 a=0 arcthxz%ln(%) n=>5
Exercice 32. Déterminer les limites suivantes : )
. (1—¢*)sinz . l—cosx . In(1+2?) . tan® x
1 lim ——— lim ———~= lim ————
(a) 250 22 + 23 (b) o502 (c) 250 cosz—1° (d) 250 V1—=cosz’
sin 3z 1 1 ff\f \/1+:r71
() tim 23 L g ()t P2
as T 1—2cosz’ z—=0 \/x  x+ 22 ehe Ing— 1 250 (1+z)t/3 -

(i) Tim \/1 +sinz —+/1—sinz

z—0 T

t _
(j) lim zlIn(sinz), w'
z—0+

(k) lim

x—0 .’1,‘3

a=0
a=0
a=0
a=0
a=0
a=1
a=1
a=0
a=0
a=0



Exercice 33. Calculer la dérivée septieme et huititme en 0 des fonctions /1 — sin(z2) et /1 — sin(z?) .

Exercice 34. Donner le DL & lordre 2 en 0 de f(z) = 1+ v 1+ 22. En déduire la position de la courbe
de f par rapport a sa tangente en 0.

Exercice 35. Déterminer a et b pour que la fonction f(z) = cos z — }igg ait un développement limité
nul a 'ordre 5 en 0.

Exercice 36. (a) Ecrire le DL a l'ordre 7 de la fonction

fay= —~ 1

arctan 22 «x

au voisinage de 0.
(b) Décrire la position relative, au voisinage de 0, du graphe de la fonction f et celui de la cubique x + 23 /3.

Exercice 37. Déterminer les limites suivantes :

. tanx —sinx . sinz+1—cosz . Vsin x — x
(a) lim ———a——, (b) lim 5 , (¢) im ————=,
z—0 x z—0 x z—0 SIn f — \/5?
. cos(sin x) — cos x .1 1 .1 1
d) 1 lim - — — £) lim — — ——
( ) m% sjn4 x ’ (e) acli)r%) x 111(1 + I)7 ( ) zli% x2 sin2 1;7
. cosx+coshzx—2 o1 1 o In(sin )
() Ly xt ’ (h) L, 23 sin® 2 (i) Jinlg (m—2x)2’
1+sing)¥ —el=% 2% + 31" 2
(§) lim (1+sinz) - ¢ QT , (k) lim + , (1) lim - cos,
=0 (1 +tan x)7 —el™2 z—+00 2 20 1, (HJ)
1—x
(m) 1 ch2x —chz (n) I z(1+cosz)— 2 tan x (0) I 2 —1—(sin z)In z
m) lim ————— n) lim o) lim
=0  sin?z =0 2r —sinz—tanz =0 A+z—-V1—z '
.1 sin x .1 [cos(z +2?) e . (sinz —z)In |z|
<M%M%x) @mMJHHﬂG o ) Iy

Exercice 38. Calculer la limite quand z tend vers 0, de la fonction

2(1 — cos z)sin z — x3(1 — 22)1/4

sin® z — b

Exercice 39. Calculer la partie principale quand z tend vers 0, de la fonction
tan(sin ) — sin(tan ).

Exercice 40. Ecrire le développement limité des fonctions cosz — chx et In(1 + 2)? & I'ordre 2 en 0.
En déduire
cosz —chx

750 (In(1 +2))2°

Exercice 41. Donner le développement limité de la fonction f(x) = sh?(z) —z tan(z) au voisinage de & = 0
a l'ordre 6. En déduire
f(z)

11m 6/ N
2—0 sin®(z)

Exercice 42. On considere deux fonctions f : R — R et g : R — R de classe C2. Supposons que

f(0) = g(0) =0,
f(0) =4'(0) =0,
g9"(0) #0.

@) _ 1)

Dé t : lim ——= .
émontrer que : lim o(2) 77(0)




Exercice 43. Soient f et g deux fonctions impaires de classe C? sur un voisinage de 0, avec g"’(0) # 0.

Déterminer :
flx) —2f(2x) + f(3x)
=0 g(x) — 29(2x) + g(3x)
Exercice 44. Soit f la fonction définie par f(x) = ==

er—1"
(a) Montrer que f est définie pour x # 0 et qu’elle admet un prolongement par continuité en z = 0. On
notera encore f la fonction obtenue par ce prolongement.

(b) Montrer que f admet un développement limité d’ordre 2 en 0.

(¢) Etudier la dérivabilité de la fonction f. Préciser la tangente & la courbe de f en 0 et la position de la
courbe par rapport a cette tangente.

Exercice 45. Soit f la fonction définie par f(z) = (cosx)=.

(a) Montrer que f admet un développement limité d’ordre 2 en 0.

(b) Montrer que f est prolongeable par continuité sur | — %, 5] par une fonction g.

(¢) Etudier la dérivabilité de la fonction g. Préciser la tangente & la courbe représentative de g au point 0
et la position de la courbe par rapport a cette tangente.



