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Test

Considerons les matrices suivantes :

2 -1 1 2 1 3
A=(1 1 5|, B=t%4=[-111
3 1 9 1 59

Considerons aussi les applications f, g : R?® — R? données par
flz,y,2) = 2e4+y+32z, —z+y—+z,2+5y+9z2), g(z,y,2) = 2r—y+z,2+y+52,3x+y+92).

En sachant que pour les systemes suivants on a

2 -1 1]0 11 5]0

Sy 1 1 5o | (o1 30],
3 1 9|0 00 0/0
2 -1 1|a 11 5|b

S):( 1 1 5|6 || 0 2 6|30—c ,
3 1 9]¢ 0 0 0]2a+5b—3c
2 1 3]0 1 -1 -1]0

Ss):| -1 1 1/0 |0 3 5 0],
1 5 9]0 0 0 010
2 1 3]|a “1 1 1]

SOl -1 1 1|6 || 0 3 5]a+2b ,
1 5 9]¢ 0 0 0|2a+3b—c

répondre, sans faire des calculs supplémentaires (sauf dans deux cas), aux questions suivantes.
Indiquer quels systéemes on utilise chaque fois.

(a) Quelle est la matrice associée & f? B vérifie f(x,y,2) = B (QZE) De facon analogue, les
colonnes de B sont les coordonnées de f(1,0,0), f(0,1,0) et £(0,0,1).

b) Quelle est la matrice associée & g? A, voir (a).

¢) L’espace Vect(vy), avec v; = (—2,—3, 1), est I'espace de solutions de quel systéme ? (S7).

(b)
(c)
(d) L’espace Vect(vs), avec vy = (—2,—5,3), est Pespace de solutions de quel systéme ? (S5).
(e)

Donner une base de Ker f et Im f.

Pour Ker f, il faut résoudre le systéme (S3), et on obtient Base(Ker f) = {vs}.

Pour Im f, par le théoreme du rang sa dimension est 2. Im f est engendré par les vecteurs
colonne de B. Les premiers deux vecteurs sont linéairement indépendants (par exemple, par
le systeme (S3), donc une base est Base(Im f) = {(2,—1,1),(1,1,5)}.

(f) Donner une base de Ker g et Im g.

Pour Kerg, il faut résoudre le systeme (S1), et on obtient Base(Ker g) = {v;}.

Pour Im g, par le théoreme du rang sa dimension est 2. Im g est engendré par les vecteurs

colonne de A. Les premiers deux vecteurs sont linéairement indépendants (par exemple, par
le systeme (S7), donc une base est Base(Img) = {(2,1,3),(—1,1,1)}.



(2)

Donner un systeme d’équations caractérisant Ker f et Im f.
Le noyau est défini par {v € R® f(v) =0}, ce qui nous donne

20 +y+32=0
Ker f = (z,y,2) € R3 —r+y+2=0 3. Comme la troisieme condition est une combi-
45y +92=0

naison linéaire des premieres deux (par une question de dimension, ou bien en regardant le
systeme (S4)), on obtient Ker f = {(LL y,z) € R3 { in;;y;_fz;g }

Pour Im f, il faut donner des conditions sous lesquelles le systéme (S4) admet solution. On
obtient Im f = {(T y,z) € R3 \ 2043y —z = 0}. De fagon analogue, une équation ax + by +
cz = 0 est satisfaite par les colonnes de B si et seulement si (a, b, ¢) est solution du systeme
(S1), et on conclut par le point (c).

Donner un systeme d’équations caractérisant Ker g et Im g.

20 —y+2=0
{ T+y+52=0
Les motivations sont analogues auxquelles du point (g).

OnaKerg = {(lgz) € R3

}etlmg {(:L‘,y,z) 6R3‘2w+5y732:0}.

Donner un systeme d’équations caractérisant l'espace Vi = Vect{(2, 1, 3),(-1,1,1),(1,5,9)}.
Vi=Img= {(l,yz) e R? ‘ 20 + 5y — 3z = 0}, par le point (h).

Donner un systéme d’équations caractérisant 1’espace Va2 = Vect{(2,-1,1),(1,1,5),(3,1,9)}.
Vo=Imf= {(a:yz) ER¥|2z+3y— 2= 0}7 par le point (g).

Donner une base de V; et V,. V3 = Im g, voir point (f). Vo = Im f, voir point (e).

Donner une base de l'espace vectoriel Vi + V5.

Comme dimV; = dim Vs = 2 et Vi # Vo, on a dim(V; + V) = 3 et Vi + Vo = R3. Donc on
peut prendre la base canonique de R3.

(m) Quel systéme ((S1), (S2), (S3), (S4) ou alcun des précédents) donne la réponse & la question

(n)

suivante : Donner une base de Vect{(2,1,3), (—=1,1,1)} N {(z,y,2) € R® | = + 5y + 92 = 0}.
Aucun. En effet, pour calculer cette intersection, il faut exprimer Vect{(2,1,3),(-1,1,1)} =
: . . R 2x 4+ 5y — 32=0
— 3 _ —
Img = {(x, y,z) €R ‘ 2z + 5y — 3z O} par (i), puis résoudre le systéme { o5y 49220
On obtient apres calculs Pespace Vect{(60,—21,5)}.

Calculer le rang de f. rang(f) = dimIm f = 2, vu par exemple au point (e).



