Université Paris-Diderot 8 octobre 2014
MM1 - Algebre et analyse élémentaires [ Section C

Devoir surveillé 1

Durée : 1 heure.
Tous les documents sont interdits, ainsi que les calculatrices et les téléphones portables.
Les exercices sont indépendants entre eut.

Exercice 1. Résoudre dans C I’équation suivante :
(2—1)2% =22 —2i=0.

Corrigé 1. On a A = 12 + 16i. Cherchons § = x + iy solution(s) de 62 = A par la méthode
cartésienne :

a? -y’ =12 2 =16
2 =Ae{ 20y=16 el =4
22+ 9% =|A| = V122 + 162 = /144 + 256 = 20 x et y de méme signe,

et donc 6 = +(4+2i). On en déduit les deux solutions de I'équation z1 = 2§((§j3i), soit zy = 141
et z_ = —3(1 4 3i).

Exercice 2.

(a) Déduire de Pexpression e!(*+#) = ¢i@ei les formules de sin(a + () et cos(a + B).

(b) Exprimer sin(4«) en fonction des puissances de cos « et sin .

Corrigé 2.
(a) On a

cos(a+ fB) +isin(a+B) = ef<a+_§)
- (cos() + isin()) (cos(B) + isin(B))
cos(a) cos(f) — sin(a) sin(B) + i( cos(e) sin(B) + sin(a) cos(B)).

En identifiant partie réelle et imaginaire, on obtient
cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(f), sin(a + B) = cos(a) sin(3) + sin(«) cos(S)

(b) Avec la formule qui précede, on obtient sin(4a) = sin(2a + 2a) = 2 cos(2«) sin(2«) ainsi que
cos(2a) = cos(a)? — sin(a)? et sin(2a) = 2 cos(a) sin(a). Finalement, on a

sin(4ar) = 4( cos()? — sin(a)?) cos(a) sin(a).

Exercice 3.

(a) Exprimer sous formes exponentielle, trigonométrique et cartésienne les solutions de 1’équation
6
20 =1.

(b) Représenter graphiquement ces nombres dans le plan.



(c)
(d)

Définir les racines primitives sixiemes de 'unité et les déterminer.

Donné a € C, quelles sont les solutions de I’équation suivante ?

z4+1
T =a
z—1i

Si a = n3, pour quels valeurs de 1, ’équation précédente n’a pas de solutions ?

Corrigé 3.

(a)

(¢)

Racines sixiemes de l'unité : nj, = e'*6" = ¢''5" = cos(&T) +isin(EL) pour k € {0,1,2,3,4,5},
c’est a dire ng =1, my :%+i§, 72 :f%Jri@, N3 = —1, 774:7%7i§, et 775:%7*»@.

Soit 1 une racine sixieme de 'unité. Alors 7 est racine primitive si et seulement si 7™ £ 1
pour 0 < m < 6. On vérifie que 1; et 75 sont primitives (c’est toujours le cas). Ce sont les
seules :mp =1, n3 =1, n3=1,n} = 1.

z est solution de I'équation ssi z #iet z+i=a(z—1),c'est adire z #iet (a—1)z =1i(1+a).
Donc si @ = 1, I’équation n’admet pas de solution. Si a # 1 I’équation admet une unique

solution z = {21 (£ i).

On a vu que I’équation n’admet pas de solution ssi a = 1, ssi 73 = 1, ssi i est une racine
troisieme de l'unité, ssi g € {1,n2,14}.



