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Exercice 1.
(a) Donner la définition d’une suite de Cauchy sur (X, dx) un espace métrique.
(b) Que signifie : (X,dx) est complet ?

(¢) Donner un exemple de R-espace vectoriel normé complet de dimension infinie.
(d)
(e)

d

e) Soit a € R un réel strictement positif. Donner un exemple explicite d’entier N € N

Donner un exemple de R-espace vectoriel normé non complet.

tel que pour tout n > N on a

1
<
2n+7 “
Exercice 2. On considére R? muni de la norme un ||(z, y)||; = |z|+|y| pour tout (z,y) € R.
Soit la fonction f : R? — R? définie par

) = <\/1;-x2 N cos(i)—k y) siné3y)7110(1 + 2 — y+sin(y))> .

(a) Montrer que la fonction ¢ — /1 + 2 est 1-lipschitzienne sur R.
(b) Montrer qu'il existe K € ]0, 1] tel que pour tout (z,y), (a,b) € R?
1f (2, y) = fla,b)]ly < K |[(z,9) = (a,0)]]; -

(c) En déduire que le systéme suivant admet une unique solution (z,y) € R? :

V1+22  cos(x+y) sin(3y)
S S

1 .
Y= E(l—i—Q:L‘—y—l—sm(y))

Exercice 3. On considere l'espace vectoriel normé E = (Ma(R), ||-]| ) ot

a b -
c d)i|l.
max{|al, [b],|c|,|d|}. On munit R de la norme associée a la valeur absolue.
Soient A={M € E : |detM|<1} et B={M € E :|det M| <1,|M| =3}
(a) A est-il fermé ? borné ? compact ? Justifier.

(b) B est-il fermé? borné ? compact ? Justifier.
Soit f : E — R définie par f(M) = (tr M)?, ou tr (Z Z) =a+d.

(c) f est-elle uniformément continue sur B 7 Justifier.
(d) Enoncer le critére séquentiel pour la continuité uniforme de f sur A.

(e) Montrer que f n’est pas uniformément continue sur A.

Baréme indicatif. Exercice 1 : 5 points, Exercice 2 : 8 points, Exercice 3 : 8 points.



