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TD 2 - Continuité et normes subordonnées

Questions de cours.
(a) Donner la définition de fonction continue en un point.
(b) Donner la définition de fonction continue.

(¢) Soit f: E — F une application. Rappeler la définition de image directe d’une partie A C F
et d’image réciproque de B C F'. Utiliser ces notions pour décrire la continuité de f si E et
F sont munis de distances dg et dp respectivement.

Donner le critere séquentiel de continuité en un point.
Donner la définition de fonction uniformément continue.
Donner le critere séquentiel d’uniforme continuité.

Donner la définition de fonction lipschitzienne.

)
)
)
)
h) Donner la définition de la constante de Lipschitz d’une fonction (lipschitzienne).
) Quelle est la relation entre fonctions continues, uniformément continues, et lipschitziennes ?
) Donner la définition de norme subordonnée.
)

Est-ce que toute application linéaire L : V' — W entre espaces vectoriels normés est continue 7
Et si la dimension de V est finie ?

(1) Sous quelle condition une application linéaire L : V' — W entre espaces vectoriels normés est
continue / uniformément continue / lipschitzienne ?
Continuité

Exercice 1. Utiliser la définition de la continuité afin de prouver les assertions suivantes.

(a) L’application x — 22 de (R,|-|) dans lui-méme est continue.

+1 six>0,
(b) L’application s de (R, |-|) dans lui-méme n’est pas continue en 0, ol s(x) = ¢ 0 si x =0,
-1 siz<0.

(c) L’application & — 1, définie de ]0, +oo[ dans lui-méme (ol ]0, +00[C R est consideré avec sa
valeur absolue standard) est continue.

sin (l) six # 0,

(d) L’application f : (R,|-|) = (R,|:]) n’est pas continue en 0, ou f(z) = {0 ’” ) 0
six=0.

(¢)

(f) L’application de (R?,[-||_) vers (R, |-|) donnée par (z,y,z) — zyz est continue.

(&)

(

h) L’application de (R?, |-|| ) vers (R?,]-]|,) donnée par (z,y) — (22, zy,y?) est continue.

L’application de (R?, ||-||,) vers (R,|-|) donnée par (z,y) — z? + y* est continue.

L’application de (R™,||-||,) vers (R,|-|) donnée par (x1,...,2Zn) — > p_, Tk est continue.

Exercice 2. Soient (V,||-||) un espace vectoriel normé, et A une partie non vide de V. Pour tout
p € V, on pose da(p) = d(p, A) = infyca d(p, ¢). Montrer que d4 est une application bien définie

de V a Ry = [0, +o0], et montrer qu’elle est continue par rapport aux normes ||-|| sur V' et |-| sur
R.
Exercice 3. Considérons R avec sa valeur absolue standard. Montrer que la fonction f: R — R
1 size
définie par  f(z) = i Q est discontinue en tout point de R.
0 sizeR\Q,

Exercice 4. Considérons R avec sa valeur absolue standard. Montrer que la fonction f: R — R
définie par

fx) =

% sixz%,qEN*,pEZ,ngd(p,Q):lv
0 sizeR\Q,

est discontinue en tout point de Q, mais continue en tout point de R\ Q.



Exercice 5. Considerons R™ avec sa norme euclidienne standard |[|-||,. Les parties suivantes de
R"™ sont-elles ouvertes ? Fermées 7

(a) A= {(z,y) e R* | 2* +y* < 2® + 3%}, (b) B={(z,y,2) eR® | 2> 1,Inz < ¢y + 27},
() C={(z,y,2) eR® |z >y,2 <z+y}, (d)D={(z,y) eR?|z>0y>—2 <0}

Exercice 6. Soit M,,(R) I'espace des matrices carrées de dimension n a valeurs réelles. Soit ||-||
la norme infini sur M, (R) vu en tant que R-espace vectoriel. Les parties suivantes de M, (R)
sont-elles ouvertes 7 Fermées ?

(a) A={M e Mz(R) | M* = M},

(b) B={M € M3(R) | det M =0},

(c) C={Me My(R) [ "M = —M},

(d) D={M € M3(R) | 0<detM <2, tr M < —1},

(e) E={M € My(R) | ||Mv|, < 1}, avec v n’importe quel vecteur fixé de R%.

Fonctions uniformément continues et fonctions lipschitziennes

Exercice 7. Dans les cas suivants, déterminer si les applications données sont continues, lipschit-
ziennes, uniformément continues. Sur R", sauf si différemment spécifié, on considere la norme
euclidienne standard ||-||,.

(a) f:[0,1] — R, donnée par f(z) = 3,
( :R — R, donnée par f(z) = a3,

b) f

(c) f:]—%,%2] = R, donnée par f(z) = tanaz,

(d) f:R — R, donnée par f(z) = arctanz,

(e) f:[0,+o0[— R, donnée par f(z) = +/z,

(f) f:[1,400[— R, donnée par f(z) = +/z,

(g) f:R? = R, donnée par f(z,y) = 2x — 3y,

(h) f:R? = R, donnée par f(z,y) = 2z — 3y, ol on considére R? avec la norme ||-||,,
(i) f:R? = R, donnée par f(z,y) = 2z — 3y, ol on considére R? avec la norme |-,
(j) f:R? — R3, donnée par f(z,y) = (m —y,r+ y,sin(xy)).

Exercice 8. Soient V7, V5, V3 trois espaces vectoriels normés, et soient f : V3 — Voet g: Vo — V3
deux fonctions.

a) Montrer que si f est L¢-lipschitzienne et g est L,-lipchitzienne, alors g o f est une fonction
f g
L-lipschitzienne, avec L = Ly - L.
b) Montrer que si f et g sont uniformément continues, alors g o f 'est aussi.
g g
¢) Montrer que f lipschitzienne implique f uniformément continue, et f uniformément continue
q p pligq )
implique f continue.

Exercice 9. Soit f : R — R une application dérivable. Montrer que f est lipshitzienne si et
seulement si f’ est bornée. Montrer que dans ce cas on a que la constante de Lipschitz de f est
donnée par

L(f) = sup | f'(z)|.

z€R

Normes subordonnées

Exercice 10. Soit (V,|-||) un espace vectoriel normé. Soit End(V') l'espace des applications
linéaires L : V' — V. Désignons par | - [ la norme subordonnée induite par ||-|| sur End(V).

(a) Montrer que [Id] =1

(b) Montrer que |Lg o L1 < |Ly] - [ L2]]- Montrer a I’aide d’un exemple que 'inégalité peut étre
stricte.

(¢) En déduire que si L est inversible, alors [L~1] > L] .

Exercice 11. Soit V = R", et ||-||; la norme un sur R™. Soit [ - [; la norme subordonnée induite
par [|-||; sur End(V) = M, (R). Montrer que pour tout A = (a;;) € M,(R) on a

1Al = lrg]agLZ |aijl-



Exercice 12. Soit V = R", et ||-||, la norme infini sur R”. Soit [ - [ la norme subordonnée
induite par [-|| ., sur End(V ) % M, (R). Montrer que pour tout A = (a;;) € M, (R) on a

1Al = 1@?2(”2 |aijl.

En utilisant 'Exercice [L1] en déduire que |A]_ = [*A];.

Exercice 13. Soit V = R", et [|-||, la norme deux sur R™. Soit [ - [, la norme subordonnée
induite par ||-||y sur End(V') = M,,(R). Pour B € M, (R), on dénote par p(B) le rayon spectral
de B, c’est-a-dire, la plus grande valeur absolue des valeurs propres de B :

p(B) :=max{|\| : X est une valeur propre de B}.

Montrer que

4], = /p(AA).
En déduire que si A est symétrique, alors |A[, = p(A).

Exercice 14. Soient |- [;,[ - 5, [ [, les normes subordonnées définies dans les Exercices
Calculer la valeur prise par ces normes, et le rayon spectral, pour les matrices suivantes.

2 0 2 1 2 3
(a) A= (b) B = (c) C =
-3 1 1 -1 1
1 2 0 010 0 3
dD=]-1 3 0 e)E=[0 0 1 f)F=]10 0 -1

o
o
I
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—
o

0 0 0 O

Exercice 15. Soit M,,(R) I'ensemble des matrices carrées de dimension n & coefficients réels.
Désignons par ||-||;, [|]|5, |||, les normes un, deux et infini sur M, (R) vu comme espace vectoriel
isomorphe & R™*™. Montrer que ces normes ne sont pas des normes subordonnées.

Exercice 16. Soit V = C™ un espace vectoriel complexe de dimension finie, et ||-|| une norme
sur V. Soit | - | la norme subordonnée induite par ||-|| sur End(V) = M,,(C).

1
(a) Montrer que pour tout k& € N* et tout A € M,,(C) on a p(A) < [AF][*, ot p désigne le rayon
spectral de A (voir Exercice .

(b) Soit A € M,(C) une matrice, et supposons que p(A) < 1. Montrer que dans ce cas

lim A* =0 (par rapport & n’importe quelle norme sur M,,(C)).
k—+o00

Indication : il suffit de montrer que tout coefficient de A* tend vers 0 (par rapport & la valeur
absolue sur C). Utiliser le résultat d’algébre linéaire qui dit qu’une matrice peut étre mise en
forme normale de Jordan. Dans le cas ot on ne connaitrait pas ce résultat, se restreindre au
cas ot A est diagonalisable.

=

(¢) Déduire des points précédents, que pour tout A € M, (R) on a p(A4) = X lirf JA*]*.
— 400

Indication : appliquer le point précédent ¢ A/(p(A) + €) pour € > 0 petit.

Exercice 17. Soient F et F deux R-espaces vectoriels normés et ¢ : E — F une application
linéaire. Calculer o[ ou [ - | est la norme d’application linéaire subordonnée aux normes de E
et F', dans les cas suivants :

(a) E = (R% Ilo)s @z, y) = (52, —2y) ;

(b) E= (R3 1), F =@ [|lo0), (2, 9,2) = (@ +y,y + 2,24 2) ;
() E= R |0), F= @R[, ¢(x,y,2) = 2z +y,32 —y);

(d) E= R [l,), F=[R,[-]), p(z,y,2) =2 —y + 2;

(© B = @), F = 0L, wlat) = (% 2 );

(0 B= @, 11,). F = 0a®. .o, plad) = ( % 0 )
(€) E = (Ma(R) ), F = (R, 9(4) = tr A,



Espaces de suites

Exercice 18. Soit K =R ou K = C, et KV le K-espace vectoriel des suites & valeurs dans K. On
considere les sous-espaces suivants :

0% = 02(K) = {(un)n € K" | sup |un| < 400},

= (K) = {(tn)n €KV | D Junl|* < +00},

n=0
0 = 0Y(K) = {(un)n € KN [ ) Jun| < o0}
n=0
Pour tout v € KY, on désigne

oo 00
2

Dolual®s ully = Junl.

n=0 n=0

[ull o == sup [un|,  lully ==
neN

(a) Rappeler pourquoi £, ¢2 ¢! sont des espaces vectoriels, et montrer que ¢! C ¢2 C ¢ c K.
Donner des exemples pour montrer que les inclusions sont strictes.

(b) Montrer que |||/, |||, et |||, sont des normes sur ¢*(R), ¢*(R) et £>°(R) respectivement.
Sont-elles aussi des normes sur K" ?

Exercice 19. Dans le cadre de I’Exercice soit S : KN — KN I'application de décalage définie

comme suit. Si u = (u,), est une suite avec u,, € K, alors S(u) = (S(u)n), est la suite donnée

par S(u), = Upt1-

(c) Montrer que S définit un endomorphisme linéaire de K. Est-ce qu’il est inversible ? Calculer
son noyau.

(d) Montrer que S(¢P) C ¢P pour p = 1,2, cc.

(e) Montrer que S est continu sur ¢ par rapport & la norme H~||p7 pour p = 1,2, co.

f) Calculer la norme [S[_ de I'application linéaire S induite par ||-|| sur ¢P pour p = 1,2, co.
P P

Espaces de fonctions

Exercice 20. Soit C(R) le R-espace vectoriel des fonctions continues f : R — R. Soit p € [1, +00].
On considere les sous-espaces suivants :

LZ¥(R) = {f €C(R) | igg|f<x>‘ < 4oo},

Uﬂ@={f6dRHt4U@N%x<+m}

Pour tout f € C(R), on désigne
Il i=swls@l 151, = ( [ 1r@ras)”
z€R R

(a) Rappeler pourquoi £L>°(R), £L2(R), L!(R) sont des espaces vectoriels, et montrer que £(R) C
L2(R) € £L®(R) C C(R). A I'aide d’exemples, montrer que les inclusions sont strictes.

(b) Montrer que ||-||;, ||]|, et ||]|., sont des normes sur £'(R), £L2(R) et £L(R) respectivement.
Sont-elles aussi des normes sur C(R) ?

Exercice 21. On considére E = C([—1, 1]) I'espace des fonctions continues f : [-1,1] — R. On
désigne par [|-||; et |||, les normes un et infini sur E.

Soit L : E — R Papplication définie par L(f) = f(1) — f(—1).

Soit A= {f € E | f(1) = f(~1)} = L~1(0).

(a) Montrer que L est une application linéaire.

(b) Montrer que L est continue par rapport a la norme ||-||  sur E.

(c) En déduire que A= {f € E | f(1) = f(—1)} est fermé dans (E, |-||,.)-

(d) Calculer |L]_, ou [ - [, est la norme subordonnée induite par ||-|| , sur E et |-| sur R.

(e) Montrer que L n’est pas continue par rapport a la norme ||-||; sur E.

(f) Pour tout f € E, trouver une suite (f,,), telleque Vn € N, f,, € A et telle que nlgnéo lfn = fll, =

0. En déduire que A est dense dans (E, ||-||;), et n’est donc pas fermé.



