Université Paris-Diderot Année 2018-2019
UDMT42 - Topologie Algébrique (31NUO1MF) M1 Maths

TD 5 - Groupes d’homotopie

Notions du cours.

e Chemins, chemins homotopes (& extrémités fixées), lacets.

e Opérations sur les chemins, sur les homotopies (concaténation, inversion de 'orientation).
e Espaces simplement connexes.

e Groupe fondamental.

o Groupe fondamental du cercle, degré d’une application sur S*.

e Applications : théorémes de d’Alambert-Gauss, du point fixe de Brouwer, de Borsuk-Ulam.

Définition. Si X,Y sont deux espaces topologiques localement compacts, la topologie compacte-ouverte sur
C°(X,Y) est la topologie engendrée par les ensembles

NK,U = {f € CO(X’Y) | f(K) - U}v
avec K qui varie parmi les compacts de X et U parmi les ouverts de Y.

SiY est un espace métrique, on peut montrer que la topologie compacte-ouverte est la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts de X.

Groupe fondamental

Exercice 1. Donner un exemple d’application continue injective (resp. surjective, resp. bijective), f : X — Y,
n’induisant pas un homomorphisme injectif (resp. surjectif, resp. bijectif) entre les groupes fondamentaux.

Exercice 2. Montrer que le groupe fondamental 71 (G, e) d’'un groupe topologique G est toujours abélien.
Indication : on pourra utiliser la multiplication de deux chemins « et 8 définie par la loi de G, i.e. (a- f)(t) =

a(t)B(t).
Exercice 3. Soit X un espace topologique connexe par arcs et x,y deux points de X . Considérons deux chemins
de X, 71,72 de  a y, et les isomorphismes ®,, : 71 (X, x) — 71 (X, y) définis par

D, ([o]) = [ * a %]

Montrer que ®,, = ®., si, et seulement si, la classe [y2 * 71| commute avec tous les éléments de 71 (X, z). En
déduire une condition nécessaire et suffisante pour que I'isomorphisme ®, : 7 (X, z) — m1(X,y) ne dépende
pas du choix du chemin 7.

Exercice 4. Soit GL(n,R) le groupe des matrices réelles n x n inversibles et O(n) le groupe orthogonal. Notons
g : GL(n,R) — O(n) le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

(a) Montrer que g est une application continue et définit une équivalence d’homotopie.

(b) Déterminer les composantes connexes de O(2) et leur groupe fondamental. En déduire m (GL(2,R), id).

Exercice 5. Si X est un espace topologique, ’espace des configurations de m points dans X est le sous-espace
F(X,m) du produit X™, constitué des couples (z1,...,Zn) tels que z; # x; pour tout i # j.

(a) Montrer que F(S!,2) est homéomorphe a S! x R. Calculer 71 (F(S!,2)) et en expliciter des générateurs.

Soit maintenant X = R™, et considerons S"~! comme le sous-espace de F'(R",2) constitué des points (0,y) pour
ye St

(b) Montrer que S"~! est un rétracte par déformation de F(R",2). En déduire 71 (F(R™,?2)).
Exercice 6. On rappelle que le centre d’'un groupe G est 'ensemble des éléments de G qui commutent avec

tous les autres éléments :
Z(G)={g9 € G,gh = hg,Vh € G}.

Soit X un espace topologique. On considere F' : X x I — X une homotopie telle que Vo € X, F(z,0) = F(z,1) =
x. Pour 29 € X, on considere le lacet 7,, : I — X qui & ¢ associe F(zo,t). Montrer que [y,,] € Z(m1(X, x0)).
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Exercice 7. Montrer que pour un espace topologique X les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Toute application continue S! — X est homotope & une application constante.
(i1) Toute application continue S' — X s’étend & une application continue B? — X.

(#91) 71 (X, xz) = 0 pour tout zy € X.

En déduire que X est simplement connexe si et seulement si toutes applications continues S' — X sont homo-
topiquement équivalentes.

Exercice 8. Soit X un espace topologique connexe par arcs, et A, B deux ouverts tels que X = AU B.
(a) Montrer que si A et B sont simplement connexes, et AN B est connexe par arcs et non-vide, alors AU B
est simplement connexe.

(b) Est-ce que la méme conclusion vaut si A et B ne sont pas ouverts dans X ?

Exercice 9. Montrer qu’il n’existe pas de rétraction r : X — A dans les cas suivants :
(a) X = R3 et A est n'importe quel sous-espace homéomorphe a S!.

(b) X =S! x B? et A est son bord S! x S!.

(c) X =S! x B? et A est le cercle montré en figure.

(d) X = B? VB2, ot le bouquet est fait sur deux points du bord, et A est son bord S! v St.
(e) X est un disque D ol on identifie 1 et —1, et A est son bord (I'image de D par rapport & la projection

naturelle sur X).

(f) X la bande de the Mobius et A son bord.

Degré d’un application sur S'.

Exercice 10. On identifie ici S! & dD I’ensemble des complexes de module 1.

(a) Montrer que deg(f o g) = deg f - deg g. En déduire que deg(f) = — deg(f).
(b) Montrer que deg(fg) = deg(f) + deg(g)-

22 si Im(z) >0,
(c) Donner le degré de I'application f : S! — S! définie par f(z) =

272 si Im(2) <0

(d) Soit P € C[z] un polynome de degré n, qui n’a pas de racine sur S*. Calculer le degré de 'application

f:St — S! donnée par f(z) = \legzgr

Exercice 11. Montrer que toute application continue de S' dans S' qui n’a pas de point fixe est homotope &
I'identité. En déduire que toute application de degré différent de 1 a un point fixe.

Conséquences de 7 (S!) = Z.

Exercice 12 (Théoréme de Perron-Frobenius en dimension 3). Soit K = {(x1,22,73) € R® | 2; >
0,21 + x2 + 23 = 1}, et f: K — K une fonction continue.

(a) Montrer que f admet un point fixe .
(b) En déduire que pour tout A = (a; ;) € Mat(3 x 3,R) telle que a; ; > 0 pour tout ¢, 7, il existe A > 0 et un

vecteur x = (z;) € R3 non nul et tel que z; > 0 et Az = .

Exercice 13 (Théoréme de Borsuk-Ulam). Le théoréeme de Borsuk—Ulam dit que pour toute f : S® — R™
il existe x € S™ tel que f(z) = f(—x).
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(a) Montrer le théoreme de Borsuk-Ulam pour n = 1.
(b) Montrer le théoréme de Borsuk-Ulam pour n = 2. (Indication : procéder par 'absurde, et considérer g :
flx) = f(=2)

S? — St donnée par g(x) = m.)

Exercice 14. Est-ce que le théoréeme de Borsuk—Ulam vaut sur le tore ? Autrement dit, est-ce que pour toute
application continue f : S! x S — R? il existe (z,y) € St x St tels que f(x,y) = f(—x,—y)?

Exercice 15. Soient A1, Ay, A3 trois ensembles compacts dans R3. En utilisant le théoréme de Borsuk-Ulam,
montrer qu’il existe un plan P dans R? qui divide simultanément chaque A; en deux parties de la méme taille.

Groupes d’homotopie d’ordre supérieur.

Exercice 16 (Groupe d’homotopie d’ordre n, cubes). Soit X un espace topologique, et 2o € X un point
base. Considérons 'espace F, (X, x) des fonctions continues f : (I, 0I™) — (X, xg) (c’est-a-dire, f : I — X
et f(OI™) = xg), avec I =[0,1] et n > 1.

(a) Montrer que la relation d’homotopie relative & 9I™ (qu’on note ~) est une relation d’équivalence dans
Fn (X, £C0) .

On définit 7, (X, 2¢) comme I'ensemble de classes d’équivalence de F, (X, xg) par rapport & ~. Si f € F,(X, zo),
on dénote par [f] sa classe d’équivalence dans 7, (X, o).
Sur F,,(X,xzo) on consideére la concaténation par rapport & la j-ieme coordonnée :

ceeytio1, 2t 01, S 1

(f*jg)(t): f(tlv at] 1 tjatj-‘rly atn) b% t]e[?ag]v

g(tl, . 7tj—1a 2tj — l,tj+1, . ,tn) S1 t]‘ € [5, 1]
(b) Montrer que *; induit une opération sur m, (X, zo), donnée par [f] *; [g] = [f *; g].
(c) Montrer que pour tout j =1,...,n, on a [f] *; [g] = [f] *1 [g] pour tout [f], [g] € mn (X, z0).
On dénote cette opération plus simplement comme .
(d) Montrer que (m,(X,x0),*) est un groupe (dit groupe d’homotopie d’ordre n).
(e) Montrer que le groupe d’homotopie d’ordre n est abélien pour n > 2.

(f) Montrer que si X est connexe par arcs, alors m, (X, zo) = m,(X, z() pour tout xo, z(, € X.

Exercice 17 (Groupe d’homotopie d’ordre n, sphéres). On dénote par S" la n-sphére, avec un point
base sp € S™. Soit X un espace topologique, et o € X. Considérons I’espace F, (X, zo) l'espace des fonctions
continues f : (S™,s0) = (X, xq), c'est & dire, f : S® — X et f(sg) = z. Soit ¥ : I — S™ une application
continue qui induit un homéomorphisme ® : I /JI™ — S™. Soit sg = ([0I"]).

(a) Montrer que 'application ¥* : Fn(X, xo) = F (X, zo) définie par ¥* f = f o ¥ est un homéomorphisme, ou
dans les deux espaces on considere la topologie compacte-ouverte.

(b) Montrer que U* f ~ U*g si et seulement si f et g son homotopiquement équivalent relativement & sg (relation
notée encore par ~).

On en déduit que 7, (X, x0) = F,(X,x0)/ ~.

Soient f,g € F,(X,xo). On définit f % g comme suit. D’abord, on considére S = (S™, s9) V (S", s0) le bouquet
de deux n-spheres sur sg, et ® : (S™,s0) — (5, s9) 'application continue obtenue en contractant un équateur
qui contient sq sur le point base du bouquet. En suite, on considere 'application h : (S, sg) — X définie comme
f sur le premier (S™, sg), et g sur le deuxieéme (S™, sp). On définit f x g comme h o P.

(¢) Montrer que lopération f x g passe au quotient et donne une opération [f] * [g] := [f * g], qui coincide avec
* défini dans l’exercice précédent sur m, (X, xo).

Considerons maintenant G le groupe fondamental G = 7 (Fj,—1(X, o), o), ou le dernier z( indique la fonction
constante égale & x¢ définie sur S*~1.

(d) Montrer que le groupe G est isomorphe & m, (X, zg).

(e) En déduire que si X est connexe par arcs, alors pour tout zg,zj € X on a 7, (X, zg) & m, (X, x().
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Exercice 18 (Groupes d’homotopie relative). On considere le n-cube 1", et I"~! = ["~1 x {0} comme
plongé dans I"™. Soit J"~! I'adhérence de I™ \ I"~1. Soit X un espace topologique, A une partie de X et
g € A un point base. Soit F, (X, A, z() P'espace des fonctions continues f : I — X tels que f(0I™) C A et
f(Jn_l) = Xo-

Sur F,,(X, A, X) on considere la relation d’équivalence donnée par f ~ g si et seulement s’il existe une homotopie
H :I" x I entre f et g, relative & J"~! (c’est-a-dire, Hy| jn—1 = x pour tout t), et telle que H;(I™) C A pour
tout ¢.

On dénote par m,(X, A, x¢) le quotient de F,,(X, A, x¢) par ~.

(a) Montrer que lopération * = *; définie par (1) définit une opération sur F, (X, A, z¢), qui passe au quotient
Tn, (Xa Aa 330) .

(b) Montrer que (m,(X, 4, x0), *) est un groupe pour n > 2, et qu’il est abélien pour n > 3.

(¢) C’est analogue au cas non rélatif, ici il y a un décalage de 1 car il faut travailler en tenant compte du
comportement sur 1%L,

On remarque que 7,(X, A, xg) peut étre défini aussi comme classes d’homotopie de fonctions continues f :
(B™,S"1 s9) — (X, A, ), ot 59 est un point base dans S*~! = 9B" (le bord vu dans R"). L’homotopie est
dans ce cas relative & sg, et telle que H;(S"~1) C A pour tout ¢.

(c) Montrer que la classe d'une application f : (B",S"7 ! s5) — (X, A, 20) est nulle dans 7, (X, A, z0) si et
seulement si f est homotopiquement équivalent relativement & S*~! & une application dont I'image est contenue

dans A.
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