Topologie Algébrique

CHAPITRE I

PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES

L'algébre n'est pas ici un objet d'étude en soi et ce chapitre n'a pas d'autre
but que de présenter Tes concepts et les résultats dont on aura besoin dans les
chapitres suivants. On se contentera d 1'occasion de démonstrations abrégées, en
inyitant le lecteur d se reporter a la littérature excellente et nombreuse qui exis-

te sur le sujet ([21, [141,...).

Dans tout Te chapitre, K désigne un corps (commutétif). Tous Tes espaces vecto-
riels ont K pour corps de base. Si E,F sont deux espaces vectoriels, 1'ensemble des
applications linéaires f : E - F muni de la structure canonigue d'espace vectoriel
sur K est noté %(E,F).

1. APPLICATIONS BILINEAIRES.

1.1. DEFINITION : Seit E,F,G trois espaces vectoriels et f : E x F + G. On dira que f
est hilindaire ssi pour tout x « E 1'application y » f(x,y) : F - G est linéaire et
pour tout y « F, 1'application x+& f(x,y) : E > G est 1inéaire également.

L'ensemble de ces applications est naturellement muni d'une structure d'espace vecto-
riel. I1 est note H{E,F ; G).

1.2. THEOREME : Si E,F,G sont de dimension finie et que n = dim E, p = dim F,
q = dim G, alors dim B(E,F ; G) = npq.
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S {sl,...,en}, {nl,...,np}, {Yl,...,yq} sont des bases respectives, les
applications ¢$j {(1<i<n,1<jep,1=<kz=gq) définies par

$

A

Kk
¢ij(Er’Es) ot s Yk {1srsn,155z3p)

ol & désigne le symbole de Kronecker, forment une base de H(E,F ; G).

Démonstration : L'application f » (f(ei’”j))1<isn 1<j<p fournit un isomorphisme entre
e <j<n,lgjs
®(E,F ; G) et 6"P , 1a base de G donne un isomorphisme entre g gt KPR s ¢$j

ne sont autres que les images réciproques des éléments de Ta base canonique de
npq
| HopagiiE

2. PRODUIT TENSORIEL DE DEUX ESPACES VECTORIELS.

A peine introduites les applications bilinéaires on entreprend de les "1inéari-
ser". Pour ce faire, on cherche & associer & tout couple d'espaces vectoriels (E,F)
un troisiéme espace vectoriel, noté E ® F ou E By F si 1'on a besoin de préciser le
corps de base, et nommé leur produit tensoriel, ainsi qu'une application bilinéaire

j ¢ E=fF =f erF

tels que, & Ta donnée de tout espace vectoriel G et de toute application bilinéaire
v ¢ B(E,F ; G), soit associée une unique application Tinéaire y ¢ J(E ® F,G) qui
rende commutatif le diagramme suivant :

¢

ExF——mmm G

J l 2

EeF

2.1. THEOREME : Cette construction est toujours possible.

LE de toutes Tes fonctions f : E x F = K telles gue

Démonstration : L'ensemble K
™ 1 _.. - - . - .

f7O(K\{0}) soit fini posséde une structure naturelle d'espace vectoriel et une base
formée des fonctions caractéristiques des @léments de E » F, c'est-d-dire de toutes

les fonctions
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1 si x=x"ety-=y'
(x,yl : ExF>K: (x',y') »
0 sinon

(Bien entendu 1'injection ¢ : (x,y) » [x,y] permet de faire comme si la base de

K(EXF) était E x F Tui-méme ; mais i1 faut prendre garde que la structure d'espace
vectoriel de E x F n'est alors pas prise en compte : o n'est ni linaire ni
bilinéaire).

Une propriété classique des bases fait que, étant donné un espace vectoriel G
et une application quelconque (bilinéaire ou non} ¢ : E x F » G, i1 existe une uni-
que application Tindaire § : K{EF) . g tetle que ¢ = g = .

On considére alors le sous-espace R(E,F) de K(EXF) engendré par les éléments

{xl +x2,y] - [xl,y] - [xz.y] X]1%y € E,yeF $
[x,yl +y2] - [x,ylj - [x,yzj Xxe £, ¥14¥p € F 3
[Ax,y1 - Alx,yl how Koo B IE, el
[x,Ay] - Alx,yl e B, N E M e e F

On note w la projection canonique
ALl BN S DI T T

11 est facile de vérifier que 7 o 0 est bilinéaire ; que, si ¢ est bilinéaire, alors
R{E,F} < Ker ® ; que, par conséquent, si ¢ est bilindaire, ¢ se factorise & travers
m et donne une unique application Tinéaire ¢ qui rende commutatif le diagramme

suivant :
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11 suffit de poser £ o F = K(EF) /R(E,F) et =7 o 0. D

2.2. REMARQUES :

(1) Une autre formulation possible est que la correspondance ¥ ** Y« j fournit
un isomorphisme entre %(EaF,G) et R(E,F ; G).

{(i1) Le couple (E®F ,Jj) est unique & isomorphisme canonique prés.

Démonstration de (ii) : Supposant que les deux couples (E®F,j) et (Ee'F,j") sa-
tisfont les conditions, on cbtient deux diagrammes :

J

Bl e’ [k 97T Py LTy
J et g

(7 o'
EeF Eo' F

en faisant jouer le rdle du couple (G,¢) de 2.1. successivement & (Ee'F ,j') et
(EeF , Jj). Donc le diagramme

ExF——sftefF

[
l Iuw

EsF

obtenu par composition est commutatif et, par unicité de la solution, V' o ¢ = IdE@F'
De la méme maniére, Yy o §' = IdE@'F' O

I1 est de tradition d'écrire x ® y pour j(x,y). Les propriétés calculatoires des
produits tensoriels sont alors données par la

2.3. PROPOQSITION

(i) Pour » e K, x e E, y ¢ F 1 Axoy) = (Ax) 8 y = x & (Ay),

pour %,x' ¢ E, y e F: (x+x')ay=x8y+x'sYy,

Xey+xoy' .

pour x € E, y,y' e F : x® (y+y')
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o e,

(i1) Tout z ¢ E ® F peut s'écrire comme somme finie z = Z Xq ® ¥, ol X;

; 1

¥; € F. Cette decomposition n'est pas unique.

{iii) Pour tout espace vectoriel G et toute ¢ ¢ H(E,F 5 G), ¥ est définie par
UJ(; i 8 .V.i) = g ¢’(X1-,y1-)
avec x; ¢ Ex YyE F.

(iv) Si E et F sont de dimension finie respectivement n et p, avec pour bases
respectives {51,...,cn} et {ql,...,np}, alors E & F est de dimension np et admet
pour base B = {e; ® n; = fs ngls ispb .

Démonstration :

(i), (i1) et (iii) sont laissés au lecteur patient.

(iv) En vertu de (i) et (ii), B engendre E ® F qui est donc de dimension au
plus np. Mais pour tout espace vectoriel G de dimension finie g,
dim #(EeF , G) = dim B(E,F ; G} = npg. (cf. 1.2} : i1 faut donc que dim E @ F = np,

et les E; &1y sont nécessairement indépendants. [

2.4. Notation (abus de} : En vertu de la propriété (ii) ci-dessus, et pour alléger
1'écriture, nous nous permettrons systématiquement de remplacer 1'expression :

"1'application 1inéaire ¢ : E ® F + G qui envoie un &lément de la forme

X ® y sur z"

par celle-ci, 1é8gérement incorrecte, mais lisible :

"b:E®F G : x ® yow 2"

Le cas particulier o 1'un des deux espaces vectoriels est le corps de base
revient constamment dans la suite. Le voici en détail & titre de premier exemple.

La structure méme de tout espace vectoriel E comporte une application bilinéai-
T SO AR T R R S

2.5. THEOREME : Le couple (E,u) répond aux conditions définissant le produit tenso-
riel K ® E.
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Démonstration : Si F est un espace vectoriel et ¢ : K x E + F une application bili-
néaire, pour rendre commutatif Te diagramme
Kx E = F

H |

on ne peut que poser pour tout x ¢ E, $(x) = ¢(1,x) puisque par définition u(l,x) = x.
On a alors ¥ o u(A,x) = Y(Ax} = ¢(1,Ax) = X &(1,x)

$(A,x) ce qui prouve que ¢ = ¥ o u,

H

Ap(x) ce qui prouve que y est linéaire. al

2.6. CORCLLAIRE
(i) Il existe un isomorphisme canonique v : K® E > E : A & x~ Ax.

(i1} S1 E est de dimension finie avec pour base {51,...,an}, v envoie sur cette
base la base {1 ®e;,...,1 ® e} (cf. 2.3.(iv)).

I1 est habituel de regarder cet isomorphisme comme une identification.
Démonstration : I1 est clair que le diagramme

Rz et

L

KoL

est commutatif ; utiliser 2.2.(ii). 0

2.7. PRODUIT TENSORIEL DE GROUPES ABELIENS.

En substituant Z § K et Z-modulte & K-espace vectoriel, on peut définir de fagon
analogue a& ce qui précéde le produit tensoriel de deux groupes ab&liens. Les résul-
tats de ce paragraphe -sauf évidemment 2.3.{iv) et 2.6.(ii)- et beaucoup de ce qgui
suit -mais pas tout- restent valides. Nous n'y regarderons pas en détail car nous

n'avons guére besoin que de la definition.
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3, COMMUTATIVITE. ASSOCIATIVITE.

On rassemble ici des propriétés formelles attendues.

3.1. THEOREME : Si E et F sont deux espaces vectoriels, 1'application
xeyryox:EeoF-+FecE estun isomorphisme.

Démonstration : L'"&change” T : £ x F = F x E: (x,¥) » (y,x) et sa réciproque t'
induisent Tes applications linéaires ¢ et 4' dans le diagramme suivant :

E xF . F xE i ExF

- afasae

EeF FecE EsoF
& '

00 #(x ® y) = y @ x par définition. En vertu de 1'unicité, ¢ et ¢' sont réciproques

1'une de 1'autre. U

3.2. THEOREME : Si E,F,G sont trois espaces vectoriels, 1'application
(xey)ezb xe (yeoz) : (EoF)eG>Ee (Fe(G) est un isomorphisme.

Démonstration : C'est un coroliaire immédiat de la construction suivante, d'ailleurs
utile en elle-méme :

Etant donné quatre espaces vectoriels E,F,G,H, une application
$ : ExF % G-~ Hest dite trilingaire ssi pour-tous x « E, y ¢ F, Z ¢ G, Tes appli-
cations

£ fIEGz) 2 & 5 H
ne f(x,n,z) : F+H

e f{x,y,c) : G+ H
sont Tinéaires (cf. 1.1).
De fagon analogue & 2.1. on cherche d construire un espace vectoriel, & noter

E®F &G, et une application trilinéaire u : E x F x G » E® F ® G tels que, pour
tout espace vectoriel H et toute application trilinéaire ¢ : E x F x G » H
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i1 existe une unique application linéaire w : E ® F ® G » H qui rende le diagramme

suivant commutatif :

E®eFeQg

3.3. THEOREME :Cette construction est toujours possible et la solution est unique a

isomorphisme canonique prés.

Démonstration : L'unicité se prouve comme en 2.2.(ii)

Une premiére démonstration d'existence consiste & associer 3 ¢ 1'unique appli-
cation bilinéaire X : (E® F) x G - H qui rend le diagramme suivant commutatif

0
ExFxG—+H
i Idg
(EoF) xG

(La trilinéarité de ¢ implique que, pour tout z ¢ G, 1'application
By ¢d 2 Fa (x,y) » &(x,y,z) est bilinéaire ; on en déduit d'aprés 2.1. 1'exis-
tence, pour chaque z, d'une unique application lingaire wz : EeF > H qui rende

commutatif le diagramme

Comme i1 est c¢lair que le seul candidat possible pour A est défini par

)\(X 2y !Z) = ¢(lerz) - IPZ(X ® .V) ’

il n'y a plus qu'a vérifier que cette définition donne bien une A bilinéaire, ce

qui est trivial).

10
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Appliquant de nouveau 2.1., on obtient une unique application lindaire
w: (EeF)eGg~+Htelle que le diagramme

A

(EeF)x G —2  +H

e s

(EeF)eG

soit commutatif.
Autrement dit le couple ((E ® F) ® G,j" = (j x IdG)) est une solution (l1a trilinéa-
rité de j' o {j = IdG) est immédiate}.

Mais bien sdr on aurait pu faire une démonstration analogue en isolant d'abord
E & gauche, et le candidat E ® F @ G aurait cette fois &té £ ® (F ® G) : il en résul-
te donc que (E® F) ® G = E o (F @ G) et 1'isomorphisme A qui parait dans le diagram-

me suivant

ExFxaG

27 %
(E®F) &G %E@(Fee)

est bien A : (x e y) ® zw X ® (y ® z) puisque

up = 3" o {§ x Idg) 1 (x,y,2) » (x @ y) @z

et :
Uy t(X,y,Z) P x® (y®z) . oo

3.4. REMARQUE : Le Théoréme 3.2. comme la construction 3.3. peuvent s'étendre sans
peine & n variables, n > 3. Dans tous les cas on affecte de prendre les isomorphismes
canoniques pour des identifications, en s'abstenant de parenthéses, ou en les

placant selon 1'humeur et la commodité.

4, PRODUIT TENSORIEL D'APPLICATIONS LINEAIRES,

Etant donné quatre espaces vectoriels E,E',F,F' et deux applications lingaires
f:E~+E',g:F~>F" on forme 1'application

11
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FfxgiExF>E xF' 1 {xy)r (f{x).09(y))

4.1. THEQOREME : IT1 existe une unique application linéaire, notée f ® g, qui rende

commutatif le diagramme suivant :

fxg

Eat e B b 4 1

Autrement dit, cette application est définie par

(f ® g){x ® y) = f(x) & g(y)

pour tous x ¢ E, y ¢ F.

Démonstration : I1 suffit de vérifier que j' o (f x g) est bilindaire, ce qui est

trivial. 0O

4.2. REMARQUE : Cela peut s'étendre a n applications linéaires, n z 3 : fi

i=1,...,n, étant données, on obtient 1'application linéaire
fl ®...8 fn - E1 ®...8 En - Ei ®...8 Eﬁ
définie par (fye...ef )(x;®...ex ) = fl(xl) e...e f (x) {cf. 3.4.).

Les propriétés calculatoires sont résumées, pour n = 2, dans la

4.3. PROPOSITION :

€ «g(E.‘ sE.Ii)s

(1) Etant donné six espaces vectoriels E,E',E",F,F',F" et quatre applications

linéaires f : E+E', f' : E' =« E", g : F+F', g' : F = F", alors

(f'o f) ® (g'< g) = (f'eg') = (fag) .

(ii) Pour tous espaces vectoriels E,F,

12
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IdE ® IdF = IdE@F

{(iii) Si f : E-E', g : F > F' sont des isomorphismes, alors f @ g est un iso-

morphisme et (f ® gf1 = (f_l) ® (9-1)-

{iv) Etant donné quatre espaces vectoriels et quatre applications lindaires
fsf' 2 B> E', g, ¢ F'2F", et X & K, alers

(f+f')eg=feg+f' &g,
(M) e g = Afegq),
fe(g+g')=feg+fegqg' ,

fo (A) = A(feqg).

Démonstration : ... laissée au lTecteur, (iii) €tant une conséquence de (i) et (ii).0

5, PRODUIT TENSORIEL D'UNE SOMME DIRECTE (“DISTRIBUTIVITE").

Si (Ei) est une famille d'espaces vectoriels indexée par un ensemble I, on
Tk
rappelie que la somme directe e Ei est le sous-espace du produit cartésien I E_i
iel iel

formé des &léments qui n'ont qu'un nombre fini de coordonnées non nulles. (D'od it

résulte que, s1 [ est fini, o E. = H E.). OnnoteE = o E..
= 1 . 1 o 1
iel jel _ iel

5.1. THEOREME : Pour tout espace vectoriel F, 1'application
§:EoF> o (E;®F): ((x;) ) ®y » (x; ®y)  est un isomorphisme.

iel ie iel

Démonstration : Soit S = @ (Ei ® F).
T jel

On note Oj et AJ les injections canoniques relatives & E et S respectivement

(p-ex. : oy @ X (y5) ol ¥y =X et tous les autres y; sont nuls). Alors & est
iel
induite par 1'application clairement bilinéaire

B i == i :((xi)

s.‘/) L3 (x-i ® y)
: Tel

iel

13
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et rend le diagramme suivant commutatif pour tout j ¢ I :

§

E®aF ——5

ojeldF
Ej e F
R&ciproguement, la propri&té universelle de S exprime précis&ment qu'il existe

une unique application linéaire vy : S + £ @ F qui rende Te diagramme suivant commu-
tatif pour tout j e I :

d'ol 8oy = IdS par définition des sommes directes.

Un calcul direct montre que

ved((x;) ey =v{(x;0¥) ) =v(] X(xey))
iel iel jel
- 1'51 Pyt 5B U,

(On utilise les diagrammes précédents. Toutes les sommes sont finies). O

5.2. COROLLAIRE : Pour toute famille d'espaces vectoriels (Fj) , et tout espace
Jed
vectoriel E :

Ew [ ® F.} 2 @B =miFL) -
jed 9 jed J

14
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Pour tout couple de familles :

(e Ej)e (e F;) % ® (E_i g Byl .
iel jed I (i,9)elnd J
Démonstration : Le premier résultat par commutativité de & ; le deuxiéme en deux
temps. O
5.3. COROLLAIRE : Soit E,F deux espaces vectoriels et {Ei} 5 {nj} des bases
iel jed
respectives (non nécessairement finies, cf. 2.3. (iv)). Alors {e. & n.}

j 0 i b
est une base de E ® F. (1.d)elxd

Démonstration : Par définition d'une base, E = & K e; et F= e K ny. On applique
iel jed
5.2. en sachant que K e, e K ny = K(ey ® ”j) (2.3. (iv) avecn =p =1). [

0. SUITES EXACTES.

6.1. DEFINITIONS :

(i) Soit G,G',G" trois groupes abéliens, o : G' = G, B : 6 + G" deux homonor-
phismes de groupes.

La suite 6' -2»G —EL>G“ est dite exacte ssi Im o = Ker 8.

{i1) Soit X un scus-ensemble de Z (fini ou infini a 1'un et/ou 1'autre bout),

(G ) une famille de groupes abéliens et, pour tout n ¢ X %el que (n+l) e X,
ne X
un homomorphisme de groupes Vo © Gy > Gn+1'
Ta-1 Yn . j
La suite ...—>G | ——G, ——G  , — ... est dite exacte ssi toutes les

suites a 3 termes qu'on peut en extraire sont exactes au sens de (i).

n
(i11) En particulier, une suite exacte & 5 termes du type 0 N —-0

{c'est-d-dire ol o est injective, B surjective et Im o = Ker B) s'appelle suite

exacte courte (s.e.c.).

6.2. REMARQUE : Les définitions ci-dessus sont 8galement applicables au cas des
espaces vectoriels (et non plus seulement groupes abéliens) et applications linéaires

15
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(et non plus seulement homomorphismes de groupes).

6.3. Exemples :
{i) La suite 0 “‘"’Gl -——+-Gl ® G, ———>G2 — 0 o0 les fléches représentent les
injection et projection canoniques est une s.e.c.

(i1) La suite 0 —~Z/2Z 12742 9.7/27 —~ 0 o0 f est induite par la multi-
plication par 2 dans Z et g par IdZ, est une s.e.c.. Cependant Z/4Z # Z/2Z o 2/2Z,
d'ol la
6.4. DEFINITION : Une s.e.c. 0 —»A-%58 B, .0 est dite scindée ssi i1
existe un isomorphisme ¢ : B —A & C tel que le diagramme suivant soit commutatif :

0 et i = B s 0
‘¢
0 A » ABC . C +0
b i

ou 9 est 1'injection canonique, i la projection canonique.

6.5. LEMME : Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) La s.e.c. 0 —»A 258 Boc 50 est scindge.
ii) L'épimorphisme B posséde un inverse & droite (ou rétraction) &.

(

(11i) Le monomorphisme @ posséde un inverse @ gauche e.

Démonstration :

(i) = (iii) : pour tout b e B, b - 8¢f(b) ¢ Ker B = Im o ; i1 existe donc un
unique a ¢ A tel que w(a) = b - &eB(b). On pose e(b) = a.

(iii) =» (i1) : si b e Ker 8 = Im &, aec{b) = b. Donc, si ¢ ¢ C et b ¢ B avec
B(b) = ¢, b - wee(b) ne dépend que de ¢. On pose §(c} = b - aee(b).

(1) = (i1) et (1ii) : la projection m, étant un inverse & gauche de o, et

1"injection g un inverse 3 droite de Tes ON pose € = My o detd=¢ o -

(i1) ou (iii) => (i) : étant donné soit &, soit e, on censtruit celui qui manque

16
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comme ci-dessus (si les deux sont donnés et qu'iis ne se déduisent pas 1'un de
1'autre, on laisse tomber 1'un des deux...). On vérifie que définir
#lb) = (=(b),B(b)) et ¢“1(a,c) = a(a) + &(c) satisfait les conditions. [

6.6. COROLLAIRE : Toute s.e.c. d'espaces vectoriels est scindee.

Démonstration : Soit {c;! une base de C. Pour tout i ¢ I, on prend un b, « B tel
' jel -

que ﬁ(bi) = ¢;. Poser 8(c;} = by definit une rétraction. O

Comme on pouvait s'y attendre, nous &tudions maintenant le comportement des
suites exactes sous 1'action du produit tensoriel.

. R
6.7. THEDREME : Soit 0 —» G' —+G —=G" —»0 une s.e.c. de groupes abéliens, et H

un groupe abélien. Alors Ta suite

3®Id” B@IdH .

G/ #eH—————>88H———>G6"9 H——0

est exacte.

Démonstration :

i") que B = idH soit surjective est clair.

%) (1) Im({a e IdH) c Ker(g & IdH} parce gue
(B = Idy) o (o @ qu} = (Rod) ® IdH =0s [dH =0,

(i) Réciproquement : 3 cause.du 1°), G" ® H = G ® H/Ker(§ e ldy) 5 grice
au 2%) (i), B e Id, se factorise a travers Im(o ® EdH} et danne une application
§ : G HIn{a e IdH) —+ G" @ H : il suffit donc de montrer que & est un isomor-
phisme. Or, Btant donné %" ¢ G" &t XaXq € G tels gque B{x) = ﬁ{xl) =x", on a
X= ¥ € Ker 8 = Im« et, pour tout ¥y ¢ H, x @ y - Xy ®y = (x -xl) ®y e Imla @ IdH).
D'o0 une application bien definie -et clairement bilinéaire-

X: 6" x» H= G e H/Im(e Lde (", ¥ Cl{x 8 y) mod. Im{a ® IdH}
On voit sans peine que 1'application induite u : G" ® H—~ G & H/Im(x & Id,) est

T'inverse de 5. [J

17
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6.8. REMARQUE IMPORTANTE : En général, a & IdH n'est pas injective : prendre p.ex.
la s.e.c. 6.3. (ii), H = Z/2Z et voir ce qui arrive & 1sl ¢ Z/2ZZ o Z/2Z.
Le seul cas "favorable" est celui des s.e.c. scindées, d'ol en particulier :

6.9. THEOREME : Une s.e.c. d'espaces vectoriels 0 —»E' —%+E S+ E" — 50 induit

pour tout espace vectoriel F une s.e.c.

aeld Beld
F EeF 4

E" « F —0 .

0—E'"®F

Démonstration : Toute s.e.c. d'espaces vectoriel: étant scindée, o posséde un inver-
se a gauche €. I1 en résulte gque

(e ® IdF)o (o ® IdF) = (es0) ® Id. = IdE. ® IdF = IdE'@F

et donc o @ IdF est injective. O

6.10. COROLLAIRE : Soit E' —%»E B une suite exacte d'espaces vectoriels. Alors,

pour tout espace vectoriel F, la suite
osld B@IdF

AN w4 F

E' & F
est exacte.

Démonstration : La décomposition canonique d'un homomorphisme fournit les s.e.c.

suivantes :

4 o
0 —Ker o —+EF' —1—>-Imu —{

ap &

0 —Kerp—-F —>Inpg —=0
i
0 —Im B —>E" ——Coker g —0 ,
ol Gy © By = 0, 52 ° Bl = B, Coker g = E"/Im B.

On en déduit les s.e.c.

0 —KerawoF—E'98 F —sImae F—0

18



Topologie Algébrique

azeIdF BloIdF
0 ->Ker B3 F ———  »E 8 F ———>»ImB®F —0

Bzaldl__

0 —ImB & F E" ® F ———Coker 8 ® F —0

ol (o @ Idg) o (@ @ Idg) = a® IdF et (8, ® Idg) » (Bl ® Idg) = B e ldp, ce qui
montre que Im{a ® IdF) = Im(oc2 ® IdF) = Ker(Bl ® IdF) = Ker(B ® IdF). 0

6.11. REMARQUE : L'équivalent de 6.10. pour les groupes abéliens est faux en général.
La plus grande "amélioration” possible de 6.7. consiste-3 y supposer seulement que

B —-B—»-G" —0 est exacte, avec la méme conclusion.

7. ALGEBRE TENSORIELLE.

Notre souci va étre ici la mise au point d'un procédé qui permette de fournir
d une donnée linéaire des ressources multiplicatives.

On rappelle qu'une algébre graduée sur K est une algébre A qui, en tant gqu'espa-
ce vectoriel, est somme directe d'une famille indexée par N de K-espaces vectoriels
Ak [A = ka Ak} avec la condition que, pour tous entiers n, p, An'Ap < An+p'

7.1. DEFINITIONS : Si E est un K-espace vectoriel, on pose :

i ) =w ,
WYFE b E

k

7i1) pour tout entier k = 2, T(E) = E~ = E ®...® E (k facteurs),

W) TE = e T*(E) .

7.2. THEQREME : On peut munir T(E} d'une structure de K-algébre graduée telle que,
pour a= J- a et b= J b (of &, ¢ TE), b, ¢ TP(E)), ab = § ¢ _ avec
nelN peN P ‘ qeN 9

c = } a eb_.
I TR ks

On dit que T(E) est 1'algébre tensorielle de E.
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w

Tn+p(E) par

1'application (x1 ®...0 Xn) ® (_y1 8...® yp) X ®...8 X &Y 6...8 yp que 1'on

Démonstration : Si n et p sont strictement positifs, Tn(E) ® Tp(E)

convient de regarder comme une identification (cf. 3.2., 3.4.).

Sin=0o0up-=20, 1'isomorphisme est celui de 2.6.
Ka Tp(E) - Tp(E) A ® X » AX ou son analogue Tn(E) ® K~ Tn(E) T X® AP AX,
gue 1'on regarde aussi comme des identifications. Dans tous Tes cas on considére
donc que a, ® bp € Tn+p(E) lorsque a ¢ Tn(E) et bp € Tp(E). Comme i1 n'y a qu'un
nombre fini de an's et de bp's qui sojent non-nuls, un nombre fini de cq's seylement
sont non-nuls : un produit est ainsi défini sur T(E). La vérification de ses proprié-

tés formelles est une affaire de routine. [

7.3. REMARQUE : Si dim E = 1, avec pour base {X}i, alors, pour tout entier k,
Tk(E) est de dimension 1, engendré par X e...® X = Xn, et, en tant que K-algébres,
T(E) = KIX].

Par définition méme, E est un sous-espace vectoriel de T{E). L'idée que 1'aigé-
bre tensorielle est en quelque sorte la plus naturelle de toutes les algébres conte-
nant £ est exprimée de fagon précise dans la propriété universelle que voici

7.4, THEOREME : Etant donné une K-algébre A et une application linéaire ¢ : E » A,
il existe un unique homomorphisme d'algébres XA : T{E) ~ A qui rende commutatif le

|

T(E

diagramme suivant :

? A

il
Hi
)

Démonstration :

i) Unicité : en tant qu'espace vectoriel Tk(E) est engendré par les éléments

4 @ E, 1 =1,...,k, de sorte que deux homomorphismes

d'algébres définis sur T(E) sont égaux ssi ils coTncident sur Tl(E). Or 1e diagramme
impose justement gque | = $, et deux solutions sont donc forcément égales.

FEE]

de 1a forme X] 8.8 Xy ol x
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ii) Existence : 1'application Ek - A (xl,...,xk) 3 ¢(x1) . ¢(xk) est
k-linéaire et induit donc une application linéaire
N Tk(E) = A xg 8@ x e d(xy) ... #(x ). On pose X = kzm A, et vérifie les

propriétés formelles. O

7.5. REMARQUE : Dans ce cas, comme dans tous les cas analogues vus et d voir, et
pour les mémes raisons, toute autre solution de ce probléme universel est naturelie-

ment isomorphe & T(E).
En généralisant la démarche du &4, on cbtient le
7.6. THEOREME : £tant donné deux espaces vectoriels E,F et une applicatien linéaire

f: E~+F, il existe un unigue homomorphisme d'algébres graduées (de degré 0)
T(f) : T(E) - T(F) qui rende commutatif le diagramme suivant

|

Démonstration : L'existence et 1'unicité de T(f) sont assurées par 7.4., dont la
démonstration prouve en plus que Ta restriction de T(f) & Tk(E) n'est autre que

£

>~ F

laal

™(E) = fa e £ 1 TE) » T(F) ¢ (xge...ox) b flx)) ®...8 F(x) . O
= fois '

8. PULSSANCES EXTERIEURES. ALGEBRE EXTERIEURE,

Parmi les applications k-Tinéaires, certaines jouent un rdle particuliérement
important dans ce livre (...et ailleurs) : celles qui se comportent "bien" quand
on permute leurs variables. Ce que nous entendons par "bien", c'est :

8.1. DEFINITION : Une application k-lingaire v : Ek + F (ol E,F sont des K-espaces
vectoriels) est dite alternée ssi Y(xl,...,xk) = 0 & chaque fois qu'il existe deux
indices 1 et j, 1 = 1<k, 1« j=k,i#], tels que x; = X
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Un classique calcul combinatoire prouve la
8.2. PROPOSITION : Si y est alternée, alors pour toute permutation o de {1,...,k}
Y(Xc(l)""’xo(k)) 5e, y(xl,...,xk)
ol €5 est la signature de o.

On procéde alors & l1a construction d'une algébre adaptée & cette nouvelle
situation.

8.3. DEFINITION : On appelle EET? puissance extérieure d'un espace vectoriel E le

quotient de TE(E) par le sous-espace engendré par les &léments de la forme
X; 8...8 X ol i1 existe deux indices 1,j, i # J avec By = xj.

On la note Ak(E).

k

L'image de X1 ®...® X, par 1'épimorphisme canonique Tk(E) + A(E) se note

Xl Aciah Xk.

8.4. REMARQUE : Par définition, Xp AciA Xy = 0 si Ry 0= xj pour deux indices diffé-
rents.

Comme prévisible, Ak(E) est solution d'un probléme universel :

8.5. THEOREME : Etant donné deux espaces vectoriels E,F et une application
k-1inéaire alternée § : Ek + F, i1 existe une unique application linéaire
§ Ak(E) +~ F qui rende commutatif le diagramme suivant :

k Y

pha——T . §

A*(E)
ol la fléeche verticale représente Ta composée de 1'application k-linéaire

Ek & Tk(E) définie au §3 (cf. 3.3. et 3.4.) et de 1'épimorphisme canonique
w oz ThE) - aR(E).
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Démonstration :

i) Si § est une solution, 6 o w est une solution du probléme universel relatif

o

a Tk(E), et donc est déterminée de maniére unique : alors § est déterminée de maniére

unique parce que w est surjective.

ii) Réciproquement, soit w : Tk(E) + F 1'application déduite de y conformément
au §3. Le fait que y soit alternée garantit que w(Ker m) = 0 : donc w se factorise
en 8. (I

8.6. DEFINITION : Pour tout K-espace vectoriel E, on pose

0

i) a%E) =k
i1) Al(E) = E
i1i) ME) = o AK(E)
ke K

8.7. THEOREME : On peut munir A(E) d'une structure d'algébre graduée grdce a un pro-
duit défini au moyen d'applications bilingaires A"(E) x AP(E) + A™P(E) qui envoient

(th...AXn, YiAo oAy ) sur (xln...f\xn A Yphe oA ).

p P

Cette algébre est 1'algébre extérieure de E.

TP(E) > T"™P(E) 1'application bilinéaire qui
Tn+p(E) (cf. 7.2.). On considére le diagramme

= =
= T
m ™
i
e x

Démonstration : Notons B, T
induit 1'isomorphisme TN(E) & T

commutatif

Ll \Hp lﬂn+p
) VRS L | [p— > AP(E) .
Etant donné que "nep * jn+p » = est alternée par rapport & ses n premiers et d ses p

derniers arguments {en fait elle est alternée par rapport & tous ses arguments !},

i ¢ By D se factorise & travers m, XM en 1'application bilinéaire annoncée. La
»
vérification des propriétés formelles est inmédiate. [l

o
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8.8. REMARQUE : L'algébre A(E) est anticommutative : si x ¢ A"(E), y « AP(E), alors,
dans An+p(E)

RETEET ™ e .

La construction de A(E) en fait la solution de la propriéte universelle sui-
el

8.9. THEOREME : Etant donné une algébre A et une application linéaire ¢ : E ~ A
telle que, pour tout x ¢ E, (¢(x))2 = 0, i1 existe un unique homeomorphisme d'algébres
8 : A(E) + A qui rende le diagramme suivant commutatif

£ ¢

. —

| A

A(E)

Démonstration :
i) Pour des raisons analogues & 7.4. (i), le seul candidat possible est défini
par O(x Ao axg) = ¢(xg)... &(x))

ii) Pour vérifier que cette dé&finition convient, on part du X de 7.4, . I1 suffit
0

de montrer que A s'annule sur Ker{T{E) + A(E)), autrement dit que ¢(x1)... ¢(xk)
chaque fois qu'il existe i,j, 1 # J tels que Ay * xj. Or, pour %,y ¢ E,
800) () + oly) 8(x) = #(x+y)% - 8(x)° - @(y)2 = 0, dong_

BOp) - o(xg)ne B(xg)oe Blxg) = ¢ dlxy). . p(x;)2... Blxj). . B(x) = 0 81 x; = X
(1a notation ¢(xj) signifie que ¢(xj) est omis du produit). [J

U

En cherchant & calculer 1'algébre extérieure d'une somme directe, nous nous
apercevrons gu'une structure d'algébre sur le produit tensoriel de deux algébres est
nécessaire. Dans le cas non-gradué, cela se fait naturellement :

8.10. THEOREME : Si A et B sont deux algébres, A ® B est une algébre avec un produit
défini par (a ® b)(a' ® b') = aa' ® bb' (o0 a,a' ¢ A, b,b' ¢ B}.

Démonstration : On part de 1'application

Idy*TIdg T

BeBxfuBb—a B cpgngen—AT0 g alinen
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ol 1 est T'"&change" et by (resp. uB) le produit dans A (resp. B). U

On peut bien sdr étendre tel quel ce produit au cas gradué, mais la condition
sur la signature en B.2. nous avertit d'&tre plus prudents.

8.11. THEQREME : Soit A et B deux algébres graduées. On peut faire de A ® B une

sealog oA bk e B.» on peut poser

algébre de deux maniéres : pour a e An’ b e Bp q

i) ou bien (a2 ® b)(a' @ b') = aa' @ bb'

1) ou bien (a ® b)(a' ® b') = (-1)P9 aa' e bb'.

Pour distinguer les deux cas, on garde la notation A ® B pour le premier et on note

le second A & B.

Démonstration : Pour (ii), remplacer 1'"échange" ordinaire par 1'"échange avec

signe" : t'(b,a) = (—1)pq (a,b) si a ¢ Aq, b e Bp. B

On peut alors passer au calcul de 1'algébre extérieure d'une somme directe :

8.12. THEOREME : Si E,F sont deux espaces vectoriels, il existe un isomorphisme canc-

nique d'algébres graduées
ME ® F) = A(E) & A(F) .
En particulier, pour tout entier k,

KEoF) s o 4l(E) s al(R)
i+j=k

en tant qu'espaces vectoriels.

Démonstration :

i) L'application ¢ : E® F > A(E) @ A(F) : (x,y) »x® 1+ 1eyest lindaire

et

2 2

+(xei){loay)+ (loy)ixel)+ (ley)
2

r N
By)° = (x 8 1)

2

=x"®el+xsy-xay+ley =0,
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De 1a un unique homomorphisme d'algébres & : A(E @ F) -~ A(E) ® A{F) d'aprés 8.9. .

i1) Réciproquement, les monomorphismes canoniques ¢ : E+Ee@F, n: F+EeF
induisent des homomorphismes d'algébres € : A(E) ~ A(E ® F), n : A(F) = A(E ® F)
qui envoient respectivement X(A. . AX, € A" (E) sur (Xl’ b ...A(xn,O) € An(E e F} et
Yphe oAy € AP(F) sur (0 W¥1)A. A0 ,yp) e AP(E ® F). On pose
¥p,p ¢ AN(E) © AP(F) = A™P(E @ F) : a ® b~ £(a) ﬁ(b) ; on vérifie que les y, .
définissent un homomorphisme d'algébres ¥ : A{E) ® A(F) ~ A(E @ F) et que 8 et y
sont inverses 1'un de 1'autre. O

IT s'en déduit le résultat suivant dont on fera un usage intensif au prochain
chapitre :

8.13. THEOREME : Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni d'une base
{el,...,en}. Si k est un entier, 1 < k < n, Ak{E) est de dimension

!
[2] = ETT%fFTT et a une base formée des produits Eil A 812 Au. A Eik tels que
) [ 11 < i2 € ok ik <n. Si k est un entier, k > n, Ak(E) =, 0

Démonstration : De 8.12. i1 découle que, en tant qu'algébres graduées,
AE) & A(Kcl) 5...8 A(Ken). Or Tp(Kei) admet pour base le s1ng]eton {e ®...0¢;}
(p facteurs) ; donc AP(Key) = {0} si p = 2 et A(Ke;) = A%(Ke;) e 4 (Ke ) E Ko K,

avec pour base {l,ei) (1 en degré 0, €; en degré 1).

Dans ces conditions [A(KE ) ®...® A(Ke )]k posséde une base formée des &léments

a a
511 ®.,.8 gnn, o = 0 ou 1, ol exactement k des 0 's sont égaux & 1 (et, bien sdr,
eo = 1) : d'ou la dimension pour k < n et la nullité pour k > n.

De plus (cf. 8.12.(i)), 1'image de Ey A...h gy par 1'isomorphisme est préci-
o o 1 k
sément 511 &...8¢c ol o, =...=q; = 1, a; = 0 pour tous les autres indices.
n i L i

f
Enfin, comme dans le cas de 1'algébre tensorielle, une application linéaire
induit un homomorphisme entre les algébres extérieures :

Soit E,F deux espaces vectoriels, f : £ -~ F une application 1inéaire. Pour tout
entier k > 1, on définit Ak(f) : Ak(E) -3 Ak(F) en posant

Ak(f)(xlA...Axk) = f{xg) ~...a fx) .

26



Ml T ) ol T e e oy
Iopo LWoglte Augelbrique

8.14. THEOREME : Ces applications sont Tinéaires et leur somme directe définit 1'uni-
que homomorphisme d'algébres qui rende commutatif Te diagramme

.

= O F
f [
,. |
A(E) “(f)—+—A(F)
Démonstration : Tmmédiate (ici f(x)2 = f{x) ~f({x) =0.)0

9. PUISSANCES SYMETRIGUES. ALGEBRE SYMETRIQUE.

On aurait pu penser que parmi les applications k-linéaires, il y en a qui se
comportent "encore mieux" que les applications alternées : les applications k-Tinéai-
res symétriques. En réalité, de notre point de vue, elles se comportent seuiement
"presque aussi bien", mais nous leur consacrerons quand méme ce paragraphe. Toutefois
nous omettrons les démonstrations, qui peuvent s'adapter presque mécaniquement du

paragraphe précédent.

9.1. DEFINITION : Une application k-Tingaire x : Ek ~ F est dite symétrique ssi,
pour tout (xl,...,xk) ¢ E' et toute permutation o, K(Xo(l)""’xg(k)) = x(xl,...,xk)

9,2, DEFINITION : La k™' pujssance symétrique d'un espace vectoriel E est le quo-
tient de TLcE) par le sous-espace engendr® par tous les &léments de Ta forme

X B .8 - x_;;) B . ® % _py OO o parcourt 1'ensemble des permutations de

s, kl

Elle se note Sk{F;.

9.3. THEQREME : ttant donné un espace vectoriel F et une application k-linéaire

symétrigue y : g* F, i1 existe une unique application linéaire ¢ : Sk(E) + F telle

que le diagramme suivant soit commutatif :
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9.4. DEFINITION : Pour tout K-espace vectoriel E, on pose

iy 2%Ey 2 k
it) sy = €
i) S0 = o s40
ke N

9.5. THEOREME : Le produit de T(E) induit sur S(E} une structure d'algébre graduée
commutative, qu'on appelle 1'algébre symétrique de E.

Etant donné une algébre commutative C et une application Tinéaire ¢ : E » C,
il existe un unique homomorphisme d'algébres ¢ : S(E) + C qui rende commutatif le

diagramme suivant :

9.6. THEOREME : Etant donné& deux espaces vectoriels E,F, il y a un isomorphisme
canonique d'algébres graduées S(E @ F) = S(E) & S(F).

9.7. THEOREME : Si E est de dimension finie n, avec {sl,...,sn} pour base, S(E) est
isomorphe & 1'algébre polynomiale Kle,...,Xn] en prenant pour "inclusion"
E<r K[Xl,...,Xn] 1'application qui envoie €5 sur Xi (e T2

10, puaLITE,

Ce paragraphe ne s'applique qu'au cas de la dimension finie.

Cn rappelle que, é€tant donné un K-espace vectoriel de dimension n et une base
{el,...,en} de- E, la base duale est la base {eI,...,s;} de E* = &(E,K) définie par

"

<E:,€j> = e](ej) = Gij pour tous 1,j € {1,...,n}, ol di est Te symbole de Kronecker

J
(Bij =1sii=73,0si1it#]}]).

10.1. THEQREME : Soit £,F deux espaces vectoriels (de dimension finie). L'application
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At B eF> BEF) t usyr (xw <i,xvy)
est un isomorphisme.

Démonstration : Les deux espaces £ e F et &£(E,F) ont la méme dimension. De plus, si
{cl,... €.+ est une hase de E et (Mg seeeampl une base de F, £(E,F) a une base dont

Rl
les éléments sont les applications ﬁii telles que ¢ij(5k) =i £ =, 0 s T g L

I1 est clair que ¥y = A(-; ®ng). O
10.2. COROLLAIRE : Sous les mémes hypothéses, E° ®» F~ = (E&F).

Démonstration :

w

B e F* = QE,F*) = Z(E,L(F.K)) = B(E,F;K) = 4(EsF ,K) = (EoF)" . 0

10.3. THEOREME : Etant donné un espace vectoriel (de dimension finie) E, i1 y a pour
Kiowy = K
(l =N

tout entier k un isomorphisme naturel )
bilinéaire (ol 1'on note D&t Te déterminant) :

(E)* dinduit par une application

i W ASEE) = Ko ) A Xz ax, ) v Dé (= Xig 2
RE(ET o ASCE) = Koy (ulf... Up 2 %q ...\xK) v ?E:rk‘ UgsX; )
l<j<k
Démonstration @ L'application {E*)K % Ek Kot (UpseangUp g Rysen X, ) B DEE (<u,,x.3)
1 k'l k 1eicg |
l=j=k

est 2k-linéaire et alternée par rapport aux u.'s et par rapport aux xj's : d'ol
1'application bilinéaire annoncée.

Soit alors -.1,..._-q' une hase de E. Les é&léments €5 A.ihoEg,

. 1 K :
1= il <, 1'k < n, forment une base de A"(E) (cf. 8.13). L'élément (:ilA_..Af..ik)ﬁ
de la base duale envoie par définition €. ~...~ . sur 1 ssi, pour tout r, i, = 7.,

14 I r r
sur 0 autrement.

Par :ﬂ'”‘-' rs, étant donng deux suites 1 = .il G S, 1 g e jl& <
Det { €4 &4 ») est nul, sauf si (J,,..., jL\ est une permutation de ;ii,...,ik),
l=pzk p g
lsgsk
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1'unique possibilité étant il = jl,...,ik = jk, et dans ce cas

Dét (<€i 14 >) = 1. Autrement dit 1'application
lspsk p q

l<gs<k

Ak(E*) -+ Ak(E)* DU AL U b (XlA...AXk » Dét (<ui,x.>)) déduite de 1'application
l<izk 4 '
1<j<k

T e . = = G s O :
bilinéaire de 1'@énoncé envoie Ef. Auenn s: sur (Ei Avo o AES }* ¢ elle envoie base sur
i k 1 k
base, c'est un isomorphisme. [J

11, MODULES.,

Si 1'on remplace 1'espace vectoriel E sur un corps K par un module M sur un
anneau commutatif A (cf. 2.7), les constructions “universelles" des paragraphes 7,
8, 9 peuvent toujours se faire : on obtient successivement

1talgébre tensorielle T(M)
les puissances extérieures Ak(M) et 1'algébre extérieure A(M),

les puissances symétriques Sk(M) et 1'algébre symétrique S(M).

Si M est un module libre de type fini, le Théoréme 8.13 donnant des bases de
Ak(M) reste vrai.
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