Tepologie Algsbrique

CHAPITRE 11

FORMES DIFFERENTIELLES SUR UN OUVERT DE ]Rn

Tout d'abord, sans démonstrations ni systématisme :

0, RAPPELS DE CALCUL DIFFERENTIEL,

On se restreint au cas réel en dimension finie.

On notera E,F deux R-espaces vectoriels de dimensions respectives n,p + U un
ouvert de E (pour la topologie de la norme euclidienne) ; £ : U = F ;5 %« l.

0.1. PREMIER ORDRE.

L'application T est dite differentiable, ou dérivable, en x ssi il existe une
application lingaire (nécessajrement unique} ¢ = F(E,F) telle que, pour tout h « E
assurant x +h ¢ U :

flx+h) = Ffx) + o(h) + Fh} e(h) o8 Vim e(h) = 0.
h+0
L'application linBajre ¢ s'appelle dériyée de f en x et se note f'(x) !

flx+h) = Fix) = £ (x).h+ [h] fh) .

&1
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La dérivabilité en x implique clairement la continuité en x.
Si f est elle-méme lindaire, elle est dérivable et f'(x) = f pour tout x.

§i f: £

~ F est bilinéaire, elle est dérivable et sa dérivée est donnée par
flix,y).(h.,k) = f{x,k) + f(h,y) .

Généralisation immédiate aux fonctions multilinéaires.

Si f : U=+ F est constante eile est dérivable et sa dérivée est 1'application

linéaire nulle.

Noter que si n = 0, toute fonction est constante par ia force des choses, donc
dérivable et de dérivée nulle (cf. la formule de définition ol nécessairement h = 0}.

Si E et F sont munis des bases {sl,...,en} et {nI,...,np} respectivement, f'(x)
s'écrit sous la forme de 1a matrice jacobienne. Les éléments de celle-ci, notés

(x) (1s1is=<p,1=]js=<n), s'appellent dérivées partielles de f. Cette termi-
J
of

nologie provient du fait que la matrice & un &lément (7&l (x)) est la dérivée en O

J

de 1'application

Fg i ¥ g oy R » F

composée de 1'injection g5 ¢ R&E § lw £ de la projection n, o IR n B Gik
(symbole de Kronecker) et de la translation t, : E+E : y =y + x. (Tout cela
revient 3 dire qu'on ne regarde que la qne composante de f et qu'on se restreint aux

mouvements autour de x paralléies au jeme axe de coordonnées).

il

Utilisant 1'isomorphisme &(E,F) = E¥ @ F (cf. 1.10.1), on a
n of .
i

X

fiix)= 1
i=l d=1 ™7

*
(x) €5 8Ny .

On utilise énormément la condition suffisante de dérivabilité : si toutes les
dérivées partielles de f existent dans unvoisinage de x et sont continues en x,

[l
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f est dérivable en x.

Propriétés formelles :

Si f,g : U > F sont dérivables en x, (f+g) est dérijvable en x et

i+ e = ®8) +@"(4) .

Si en plus, F est muni d'une structure multiplicative, (fg) est dérivable en x
et sa dérivée est donnée par

(fg)'(x).h = £(x)(g'(x).h} + (f'(x).h)g(x} .
Sif:U=>F,qg:V=>G, ol V est un ouvert de F, G un espace vectoriel de dimen-

sion finie et f(U) = V, sont dérivables en x et f(x) respectivement, g o f est déri-
vable en x, et (ge f)'(x) = g'(f{x})) o f'(x)

0.2. SECOND ORDRE ET AU-DELA.

On suppose f dérivable en tout point de U. I1 en résulte une application

fliU+E @®F : xw f'(x) qui peut &tre ou non dérivable & son tour. Si en un point
x ¢« Uelle 1'est, on note f"(x) sa dérivée, qu'on appelle dérivée seconde de f en x :

12

pon) o P o (EX APk (e arE g0 ptere Wi e

En itérant le processus ol c'est possible, on définit la dérivée qeme de f, une
application

#9) .y 21%E).F) .

Ici encore il est commode de définir des dérivées partielles. Par exemple, la
2

< : 3 f
k*M€ composante de f'(x).(e; ® ej) se note 5?7_%§_ {x), et ainsi de suite. On vérifie
=
it , [
sans peine que 5};—§;Er(x) = 3x; [5;3J(x), etc...

Fondamental est le
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LEMME DE SCHWARZ :

2 e
Si .9 ¢ B ¢ ' sont définies dans un voisinage de x et continues en x,
axi F)xj 3xj E)xi e b
& 2
il 3°f
alors - — (X} = —o— (x).
dxi )X.] f;Xj BX_I

Si f,f',...,f(q) existent et sont continues dans U, on dit que f est de classe
¢9 dans U.

Si les dérivées qemes existent pour tout g (et sont donc continues), f est de

classe C .
Le Lemme de Schwarz se généralise en remarquant que la projection
£ 2 TUE) + s%(E) {ef. 1.9.2 .}

induit un monomorphisme

*

E" 1 S(SUE),F) ~ Z(TY(E),F)

Dans ces conditions, si f est de classe Cq, f(q) factorise & travers g*, c'est-d-dire
\

qu'en fait £9) ; u - Z(s%E),F).

Pour les propriétas formelles des dérivées d'ordre supérieur, comme pour tous
détails concernant ce paragraphe... et pour les démonstraticns, le lecteur est invité
se reporter d 1'abondante et excellente littérature publiée sur Te sujet

a
(p.ex.[4]).

1. FORMES DIFFERENTIELLES.,

Les notations restent celles du paragraphe précédent jusqu'd la fin du chapitre,

mais F ne sera plus arbitraire, choisi indépendamment de E.

On commence & titre heuristique par prendre E = R" rapporté @ sa base canonique
[civ....c.), et F = R. Soit donc U un ouvert de R" et f : U » R une application

differentiable.
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Dans le cas ol F = R, comme ici, on a coutume, pour des raisons qui apparai-
tront plus loin (cf. le §2), d'écrire df au lieu de ', et de parier de différentielle
-et non plus dérivée- de f :

df : U~ (RM
En particulier, pour T ST e (xl,...,xn) B Ry la différentielle est
U
la fonction constante

difim. ) e W (Rn)* Pxbom, o= e:

il,
Ici intervient un abus de notation universel, entériné par 1'Histoire (il pro-
vient de la confusion entre une fonction et la valeur de celle-ci en un point) et
au demeurant fort commode : on é&crit dxi pour d(ﬂi }, ce qui transforme la formule
u

correcte
R *
df(x) = § - (x) €] (cf. 0.1)
Y=y *%4
n
en df(x) = A (x) ax;(0)
i=1 %%
d'ol 1'illustre
n
of
df = § a— dx. .
Bt g !

Bien entendu, méme si E n'est pas R", onadf : U=~ E*, ce gui conduit & poser

Ta

1.1. DEFINITION : On appelle forme différentielle (resp. forme différentielle de
classe Cp) sur U une application différentiable (resp. de classe Cp)

fb:U-*E*.

La bonne généralisation, comme toute Ta suite le montrera, est dans la

1.2. DEFINITION : Pour tout k €« N, on appelle k-forme différentielle, ou forme diffé-
rentielle de degré k, sur U une application différentiable ¢ : U ~ AK(E ME
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Si ¢ est de classe Cp, on parle de k-forme de classe Cp, ou de forme de degré k
et cilasse cP.

1.3. REMARQUE : Une O-forme est une fonction & valeurs réelles.

Une l-forme est une forme au sens de 1.1.

> . . - = ] «
Pour simplifier 1'exposé, nous nous limiterons aux formes de classe C , sauf
mention explicite du contraire, laissant au lecteur le soin des généralisations

quasi-automatiques.

Le R-espace vectoriel des k-formes de classe C* sera noté Qk(U), et
* k
Q7 (u) = e  @(U).
kel

Comme A(E*) est muni d'une riche structure algébrique (cf. Chapitre I, n°8.7),
on espére et démontre le

1.4. THEOREME : Pour tous j,k « N, i1 existe des applications bilinéaires

aduy = k) » Ik

qui font
i} de RO(U) un anneau commutatif,

i1) de 9%(U) un 7°(U)-module,

i11) de 2¥(U) une al(u)-atgabre ;

iv) de plus, Q*(U) est 1'algébre extérieure de xl(U) en tant qu'QO(U)-modu1e.

Démonstration : Les applications bilinBaires sont naturellement définies en posant,
pour ¢ = QJ(U) et | e Qk(U) :

eap s U RERY L oxe g(x) A B(x) .

Les affirmations (i) a (iii) se vérifient alors immédiatement en remarquant gue
¢ » i est de classe ¢ puisque c'est Ta composée

o 408 pd ey woak(Ery > adtREn



Topologie Algébrique

ol la deuxiéme application, définie en I1.8.7, est bilinéaire, donc de classe .

Pour vérifier (iv) supposons, sans perte de généralité, que E = R" muni de sa
base canonique {al, “oaEp }. S1¢e Ql(U) et x € U, i1 existe un unique n-uplet
(Al(x),...,hn(x)) 2 R te1 que $(x) = Ai(x) eq. I1 est clair que ¢ est de classe

L
ifl
C ssi tous les A le sont, soit A QO(U) Cela revient a8 dire, en utilisant la
A

dx, et donc que {dxl,...,dxn} est une

“n
notation de ]'1ntroduct1on, que ¢ X i

base de nl(U) en tant qu'ﬂO(U)-module. Un argument semblable montre que

{dxi Ao.A dx1 | 4l = i< n} est une base de-nk(U) en tant qu'QO(U)-module.

;
1 K 1 0

1.5. REMARQUE : I1 en résulte ici aussi que pour r > n, @"(U) = 0. (cf. 1.8.13).
1.6. Notation : Pour éviter les indices compliquéds, il est commode de poser
Fr =004 1),Nk|]_<-;< < i, zn}
P2l € = 1 “en k=
: S k
et, pour I = (iy,...,0 ) « Jp

dx; = dxi A.on dX.

1 1 B

Toute ¢ ¢ Qk(U) s'écrit alors de fagon unique sous Ta forme

La maniére la plus simple de fabriquer une k-forme est donnée dans 1'

1.7. Exemple : Soit fl,...,fk k fonctions de classe ¢ a valeurs réelles définies
sur U. Alors dfl,...,dfk sont des 1-formes sur U et dfl Aa.on dfy e Qk(U). Une

(k+1)g fonction X « sﬁ(U) donne encore A dfl AvuaA dfk e °(U). Or nous venons de
voir gue toute k-forme est somme de formes de ce type : 11 est souvent plus utile,
comme on aura 1'occasion de le vérifier, de 1'@crire ainsi plutdét que de se servir

des formules explicites utilisant Tes bases.

(331
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2. DIFFERENTIELLE EXTERIEURE.
Ecrire df au lieu de f' permet de noter d 1'application

d 0 1

: QOQU) > QHU) : Fedf = F,

Taguelle vérifie :

d{f+g) = df + dg pour toutes f,g ¢ QO(U),

A df pour tous A ¢ R, f € QO(U),

%

d(Af)

d(fg)

{df)g + f dg  pour toutes f,g ¢ 2 (U).
I1 naft alors un désir d'étendre cette d & tout Q°(U), ce qui se fait grace au

2.1. THEOREME : I1 existe une unique application, appelée différentielle extérieure,

d @ (U » 2" ()

qui satisfasse les conditions suijvantes :
i) pour tout k ¢ N, d(@*(U)) « L),
ii) d est R-linéaire,
iii) pour toutes o « Qp(U), B e ﬂq(U),
d{anB) = da A B + (-1)Pa A dg,
iv) d o d =0,

v) si f e Q0(U), df = £

Commentaires : Les conditions {i) & (iv) donnent & Q"(U) la structure d'une algébre
différentielle graduée (ADG) anticommutative.

L'introduction du facteur (~1)deg % en (iii1) n'a rien de surprenant dans une
algébre extérieure.

La condition {iv) est-moins facile & justifier a priori, sauf & vérifier

W)
0
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{exercice conseillé) que c'est une conséguence d'une requéte trés raisonnable : i1l
faut imposer (iv) si 1'on veut que la différentielle d'une forme constante (de degré

quelcongue) soit nulle.

Démonstration :
1. Unicité
Soit d et & deux applications vérifiant les conditions de 1'énoncé.
1°) Elles coincident sur QO(U) grace a (v). En particulier, pour tout

(=0 R dxi = Sxi.

n n
2°) soit & = § g ks = ey BRs e Ql(U) ol oy e QO(U). Alors, 4 cause de

(i1}, (iii) et (iv)

n n
da = ‘5 d(m1 dxi) = _E‘ (dui A dxi + (-1) 04 d(dxi))
i=] i=l
n
= Y da, A dx
L i
i=1
n
De méme, 6o = ) 6&1 A Sxi, et donc de = Sa grdce au 1°).
T

3%) Soit k = 2 et supposons que d et & coincident jusqu'en degré (k-1) inclus.

Pour toute w e uk(U), écrivons o = Z By A Yy avec 1 < deg B; = k-1 et
i
1 < deg Ty % k-1 pour tout i (cf. 1.7.). Alors

da

(]
o
—
™
>
I
.

deg Bi
; (dﬁi A Y4 + (-1) Si A in)

d'aprés (ii) et (iii). On obtient une expression analogue pour &, d'ol dx = S par

hypothése de récurrence.

II. Existence

La condition {v) définit d sur WO(U)_ Pour toute a = 7§ oy de ¢ Qk(U), ol
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ap € QO(U), on pose alors

do = § dapadx = ¥ do, LA Xy Aa dxg

K 2 : Tpeendy
IeJn 1_11<...<1ksn

(cf. le 2°) de la partie “Unicité"}).
La définition s'étend & ﬂ*(U) comme d'habitude pour une somme directe, et les condi-

tions (i) & (iv} se vérifient sur des formes homogénes.

i) est évident.

0

i Seit @e [ emadids @2 7 8 dx, ol o iBs & @ uy.
o m LA [l

. It
Puisque, sur QO(U), d est la dérivation "ordinaire", d(aI4-SI) = doy + dB; pour

tout T ¢ Jh et donc d{a+B) = do + dB. De Ta méme maniére, d(Aa) = A da (A € R)

ii1) Pour éviter des calculs embrouillés on remarque d'abord que, si ¢ € QO(U),

d(¢ dx; A...A dx, ) =d¢ A dx, A...an dx, pour tout k-uplet I = (Fgse00nip)
1 % ' |

284 I-e Jﬁ, c'est la définition de d ;
- si [ contient deux fois le méme entier, Tes deux membres de 1'égalité
sont nuls ;

- s1 tous les indices de 1 sont distincts mais pas dans 1'ordre croissant,
on peut les réécrire dans le bon ordre en multipliant les deux membres par la méme
signature. '

Soit alors @ = | o dx; « oPuy et 8= § By dxy « 2%(0) on ar.8; ¢ QO(U).
Ing Jng
On a ang = § ¥ ap By dxp A dxy, d'ol, en vertu de Ta remargue liminaire ;
IEJE JeJ?d

1]

d{ang) = [ §  d{ogBy) A dx; A dxg

IEJE JEJ;'

4

Isz szq o dBJ A de A dxd + E - i BJ duI A de A de .
“n I IEJH Jelg

40
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La seconde double somme n'est autre que do A § = | § doy A de] A { ¥ 85 dxd} ;
Iejg Jng

la premiére est (-1)Pa » dg puisque dgy A dxp = (—1)p dxg A dB;.

iv) 1°) Soit o € 0°(U). Alors
B N 2
0 L
d{m——] R TR LT
i 3::(_i 1 a1l §& axj axi J 1

L1 e o]

n
do = § —— dx. ; d(da) =
k= i

1

Tous les termes oll i = j sont nuls, il ne reste donc, en utilisant le lemme de
Schwarz (0.2.), que

Bza

iy = S
ij axi

(dx. ~ dx; + dx; A dx.}) = 0 .
i€ J 1 1 J

2°) Soit a « Ql(U). On écrit o comme somme de formes f dg ok f et g « QO(U)
(cf. 1.7.). Or d(f dg) = df » dg + f d(dg) = df A dg en vertu de {iii) et du 1°).
Donc d(d(f dg)) = d{df » dg) = d(df) » dg - df » d(dg) = 0 et d(dz) = 0.

3°) On suppose k = 2 et (iv) démontré jusqu'en degré (k-1} inclusivement. Pour
B A
{] 1

toute o ¢ X(U), on ecrit a = § v; ol 1% deg 8; < k-1 et 1= deq v; s k-1 pour
1

tout 1.
OrsiBetPU)y, 15psk-l, etyendU), 15 qsk-1, d(Bay) = d8 » v + (-1)Pg ady,

et d(dRAv) = d(d8) » v + (-1)P*1 4B A ¢y = (-1)P*L d8 A dv en vertu de (iii) et de

1'hypothése de récurrence ; de méme d{B A dy) = d8 » dy + (-I)PB A d{dy) = dB ~ dy.
De Td résulte que ’

ddBay)) = (-1)P a3 a dy + (-1)P B A dy = 0
et d{dz) = 0. O
Deux exemples pour illustrer, 1'un classique, 1'autre plus exotique.

2.2. Exemple : Soit, dans R2 , 1'ouvert U = RZ \{0}. Si on note (x,y) les coordon-
nées, la base de HI(U) en tant gue QO(U)—module sera {dx,dy!. La forme différentielle

1 5 -V X
we=fdx+gdy e @(U), ol f(x,y) = g et g{x,y) = - est d'une grande
X +y2 ’ X"ty

célébrité (forme "angle") sous la notation incorrecte mais universelle

41
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w = —?—l*ﬁ? (-y dx + x dy).

b o

2.3. THEOREME : dw = 0.

Démonstration : Immédiate par calcul. O

Cette condition, qui signifie que g§-= %%, est, & cause du Lemme de Schwarz,

nécessaire pour que w soit la différentielle d'une fonction. Mais la condition n'est
pas suffisante (cf. §4), et en fait w n'a pas d'antécédent par d. Pour se convaincre
de cette propriété, ainsi que de 1'utilité générale de w, voir 7.4 et 7.5.

Pour une généralisation & @™ 1(R™N{0}) , voir IV.6.5.

2.4. Exemple : Soit un entier n 2 1 et 1@n(}U 1'espace vectoriel des matrices carrées
pa

n xn a coefficients réels, qui est isomorphe & R" . Dans cette perspective matri-
cielle i1 est commode d'indexer par des couples les vecteurs de la base duale : a;j
est la forme linéaire sur yan(R) qui & la matrice M associe son coefficient de

i€ Tigne et de jg colonne. De méme pour tout ouvert U de nn(ll), la base de QI(U) en

tant que QO(U)—module sera notée {dx..} . Ainsi dxi.(M) = s;. pour toute
lsi<n,lsjsn J J
Me U.

Sur cette lancée, on est conduit & écrire des matrices de formes différentielles

dont chaque coefficient est un &lément de Q*(U). Par exemple, la matrice

(dxi.) a coefficients dans Ql(U) sera notée dM pour rester dans 1'abus de
J 1<i<n,l<jsn y
notation habituel. On obtient ainsi une algébre sur R : c'est 1'algébre de matrices

)4n(9*(U)), gqu'on notera YL;(U) ; remarquer qu'elle est graduée par les sous-espaces

vectoriels ﬁﬁE(U) = 1Ln(Qk(U)), k e N

Mieux encore, la structure multiplicative de Q*(U) permet de définir un produit
sur 7%:(U) dont les propriétés sont analogues & celles du produit de matrices
"ordinaires", & cela prés que le produit des formes différentielles reste évidemment
anticommutatif. (Pour alléger T'écriture, bien assez lourde d&ja, on sous-entend

les A).
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€ ﬂ@ﬁ(u) -oll donc les a4 € ﬂk(U)-, on note
k+1(
n

Enfin, si a = (ai-)

J l<ign,l<j<n
de Ta matrice (dai.) e W Uy.
J lzisn,l<jen

Sans étudier systématiquement (pour 1'instant ?7...) la situation ainsi créée,

deux remarques :

siae WP(U), 8 e MI(U), 11 reste vrai que d(aB) = (da)B + (-1)P a dB ;

par contre il n'est évidemment par vrai en général que aa = 0.

Cela étant, soit U = GL(n,R) , formé des matrices inversibles (c'est bien un

1

ouvert par continuité de la fonction déterminant) et y : U~ U : Mw» M °. Ainsi

X dM € W@i(U) : les usages (cf. 2.2} pousseraient a noter M_1 dM plutdt que x dM.

On pose a, p = Tr{{x dM)p) € ﬂp(U) (oG Tr désigne la trace, c'est-a-dire la som-
»

me des &léments diagonaux).
%2 4 -1 1
Exemple (n =2, p=1) : Si on note M = ot e—ﬂtz(R) S =

o
2,1 " xt-yz

mn
=
=
>
T’
«
N

(t dx - z dy -y dz +x dt) (notation comme en 2.2)

1

Dans ce cas, un calcul direct montre que da 0 : si o(x,y,z,t) = Eoyz et

B=tdx-zdy-ydz+ xdt, do = -¢° B et dp

[ A

,1=
0.
La situation dans le cas général est la suivante :

=0 si p est pair, dan =0 si

p

2.5. THEQOREME : Pour tous entiers nz 1, p 21, %n.p

p est impair.

Démonstration : Dans une algébre de matrices a ccefficients dans un anneau gradué
anticommutatif, Tr(AB) = (—1)pq Tr(BA) si les coefficients de A sont de degré p et

A - S vt ST 01 (s »
ceux de B de degré g : ainsi Gn.p = Tr((x dM){x dM)" ) = (-1) %y, p? d'ol %, 2q = 0.
Par ailleurs, notant I la matrice-unité, de M™M= I_ on tire dy M + M1 aM = 0,
ou dy = —M"l anw La remarque précédente relative a la différentielle d'un produit,
et le fait que Tr commute & d, montrent alors que d&n,Zq—l = mn,Zq’ d'ol la

seconde assertion.
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REMARQUE : On peut montrer que, pour p impair,p # 1 mod. 4 et n assez grand, % p
n'est pas exacte (cf. [10] ).

3, IMAGE RECIPROQUE D'UNE FORME DIFFERENTIELLE.

Soit U un ouvert d'un espace vectoriel E de dimension n, V un ouvert d'un espa-
ce vectoriel F de dimension p. On souhaite pouvoir associer & toute application de
classe C© ¢ : U+ V un morphisme d'ADG au niveau des .

En degré 0 on obtient immédiatement par composition une

" s =% A F e

qui vérifie ¢7(fg) = ¢"(f).4"(q) .

Le morphisme espéré devra donc étre en sens inverse de & (cas contravariant).
Pour 1'étendre aux degrés supérieurs, commencons par observer son comportement Sous
différentiation :

sixel, (feg)'(x) = f'(d(x)} o ¢'(x),ce que 1'on peut réécrire sous la forme
8t () (E (80x)) = (S8t (x) o £ 2 9)(x)

{(Par définition de la transposée, pour tous A ¢ L(E,F), £ ¢ F~ = Z(F,R}, h e E,
A = <TAEhe 3 dei A = ¢ (x)s E = F'{d(x}).)

On est alors conduit & définir,pour toute ¢ ¢ ﬂl(V), 6" (o) e QI(U) en posant

*

t
¢ {o){x) = ("¢'(x) o d)}(x) pour xeU:
on assure ainsi que d(¢*(f)) = ¢*(df).
Certes cette définition manque d'élégance formelle dans la mesure od x reste
"emmé1E" & 1'intérieur de 1'expression. Mais toute tentative de le déméler (p.ex. en

se servant de diagrammes) n'aboutit en fait qu'a compliquer encore la situation.
D'autre part la généralisation & tous les degrés se fait sans réelle difficulte,
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comme suit :

3.1. THEOREME : Etant donné une application de classe ¢® ¢ : U~V ouU etV sont des

ouverts d'espaces vectoriels de dimension finie, il existe une unique
*

$" 1 2%(V) > 0*(U) de degré O telle que
i) ¢* soit R-lindaire,
i1) ¢%(unB) = ¢"(c) » 07(B),
iii} ¢  ed=do¢" (en notant d les deux différentielles extérieures),

i) 85F) = f o ¢ si f e QO(V).

De plus, s T est un ouvert d'un troisiéme espace vectoriel de dimension finie
et ¢ : T~ U une application de ciasse ¢,

*

R CERTMERTINE

Enfin, si U =V,

i) (Id,)" = Id :
vi) { U) S]*(U)

{Les conditions (i) & (iii) assurent que $™ est un morphisme d'ADG).

Démonstration :

I. Unicité, (v) et {vi).

Soit d'abord o = f dgy A...n dgk g Qk(V) ol f,gl,...,gk € QO(V). Toute ¢~
satisfaisant (i), (iii) et (iv) vérifiera nécessairement

(a) = "(F) #7(dgy) A...n 0"(dgy)

= o"(f) do™(gy) A...n do7(gy)

1

(feo) d(gg °¢) A..n d(gy °0)

donc, en vertu de (1.7) et de (i), deux morphismes satisfaisant les conditions de

1'énoncé cofincident partout.

De méme (¢ um)* =" o ¢” puisque toutes deux doivent envoyer w sur
(Feooi) dlgypedoy) Aoad{g edoy).
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Pour (vi), c'est trivial.

IT. Existence.
Sur QO(V), ¢ est définie par (iv).

Sikz1, ge nk(V) et x ¢ U, on pose

* (@) (x) = (a%(To' (x))) . (al6(x)}) (cf. 1.8.14) .

Alors
") est évident.

ii) Une démonstration directe & base de diagrammes est possible, mais sa démesure
nous conduit a préférer une approche calculatoire.

Supposons -sans perte de généralité- que F = R muni de sa base canonique
{nl,...,np} 3 notons {dyl,...,dyp} la base de QI(V) en tant que QO(V)-module qui en
résulte. Par définition,

#ldyg neeadyy () - (1 ) v (8- adyy (800))

W

SHORRRRRY

Cette 8galité a Tieu que (11,...,1k) € J; ou non, de sorte que

(p*(dyI ndyy) = ¢*(dy1) A ¢*(dyd) dans tous les cas.

De méme, pour « ¢ QO(V) et que I ¢ J; ou hon,

# (o dyp) (x) = (%6" (x)a. AT (x)) . (@l 0(x)) dy; (8(x))a vy (800))
= ao(x)) (6! (x)n] ) aeen (Fo(x)n] )

c'est-a-dire : ¢™(a dy;) = ¢"(a) ¢"(dy,).

Soit alors @ = § ay d_yI € Qr(V) et g = J By dyJ ¢ QS(V) ol
T3l Je HE
B P

ar,3y ¢ OO(V). En vertu de (i),

Wy
i
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n

I o™(op dyp)

it
“p

2 ¢*(QI) ¢*(dyl)
IeJ;

comme on vient de le voir. De méme

$" (o)

n

0" (8) = T o7(B)) ¢7(dyy) -
JeT®
p
11 en résulte, en utilisant de nouveau les remarques ci-dessus, ainsi que (iv) et

(i), que

¢o*(a) » ¢"(B) ) g o™(ag) ¢"(8)) ¢"(dy;) A ¢"(dy;)

) $"(a; By) ¢”(dy; ady,)

H

} E ¢*(u1 By dyI Adyd)

Wi
& (% § G BJ dyl Adyd)

4]

¢ (@A B)

iii) On rappelle que, & proprement parler, dyi est la dérivée de
v V>R & (yl,...,_yp)Hyi.

s
:

Dans 1'introduction au présent théoréme, nous avons vu que notre définition assure

#°(df) = d{¢*(F)) pour toute £ e 9O(V) :

= d(d(6*(n[y))) = 0 .

Seit alors o = } oy dyI € Qk(V) oll ay ¢ QO(V). D'aprés {ii), on a
k
Ted
P
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¢"(a) = IEJk " (ay) ¢*(dyil) Aoih ¢*(dyik) ;
P
et d{e™(@)) = I d(6™(ap)) a ¢"(dy; ) A...n 07 (dy, )
5, d E
p

puisqu'on vient de voir que tous les autres termes sont nuls.

Simultanément, do = 2 daI A d_yI ; et, comme ci-dessus,
k
1eJ
n”

$°(da) = T d(e™(ap) A o"(dyy) -

K
-
*“p

De 1a d e ¢ = ¢* = d, en utilisant (ii). O

Lorsque des bases sont données pour E et F, on peut obtenir des formules
explicites donnant 1'image réciprogue d'une forme différentielle. Nous terminons ce
paragraphe en les calculant.

Supposons, sans perte de généralité, que £ = R", £ = R”, munis de leurs bases
canoniques respectives {ey,...,e,} et {nl,...,np}. La dérivée ¢'{x) se représente
alors par sa matrice jaccbienne

[ a6 3
1 1
(X)) . . ... .= (%)
axl 8x,
34 3
5§2 B o ok SXP (x)
a - (cf. 0.1.).
Pour une 1-forme o = E o dyi € Ql(V) ol o, € QO(V), il est immédiat que
i=1
. £ n (P A .
) = To 00 (alet)) = L (L g ) a4(#00) €
J=1 V=1 7%
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Autrement dit : ¢ (u) =

LI et ne
>

e = ] (g s
B. dx, od 8, = 0y 0 0) =— .
J 2 i=1 1 BXJ

Pour une k-forme, k = 2, Te calcul est un peu plus compliqué, mais reléve de
la méme technique. Soit d'abord I = (11,...,ik) € Jg ; pour développer

*

t

o o)) = (ot 0xdan] ) Ao (Bt tx)n] )
(n “11 , n 3"’1k
= ti"zl —grr (x) ErJ i (721 ‘axr {x) Er‘

on observe que le coefficient de 53, ol J = (jl,...,jk) € Jﬁ, n‘est autre que le

déterminant
1 1
' W—l‘ {x) Dx'k ()
I 41 91
DY (o) (x) = '
J '
|
| s 3.
: i
1:.,)(_.1 () « o v (0)
Jk Jk |

extrait de Ta transposée de 1a matrice jacobienne : les signatures des permutations
gqui interviennent dans le développement interviennent identiquement dans le
déterminant. I1 s'ensuit que

* N .

b (d.VI)(x) By D](]J)(X) i)
ou

= .
P {dVI) ooy DJ(‘#) d"J v

30it alors o = § 1 53[ € Qk{V) 0l up € QO(V}. On a
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¢°(a) = T ¢%(ap) o7 (dy;)

K
taf
“p

T (o =8 I Do) dx, .
Ie]k JeJk
p n

Donc, en toute dimension :

3.2, CALCUL EXPLICITE.

Sia= § apdy;e (V) odog e (V), 87) = ] B8 dxj e 2¥(U) on
Iejk JsJk
p n
By « °(U) est donné par B; = T (g 9) Di(#) avec
"
p
aq:il 3¢1.k
ijl ijl
. 11, ..,1‘k
ol =0 (0= | - |
Jla AJk .
96, 3.
'|1 ‘I_k_
DXJk quk
4., COMOMOLOGIE DE DE RHAM,
On note d, = d| , : @(u) - a¥"1(u). Conme avec toute ADG, 1a méthode clas-

(V)
sique pour étudier EZ*{U) consiste & introduire les espaces vectoriels

z(U) = Ker d, (k e W),
BR(U) = Im d,_, TR
8%y = {0}.

50
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Une k-forme élément de Z"(U) est dite fermée ;
Une k-forme &lément de B™(U)
On a vu (2.1.(iv)) que B™(U) < Zk(U), mais la réciproque est fausse en général.

C'est méme précisément 1'"excédent" de Zk sur Bk a quoi on s'intéresse en posant la

est dite exacte.

= x =

4.1. DEFINITION : On appelle kéme—espace vectoriel de cohomologie de De Rham de U le
quotient H!(U) = Zk(U)/Bk(U). Pour toute w e Zk(U), on note [w] sa classe dans Hk(U).

On pose H'(U) = @ Hk(U).
ke N

k

4.2. REMARQUE : S1 U est un ouvert de R", H {U) = {0} dés que k > n.

4.3. REMARQUE : Si U est connexe, une fonction réelle f de classe ¢® sur U vérifie

la condition df = 0 ssi elle est constante. C'est dire que 1'application

ZO(U)-+ R : fv f{x}) (ot x est n'importe quel point de U) est un isomorphisme.

I1 en résulte que HO(U) = R.

De maniére plus générale, si U a m composantes connexes, HO(U) z R".

Prévisible, et rassurant, est le

§.4. THEOREME : Si U est un ouvert de Rn, Y un ouvert de RP et ¢ : U+ V une appli-
cation de classe Cw, le morphisme d'ADG

Si T est un ouvert de R™ et ¢ : T~ U une application de classe Cm, alors

*®

(b=9)" =" = ¢" 2 HY(V) > HY(T).
Sin=petlU-=Y, alors

(Id;)* = Id & H'(U) = H

0 H™ (U)
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REMARQUE : IT n'y a guére de risque de confusion & utiliser la méme notation au
niveau de H* qu'au niveau d'Q* : le contexte léve 1'ambiguité.

Démonstration : L'assertion (iii) du thécoréme 3.1. garantit que ¢*(Zk(V)) c Zk(U)
K 2 N Sty

et ¢*(B (V)) « Bk(U) pour tout k ¢ N. Le présent théoréme s'en déduit par des

techniques élémentaires d'algébre linéaire. [J

5. HOMOTOPIE.

On s'intéresse ici & la situation créée en faisant varier une forme différen-
tiablement en fonction d'un paramétre. Du point de vue de la cohomologie, le point
essentiel est le corollaire 5.9.

5.1. DEFINITION : Une k-forme différentielle dépendant d'un paramétre est une appli-

cation de classe C o : U x R = Ak(E*) ot U est, comme précédempent, un ouvert d'un

espace vectoriel de dimension finie E.

Si on pose at(x) = a(x,t), alors, pour tout t ¢ R, Oy € Qk(U} et t e op est de
clasee C.

On note ﬁPk(U) le R-espace vectoriel des k-formes dépendant d'un paramétre,

et P*U) = o oPK(U).
ke N
Si 1'on veut éviter une lourdeur d'expression intolérable, des identifications,
d'ailleurs classiques,sont indispensables. Pour nous prémunir contre les confusions
qui pourraient résulter de ces Tégers abus de notation, nous commengons par examiner
en détail Ta

§5.2. STRUCTURE DE &*(U x R) .

Conformément & l1a tradition, on considére E comme sous-espace de E x R avec
T'"inclusion"

g E=Ex R 1 x»u{x,0)

et la projection e Ex R E (Xt % 5j {51,...,sn} est une base de E,

E x R admet la base 'tl,...,En,e} ou 8 = (0,1) et g, "=" (g;,0) -c'est-a-dire qu'on

e
Lo
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traite 1 effectivement comme une inclusion. De facon analogue, E" apparait comme
sous-espace de (E x ]R)* , avec th pour "inclusion" et les bases duales

{EI,...,E;} et {e;,...,c;,a*} respectivement.
Sur cette lancée, on note dx]. aussi bien la forme ((x,t) b E;f) € Ql(U x R) que
la forme (x # a?) € Ql(U) -cependant que, bien entendu, dt : (x,t)+ 8"-, de telle
sorte que {dxl,. o ,dxn,dt} est une base de QI(U xR) en tant qu'RO(Ux R)-module
1(U) en tant qu'QO(

et {dx,... ,dxn} une base de @ U)-module.

TIFS

S1 on ajoute 1'"inclusion”

0

; 0
Q7U) = &

PUxR) : Ar A e (ﬂEIUX]R)

on obtient des inclusions 'ﬁk(U) c Qk(U x R) pour tout entier k.

(Tout ce qui précéde revient & confondre fonction constante par rapport & une

de ses variables et fonction @ une variable de moins...).

Enfin i1 est clair que les deux différentielles coincident sur QD(U), et par
conséquent sur 52*(U), ce qui fait au bout du compte de Q*(U) une sous-ADG de
(U= R) .

De ce point de vue, P *(U) apparait comme un compromis : SEPl(U) est

1‘5’20(U * R) -module sur {dxl,. o ,dxn} seulement, et QP*(U) est son QO(U x R}-algébre

extérieure. C'est une sous-algébre de S"B*(U xR}, mais ce n'est pas une sous-ADG

gtant donné que d(:’kPO(U)) ¢ QPI(U).
Plus précisément, soit f ¢ saPO(U) = szO(U x R} . Alors
o :
df = § BT g 4 3 dt, et 3f 4 0en général. Toutefois, si on pose
el | X i at at
P oarf ; ol
Ef = ) s dxs, et, pour o= | oy dx; ol ap e @ (UxR),
5 4k
I;Jn
= ) o~ dxp (£ &tant ainsi la "x-composante" de la différentielle), alors
¥

pour tout k ¢« N,
ey « op

De 1d un utile
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5.3. LEMME : Si k 2 1, toute forme w « Qk(Ux R) peut s'écrire de fagon unique

w=a+BadtolaePh(U) et g e art ).

k+1 k do

De plus do = A + ua dt o0 A = £a « OPI(U) et 1= g8 + (1)K 22 ¢ aPK(U).

Démonstration : Un élément de 1a base de Qk(UX R) en tant qu'QO(Ux R)-module est

soit de la forme dx, aA...Andx. , 1 <1, <...< i, = n, soit de 1a forme
i L 1 k

dx, A,..A dx. Adde, ¥ ey .= § < n. L'unique développement
3y Ig-1 : k=d

w= ] o dxp+ § By dxy & dt
bt Jegk-1
n n
00 ay,.B, e QO(Ux R) , fournit donc @ = § a, dx; et B = ) 8. dx, tels
} e 1) 1 I d 4
k k-1
Ie]n JEJn
qu'annoncés.
BaI
On a alors dw = do + dB A dt avec du = £o + 5 dt A dx; et
1612
SBJ
dg = 8 + J k=1 5 dt A de, d'ofi e second résultat, en notant
JeJ
n
act
3 1
i) TR -
IeJn

Un dernier préliminaire technique est consacré a 1'intégration des formes dif-
férentielles dépendant d'un paramétre. (Une notion plus générale d'intéqrale pour
Tes formes différentielles sera intreduite plus loin (vi.1.18). Notre propos ici est
beaucoup moins ambitieux).

5.4, DEFINITION : Soit o « QPk(U), a,b ¢ R. On écrit a = § o de avec
b IEJE

up e QO(U = R) et at(x) = a(x,t). Alors J oy dt est définie comme étant la forme
a

b
O(U) est la fonction By x> [ ap(x,t) dt.
a

T8y dx; < 25(U) ou By ¢ @
k
Ic.Tn
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Vu le contexte, la notation "dt" dans 1'intdgrale est aussi malvenue que

(cf.p.ex.5.3).0nne peut y échapper pour des raisons histori-

de "différentiation sous le signe [" prend la forme suivante :

Si a e 9PX(U), alors, dans 21Uy,
b
J (Eot)t dt
a
fb 0
Démonstration : Avec les notations de 5.4., J @, dt = ¥ By dx; ol By e & (U) est
. Ie]ﬁ

indépendant de t. De 12

TR

1]

(Bien entendu, beaucoup
D'un autre c6té,

(Méme remarque).

i dBI A dx

I
1eJk
n
n BBI
Z ) Z g;; dxi A dxI 5
Ian i=l .

de termes de cette double somme sont nuls ; peu importe).

auI
A dxp = i 5 dx

IGJﬁ f=1 = 7

~13

P de L

Le lemme est donc conséguence du théorme "élémentaire" :

C'est alors que le

(x,t) dt .

concept -titre de ce paragraphe apparait dans deux défini-

tions, qui & premiére vue n'ont pas i'air d'avoir grand'chose a voir 1'une avec

1'autre :
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5.6. DEFINITION : Un opérateur d'homotopie pour U est une application R-Tinéaire
de degré (-1) K : @%(U » R) » @™(U) telle que

*

*
1° J

deoK+Kod=1J 0

od 1'on note d Tes deux différentielles et d; (1=0,1) 1'inclusion x » (x,i) : U+ UxR,

5.7. DEFINITION : Soit U,V des ouverts de deux espaces vectoriels de dimension finie.
On dit que deux applications de classe ¢ fo,fl : U~V sont (différentiablement)
homotopes, ce qui se note fO = fl, ssi il existe une application f : U x R » V de
classe C telle gue, pour tout x ¢ U, fO(x) = f(x,0) et fl(x) = F{x,1)-

En fait ces deux notions sont trés proches comme le prouve la démonstration des
deux résultats fondamentaux du paragraphe :

5.8. THEOREME : I1 existe toujours un opérateur d'homotopie.
5.9. COROLLAIRE : Si f, = f;, alors fg = f7 : H'(V) » H'(U).

Démonstration de 5.9 : L'hypothése signifie précisément que fi =f e Ji i =0,1Y) ;
supposant 5.8. demontré, f] - fg = (J]-J3) o £ = (deK + Ked) o f" au niveau d'a".

Si o e 9(V) avec da = 0, (Fl-f3)(a) =d o Ko f(a) +Kode f(a)

n

d(Kef (a)) + K o f'(da)  (3.1.(iii))

=d3+0 avec B e ﬁk—l(u),

d'ol (fI -fa)(Zk(V)) £ Bk(U) et, passant & Ta cohomologie de De Rham, f; = fs =0

5 *
au niveau de H .

Démonstration de 5.8. : Soit w = o+ B A dt ¢ Qk(Ux R) (cf. 5.3.). Pour calculer
J?(w), on observe que pour tout x e U, J%(x) = 1, donc que 1a matrice de td%(x) est
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Du fait que “01(x)(8") = 0 résulte que Jj(dt) = 0 et Jf(w) = J}(a+Badt) = I(a).

Du fait que td%(x) = Id _ résulte que J;(a)(x) = afx,i) pour tout X e U.
E

*

Huw) @ x+oalx,l) - a(x,0).

O R

|
Finalement : (J; -

1
Pour une telle w, on pose alors K(w) = (—l)k'1 f By dt.
0

{Noter que si 1’on veut éviter le signe, on peut ftoujours &crire w = a + dt » v et
adapter 1a démonstration). On a d(K(w)) = (-l)k'1 j (F,B)t dt d'aprés 5.5. . Par
0

ailleurs (notations de 5.3.), dw = X + u A dt et

K(dw) = (-1)¥ ( ug dt (car do ¢ 2" LU x R))
‘o
1 1
k 3
= (1% (e8), dt + J (39, dt
o 0
par définition de .
Al S
- Ao apme a da o
De 1a (deK + Keod)(w) = JO (ﬁ%)t dt . Or par définition, (5).(x) = ;t (i)
1 3+
d'oll (d oK + Ked)(w) : x [ j—ti (x,t) dt = a(x,1) - af(x,0).
o 0o

6. COHOMOLOGIE DES ESPACES R".

Dés ce premier calcul, 1'instrument essentiel est 1'homotopie, qui permet de

tout ramener au cas ol n = 0.

On établit d'abord ce résultat partiel

6.1. LEMME :

=
=
ui
-

Pour tout entier k > 0,
W (R%) = {0 .

Démonstration : Pour k = 1, ﬂk(RO) = {0}, d'ou O (R") = {0}, d'od H'(R

&7
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Toute fonction définie sur RC &tant derivable (cf. 0.1.), @°(R%) = F(RO,R)

qui est canoniquement isomorphe {en tant qu'espace vectoriel) & R. La différentielle
ne pouvant étre que nulle, ZO(RO) S QO(RO), d'od HO(RO) E ZO(RO)/BO(RO) = R/{0} = R.
(ef. 8.8). E

0 sR" :0p 0

: xp 0. 11 est clair que p o i = Id 0
R

Pour passer au cas général, on utilise 1'injection canonique i : R

et la projection canonigue p : R" - RC

n

6.2. LEMME : La composée q = i o p : R* 5 R™ : e 0est homotope & ]'identité

Id .

]RTI
Démonstration : On définit f : R" x R = R
notoirement de classe C . De plus, fo(x) = f(x,0} = 0, donc fop=9; et

fl(x) g Bix,1) = », dong By Ian. 0

- par f(x,t) = tx. Cette application est

6.3. THEOREME : Pour tout entier n,

(s}
w
i
=
"
—

Démonstration : Si n = 0, le résultat a été démontré en 6.1..

n 0 gy )

Sinz1, le Lemme 6.2. montre que i" : H (R") - H'(R”) et p* : H'(R"}» H(R")
sont des isomorphismes réciprogues 1'un de 1‘autre : en effet (cf. 4.4 et 5.9 )
* .4 . * * 5 B * * * .
p- e i’ = (iep}y = (Id } =1Id AT e gs fpeli)t = (ld o) = 1 A
R" H*(R") gY H*(RY)

7. COHOMOLOGIE DE R® {0}

Bien gue des méthodes plus puissantes doivent nous permettre ( V.2.4 ) de déter-
miner directement cette cohomologie -et méme celle de R\ {0} pour tout entier n-
les calculs de ce paragraphe sont Toin de manquer d'intérét en dépit, ou plutdt & cau-
se, de leur caractére artisanal.

Soit U = R2\0}.

En vertu des remarques 4.2 et 4.3, HH(U) = {0} sin= 3 et HO(U) = R. Pour le
reste, la forme de U donne 1'envie irrésistible de "passer en coordonnées polaires”.

Rigoureusement, cela se fait ainsi
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Soit V = F: *x R ({donc Qn(V) = {0} pour n = 3) et
¢ : V+U: (r,8)» (rcos 8, rsiné). 11 est clair que ¢ est de classe Cm, surjec-
tive et que ¢ o T = ¢ si T est la translation V-V : (r,8) = (r, 8 +27n).

De cette derniére remarque résulte que ¢*(ﬂ*(U)) c 0" ob 0" est la sous-algébre
(et méme sous-ADG) de Q*(V) invariante par 1'action de t*. Pour décrire 6 :

7.1. LEMME : Soit £ e 20(V), a=adr+bdseab(¥), w=cdrado e (V). Alors
Fedd ed Feoracf,
;'16“()1 ssi a»1=a etbst=bh,

Démonstration : Evidente. B
En fait,

7.2. THEOREME : L'homomorphisme $* induit par le changement de coordonnées réalise

- e Lk *
un isomorphisme entre @ (U) et O

Démonstration :
Injectivite,

Sur DO(U), elle résulte de la surjectivité de ¢, puisque ¢*(f) = T oy,

Sur QI(U) : soit @ = a dx + b dy ol a et b sont des fonctions réelles de classe

¢ sur U. Alors 6"(a) = u dr + v d& avec

u(r,&) = a ¢ &(r,9) cos @+ b = ¢(r,0) sin &

[ ¥(r,0) = r(-a=4¢(r,8) sin § + b » &(r,8} cos Q)

i cos sin @

Comme le déterminant ‘ =r ¢ 0,

-r sin 0 r cos 0 ‘

de u=v=20on déduit que a = ¢ = b » §$ =0, d'oll a = b = 0 par surjectivité de 4.
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Sur QZ(U) : s0it w = ¢ dx » dy ol c est une fonction réelle de classe C~ sur U.

Alors ¢*(w) = w dr A d6 avec w(r,8) = r. c o ¢(r,0), et ici encore w = 0 implique
¢ = 0.

Surjectivita.

A défaut d'une réciproque pour ¢ (qui bien sir n'existe pas) on démontre sans
peine sinon avec plaisir le

7.3. LEMME TECHNIQUE :

i) Les fenctions

Y

Arctg 53 si x>0
A: R"x R=» R D{Ky) —
1 + Arctg % six <0
Arccotg 3 siy >0
et p: Rx R >R : (x5)
T + Arccotg % siy <0

coincident sur les trois premiers quadrants (ouverts) et différent de 2r sur le
quatriéme.

ii) En tout point ol elle{s) est/sont définie(s), A = ¢(r,8) et/ou u o &(r,6)

est/sont égale(s) & 6 modulo 2n.

Soit alors f ¢ eo, (x,y) € U. Si x # 0 on pose gl(x,y) = f(/x2-+y2,X(x,y)) 2

Siy# q; on pose gz(x,y) = f(/x2 +y2,u(x,y)). I1 est clair que 91 et g, sont de
classe C et, d'aprés 7.3{i), sont égales sur 1'intersection des ouverts ol elles
sont définies : d'ol une application g ¢ QO(U) coTncidant avec 9 et/ou g, en tout
point de U. D'aprés 7.3(i1), g o ¢ = f.

Siae Ol, o = udr + v do avec u,v ¢ o? d'aprés 7.1. Soit h,k ¢ QO(U) les

antécédents respectifs de u,v (construits comme ci-dessus). Un calcul direct (cf. le
systéme (1)) montre que, si

&0
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a(x,y) = hix,y) -

et b(x,¥) = k(x,y) 5 + h(x,y) —t—
x%+y 2, 2

Ta forme B8 = & dx + b dy ¢ ﬂl(U) vérifie $"(8) = a.

S7 w e @2, w=wdr a d6 avec w ¢ eo. Soit z ¢ QO(U) 1'antécédent de w. On
pose c(x,y) = = zZ(x,y) et ¢ = ¢ dx a dy ¢ QZ(U) vérifie ¢*(o) =w: [0

VXE + _y2

I1 est maintenant trés commode de décrire la cohomologie de U en utilisant

. Pour la dimension 1, on considére la forme lingaire A : Ql(V) + R définie par

21 .

Ala) = [ b(1,0) d& si w = a dr + b do. {C'est, explicitée en coordonnées polaires,
0

1'intégration le long du cercle unite).

7.4. THEOREME : La restriction I de A & 0% n Z1(V) est surjective et Ker I = d(c7).
1 1 r2'.’T
Démonstration : I1 est inmédiat que dé « 0 n Z°(V) ; eor I(d8) = dg = 2w, d'od
- - 0
la surjectivité par linéarité de I.
. 0 2 of ) gy
SHif== B 4f = = dr + 55 40 et . éﬁ-kl,u) de = f{1,2r) - f(1,0) = 0.
Réci o : i’ il . - |3b - .ga -
éciproquement, soit o = a dr + b d2 ¢ & telle que da = e Slgel db°A B e W
ol , 3 )
et que I b(1,8) d@ = 0. Pour que df = w, il faut que-%; =a, d'ol
r oy
f(r,8) = j a(s,d) ds + A(8) avec A de classe C . De 1a
1

. e
*i (r.6) = f 32 (5,8) ds + $ (6)

1

Pl
o db 7 3 d}\_ 3
= jl = {s.6) ds + rT| (8)
= b(r.6) - b(1,8) + 3+ (8)
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re r a

On prendra donc A(€) = J b(1l,t) dt, d'ol f{r,0) = J a(s,6) ds + f b(1l,t) dt
0 ] 0

et 1'on a bien

r B+ 21
f(r,6+2m) - f(r,8) = J [a{s,8+27%) - a(s,B8)1ds + J b(l,t) dt = 0
1 8

par périodicité de a et b. g

7.5. COROLLAIRE : Si, comme i1 est d'usage, on note pour o e Ql(U), J o= A(8" (),

1
1'application J : Ql(U) >R aw i o induit un isomorphisme entreS Hl(U) et R.
S1
Démonstration : L'isomorphisme ¢" transporte Zl(U) sur ZI(V) n @1, BI(U) sur d(OO)
et J sur I. Le Théoréme 7.4 assure alors que J est surjective et que son
Ly 7} ()

noyau est Bl(U), d'olt 1'isomorphisme annoncé en passant au quotient.

TN.B. : c'est 1a forme -21—~27(—y dx + x dy) dont 1'image par ¢ est d8l . 0
La situation est encore plus simple en dimension 2 :

1) 2

7.6. THEOREME : On a T'égalité d(0~) = 0"

Démonstration : Soit w = ¢ dr ~ d9 avec ¢ ¢ 90. IT suffit de poser par exemple
o
b(r,8) = c(s,8) ds et a=bde :
1

on a bien b(r,8+2r) = b(r,8), d'od @ c 0, et do = 22 dr A d6 = w. 0

7.7. COROLLAIRE : La cohomologie de U est nulle en dimension 2.

Démonstration : L'image par ¢ de QZ(U) est @2 et celle de BZ(U) est d(el). Comme
R gt
BE(U) < Z2(U) < 52(U), on a B2(U) = Z2(U) = Q(U) et H2(U) = {0}. 3
En résume,
WOy = wiuy = R,
H(U) = {0} pour n = 2.
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8, FORMES DIFFERENTIELLES A SUPPORT COMPACT.

En prévision de développements futurs (ch.V et VI) on fait ici un sort parti-
cuiier aux formes différentielles & support compact celles-ci permettent de définir
une notion de cohomologie & supports compacts qui présente une certain ressemblance
avec la cohomologie "ordinaire", quoique sa structure soit moins riche.

Soit toujours U un ouvert d'un espace vectoriel de dimension finie, et o ¢ ik(U).
On rappelle que le support de ceile-ci, noté Supp a, est 1'adhérence de

Ix ¢ U | a{x) # 0}. (Les formes & support compact sont donc celles qui s'annulent en

dehors d'un compact de U).

I1 est clair que les k-formes d support compact constituent un sous-espace vec-
torfel de 2X(U), noté 25(U). On pose 2F(U) = e oX(U).
C & ke N it

En fait,
8.1. LEMME : Le sous-espace HE(U) est une sous-ADG et méme un idéal de &(U).

Demonstration : Le seul point qui ne soit pas trivial est que d(ﬁE(U)) = QE(U). Pour
voir que le support "ne peut que rétrécir" sous 1'action de d, soit o « QC(U),

K= Supp o, ¥V = UNK, v V +U 1"inclusion. Par définition (utiliser p.ex. 3.2 en re-
marquant que Ta dérivée de 1 est 1'identité en tout point de V), 17%(a) = alv =0 ; et
(du) |y = x*(dn) = d(1*(q)) = 0, ce qui montre que Supp (da) < K. [J

On peut alors poser les

8.2. DEFINITIONS : Pour tout k ¢ N, Z(U) = 9K(U) o Z%(U) et, si k 2 1,

ﬁé;u; = df C'!ih}). {Remarquer que ce n'est pas simplement QE(U) i Bk(U) : le suppor

o+

de 1'antécédent par d aussi doit étre compact). Si k = 0, BR(U) = {0},

La cohomologie de De Rham & supports compacts est définie par

Wi = zfwpek)
et HE(B) = HE(W)



Max KAROUBI et Chyistian LERUSTE

8.3. REMARQUE IMPORTANTE : I1 est hors de question d'espérer pour une application de
classe C° ¢ : U + V entre ouverts d'espaces vectoriels de dimension finie, des
homomorphismes entre QE(V) et QE(U), ni entre HE(V) et HE(U), a8 la maniére de 3.1
et 4.4. En effet, le support de 1'image réciprogue d'une forme a support compact

n'est en général pas compact (exemple des plus simples : U=V =R ; k = 0,
f e QO(R), f#0; ¢ : R~ R constante telle que f o ¢ #£0 ;alors Supp ¢*(f) = TR

Si 1'on veut malgré tout développer une théorie analogue, i1 faudra donc imposer
des conditions restrictives sur ¢ : cf. IV.7.6.

I1T y a cependant un cas assez intéressant ol 1‘on peut introduire un morphisme

entre cohomologies & support compact, mais alors dans le sens covariant :

Soit U un ouvert d'un espace vectoriel £ de dimension finie, « une k-forme a
support compact K = U : o e QE(U). Si V est un ouvert de E contenant Uet + : U >V
1'inclusion, on définit une k-forme 1 (o) ¢ Qk(V) en posant 1*(a)]U = a et
‘*(“)‘V\U = 0. En effet, le fait que Supp u < U garantit que 1, (o) est de c1assi i
De plus Supp (1, (a)) = Supp @ = K qui est aussi un compact de V, donc i (o) ¢ QC(V).

On obtient alors le

8.4. THEQREME : Toute inclusion 1 : U = ¥V entre ouverts d'un méme espace vectoriel
de dimension finie induit un moncmorphisme d'ADG

et une application linéaire de degré 0
*
: HC(U) i HC(V) :

Démonstration : Que, pour f e Qg(U), 1, (df) = d(1, (f)) est classique. Cette propriété

passe aux dimensions supérieures & 1'ajde de bases. Le reste, au niveau de QE, est
=1 . k k k k e

trivial. I1 en résulte que 1*(ZC(U)) c ZC(V) et que 1*(BC(U)) c BC(V)’ d'oll 1 au

" *
niveau de HC. [

Pour finir, et & titre d'exemples élémentaires, le calcul de HE(RO) et de
He(R).
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Pour tout entier k > 0, HC(]R ) = {0}.

. . i [ F .
Démonstration : Comme 7Y est compact (c'est le seul parmi les P.n, = T P

HA(RD) = HYRY). O

B.6. THEOREME : HZ(R) ¥ R.

Pour tout sntierk # 1. H‘é(m) = 0.

Démonstration @ On sait {cf. 1.5) que ﬁn(R) , et donc QE(IR), sont nuls pour n = 2.
10}

Par conséguent HE(R) = [0 'si h 22,

La seule fonction constante sur K & support compact est la fonction rulle :
ainsi Zo(R) = (0}, et H(R) aussi.

i

1 |

Par compacité des supports, la forme lindaire I : -.C(JR) = I e f{x) dx

(notaticn toujours inconfortable !) est bien définie et i1 est clajr qu'ellé™
(%
est surjective. De méme, si f est & support compact, x » f(t) dt est une primitive
] ¢ —oo .
de f dont e support est compact ssi I f(t) dt = 0 : autrement dit, BA(]R} = Ker I,

/ -

d'ol Hé{]]{) = R puisque Zé(JR) = .’aé\R). |

[+ TV 8

1 LR L
8.7. REMARQUES : Les moyens du chapitre V nous permettront de calculer H.(R") pour

tout entier n (cf. V. 4.19).

0) # H(.*(R] confirme ~-s'i1 en &tait besoin- que la cchomologie

Le fait gue HE(IR

& supports compacts n'est pas une "wraie" cohomolegie.






