CHAPITRE III

VARIETES DIFFERENTIASLES

Au chapitre précédent ont &te définies Tes formes différentielles sur des ouverts
n
de R

1'extension de ces notions & une familie plus générale d'objets mathématiques : les

et la cohomclogie de De Rham de csux-ci. Le chapitre prochain sera consacré a

variétes différentiables. IT s'agit d'espaces topologigues qui localement ressemblent
fort & R" {cf. Définition 1.1), garantie &tant donnée de surcroit que les diverses
images -locales se recollent de facon satisfaisante (cf. Définition 5.2). On peut
alors déefinir des formes différentielles sui les variétés par une méthode de "patch-
work"” (voir Te Chapitre IV} et en déduire une notion de cohomologie de De Rham dans

ce cadre @largi,

Nous donnons dans le présent chapitre, avec les définitions nécessaires, une lTiste
d'exemples destinés & montrer gu'on couvre ainsi un nombre assez &levé de cas clas-

siques.

Pour ces exemples, on a cherche a &tre aussi descriptif que possible ef on a
preferé des demonstrations ad hoc, fussent-elles un peu longues, & un recours aux
grandes théories gui nous auraient éleignés de notre point de vue sans pouvoir étre
pour autant traitées de Fagon satisfaisante (c'est ainsi que le mot méme de groupe

de Lie n'apparait pas).
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1. VARIETES TOPOLOGIGUES.

L.1. DEFINITION : Soit M un espace topclogique, n un entier positif. On dira que M

est une variété topologique de dimension n (ou n-varigté) ssi

(i) ‘a topologie du M est séparée.

(i1) Ta tepolonle de M posséde  ure base dénombrable (c'est-&-dire qu'il existe
une famille dénombrabie § d'cuverts de M telle que tout ouvert de M soit la réunion
d'une sous-famille de ¥ ),

(111) pour tout x e M, i1 existe un ouvert U veisinage de x dans M, un ouvert A de
R" et un homéomorphisme ¢ ¢ U = A. Un tel triplet (U,4,A) s'appelle une carte de la

variété M en x.
1.2. REMARQUE |

1) L'intérét majaur de la condition {ii) est de permettre la construction capitale

cu Chapitve IV, §4
2) Se garder de croire hdtivement que {i) soit une conséguence de (iif)
(ef. LI8a).

[g=)

{

33 Ce n'est pas non plus une consécuence de (ii) en dépit d'une terminologie

trompeuse (en effet la condition (ii) s'exprime en disant que M est séparable).

4) L& dimension n est déterminée de maniére unique, comme on le verra plus
loin {V.5.3).

5) On peut donner & n la valeur 0 dans la définition en convenant que RO = {0}
une O-variété est un espace topologique discret dénombrable.

Comne conséguences immédiates de la définition, mentionnons :

1.3. THEGREME : Un ouvert M d'un espace vecteriel £ de dimension finie n est une
n-variéte, (En particulier, E" est une n-variété).

Démonstiration : Supposons d'abord E = R". Alors :
(1) est bien connu ;

{ii) pour F , prendre par exemple la famille des boules ouvertes contenues dans M,

de rayon rationnei et dont le centre a des coordonnées rationnelles ;
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(1i1) pour tout x ¢ M, prendre U = A = M et ¢ = IdM.

SiE# Rn, le choix de n'importe iaquelle des normes équivalentes sur E et de
n'importe guelle base de E fournit respectivement la topologie de E et un homéomor-
phisme avec R", & travers Tequel la structure de variété définie ci-dessus se trans-
porte. [

1.4. THEOREME : Soit M une n-variété@, N un ouvert de M. Alors N est une n-variété.

Démonstration :
(i) Classigue ;
(i) évident par ia famille {V o N|V e F} ;

(ii1} soit x ¢ M, (U,4,A) une carte de M en x. Alors (U nN’¢|UnN’¢(U nN)) est une
carte de N en x. []

1.5. THEOREME : Si M est une n-variété et M', une n'-variété, alors M x M' est une

(n+n'}-variété.

Démonstration : Soit x ¢ M, (U,0,A) une carte de Men x ; x' ¢« M', (U',9',A") une
carte de M' en x'. Alors, en {x,x') e M x M', (UxU',¢x¢' ,AxA') est une carte de
Mx M. 0

Nous aurons besoin & plusieurs reprises dans la suite (c¢f. V.4.4 ) de la notion
de sous-variété. Nous en donnons donc ici la définition, mais nous nz 1'exploiterons
pas trop systématiquement dans les exemples qui vont suivre.

1.6. DEFINITION : Soit une n-vari&té M, un sous-espace N de M et un entier p < n.

On dit que N est une sous-variété de M de dimension p ssi pour tout x e N, il existe
une carte (U,9,A) de M en x telle que ¢(x) = O {ce qui n'est pas une restriction puis-
que les translations de R" sont des homdomorphismes) et telle que ¢iUnN soit un
homéomorphisme de U n N sur A n RP (ol RP est considéré comme sous-espace de R"

b (xl,...,x S0 50 gl e )

par 1'"inclusion"” RP - R ; (xl,...,x P

p)

L'entier n-p s'appelle codimension de N (dans M).

<
o



Le sous-espace N est alors ure p-variéte en bonne et due forme.

FIGURE avec n = 2, p = 1.

@ \\‘ //
{
< ; >

2. PREMIERS EXEMPLES,

1

2.1. Exemple : Le cercle S est une variété topologigue de dimension 1.

Uémonstration :

; o5 2
(i) et{ii) comme sous-espace de R™.

2 1 . . - :
(1ii) On identifie R® & € et $* & {z ¢ & 1z] = 1}. L'application
¢ : R~ S": & +exp(2in6) est notoirement continue, ouverte et surjective. Pour
|
tout x ¢ 57, prerndre alors & « R tel que x = exp(2ing), U = SI\{x},

A= ](ﬁ-%,ﬂ{-%{, ¢ = [e ‘A)—l. (cf. aussi 2.2). [

2.2. Exemple : Pour tout n ¢« N, la sphére s" est une varigté topologique de dimen-

sion n.

24
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Démonstration :
1

{i) et (1) comme sous-espace de R
m+l 2 .
« R | Xy #.004 :r.m_l-ll.

puisque

]
8= e s esian)

Pour (311}, 11 y a deux méthodes classigues (mais cf. aussi le §3) :

1%} On introduit les projecticas stéyfographiques : soit v = (0,0,...,0,1) le
“pale nord" de la sphére s et E e "plan Equatorial™ (d'équatian Apel = 7). Une
droite passant par v et non paralléle & E coupe E en un (unigue) point et recoupe sh
an un (unique) peint distinct de v (veir Figure6.4). Le procédé définit ainsi deux

applications 1

X X
. e R LU 1 n
iy SSTRIVEE RT3 s eakige) 86 SRy By
oo AL LT 1 B 2 7
et Y, i RSN [xl....,xn) - ;?;___:;?:TI {2&1....,L1n,(x]+...+xn ]
i

On vérifie sans peine excessive que ¢, et ¥, sont des homéamorphismes inverses T'un
de 1'autre. Le triplet {S"\rv1.¢U.R”J est ainsi une carte de s",

La prejection stérdographique de péle sud o = (0,...,0,-1) fournit une carte
{S"\icl.@d.ﬂﬂj et, comme s o (S"\{vi] u {Sn\io:). la structure de varigté est assu-
rea.

27y On peut aussi introduire, pour tout 1 = 1,...,m1, les ouverts hemisphéri-

s n = n 5
ques Hy = t(xl,...,xn+1} s | x> 0l ?r Hy = L0nga-oakpeqd € 57 | xg0¢ 0. Si
on note D" 1a boule-unité {auverte) de R, on obtient par projection grthogonale
paral l2lement ‘au {“T8 axe de coordonnées les hom&omorphismes

L L )

by Hi ¢l fxl""‘*n+1} fr {‘1""*‘1-1*“i+1"'"'“n+1)
et

- n, .

.¢1 : HJI| S il {xl,...*xl I}L “‘1"---"1-1"‘1+1'----"n+1) s

Tes inverses respectifs étant

i loa
(R vrersXp) B (XpaecaXy g0 ¥1 -jilx S PR,
et >
/ L
txl'&---)an P {KI:-o.- -x.i_L-" 1"j=llex.i1---}xn} i

{Voir Figure 3.0},
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+ = - 4 P a Lt
Les: cartes i“i--:.ﬂn} et E“j,¢1,u") donnent elles aussi la structure de variété
n+l

topologique de S" puisque 8" = | f“? y H;)- 8
i=1

2.3. REMARQUE : La sphare 5" est en fait une sous-varigté de R™L . on pourra vérifier
que la construction suivante fournit des cartes qui satisfont aux conditions de 1.6
pour % £ 57, soit ?x 1'hyperpian orthogenal 4 x ; celui-ci étant isomorphe (en tant
qu'espace vectoriel normé) & Rn, la projection parallélement 3 la droite Rx fournit
une application continue r : s Rr" ; on prend un nombre réel a, 0 < a < 1, et on
note U 1'intersection de Ta ceuronne cuverte comprise entre les sphéres de rayons

l-a et 1+a avec Te demi-espace ouvert gui contfent x ; on définit

¢ U - Rﬁ*l =R"« R : y b (m( J Vil =13

¥l

alors ¢(U) = D" = T-a,+al et §(U -5”) =

Les exemples suivants sont les classigues espaces projectifs réels et complexes,
Introduits 4 1'origine pour simplifier et unifier les énoncés de glométrie &lémentai-
re (voir 11']7 ch.4), ils jouent un rdle considérable en topologie algébrique de méme

que leurs genéralisations, les Grassmanniennes {cf. 4.15 et la suite).

Tout d'abord du point de vue ensembliste

2.4, DEFINITIONS : Pour tout entier n, le n°I° espace projectif réel, noté RP", est

1*ensemble des droites passant par 1'origine (sous-espaces vectoriels de dimension 1)
de wntl
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Pour tout entier n, le n"o¢ espace projectif complexe, noté tP", est 1'ensemble
des spus-espaces vectoriels de dimension (complexe) 1 de ln”.
(Noter que la d&finition s'applique $1 n = 0, et que FPU et EP

0 sont réduits

a4 un point).

Nous allons munir ces ensembles de structures naturelles de vari&tés topologiques,
en regardant successivement le cas réel et le cas complexe. Dans chacun de ces cas
deux méthodes. sont possibles, dont nous montrerons 1'@guivalence. Nous extrayons de
Ta démonstration et &levons A la dignité de lemme indépendant les deux résultats
suivants qui resserviront plusieurs fois :

2.5. LEMME : Soit X un espace topologigue, & une relation d'équivalence sur X ; son
graphe {(%,¥) xE | x|y} est noté Gr R, e guotient, muni de sa topologie canoni-
que, est noté X/ et la projection, continue par définition, p : X = X/R.. Alors :

Si Gr ® est fermé dans §2 et 51 p est uuverte, X/%. est sBpareé.

Démonstration : Soit £,n deux points distincts de X/& ; soit x,y des antécédents
respectifs dans X : p(x) = £, ply) = n. Alors (x,y) £ Gr# et, Gr® Etant fermé, il
existe des voisinages ouverts ”x de x et V,_ de y dans X tels que Wx*‘u‘y) nGr® =9 .
I1 s'eénsuit gque ﬂ(?x} n D(Vy) = # [dans le cas contraire, i1 existerait un z « v, et
unit e vy tels que p{z) = p(t). d'od (2.t) e {vx»uy) n Gr 8,). Bien entendu,

= p{vx) et n e p{Vy). Enfin, p étant ouverte, p(vx) et p{vy) sont ouverts dans Xéﬁ..
2.6. LEMME : Soit X un espace topologique, G un groupe topolegique opérant conting-
ment sur X. La projection p : X = X/G est ouverte.

Démonstration : Soit V un ouvert de X. Par définition, p(V) est ouvert dans X/G ssi
. " = -
P l{pw)) est ouvert dans X. Or p l{p{vn = || g.V ol g.v désigne {g.x|x =V}, lequel

el

est homBomorphe & V, donc ouvert, par continuité de 1'action de G. T
Revenant aux projectifs, on commence par le

CAS REEL

Deux relations peuvent Btre définies :



- d'une part sur RTTNI0) 0 xSy ssi i1 existe un réel A # 0 tel que y = AX ;

- d'autre part sur 8" : x 9 y 851 ¥ = 2 x. [1 est immédiat gu'il s'agit de rela-

w

tions d'équivalence. Les classes consistent en droites (privées de 1'origine) dans le
premier cas, eEn paires de points antipodaux dans le deuxiéme cas. 11 est clair aussi
gue Tes deux quotients sont en bijection entre eux ef avec rp" (par les correspon-
dances : droite passant par |'origine ++ droite privée de 1'origine «+ points (anti-
podaux) d'intersection avec la sphire). Qui mieux est

n+1,

LB THEOREME : La bijection entre Sn[? et R A 01/R mentionnée ci-dessus est un

homéomorphisme pour les topologies-quotients. Les guotients sont des espaces compacts.

Démonstration : Cette bijection, notée ¢, figure dans le diagramme commutatif

suivant

i n+1 .
(S B AT

5

)

| |
v

§"/¢ ————— R 01/

ol 1 désigne 1'inclusion et p,q, les projectisns canoniques.

LI -1, -1 =
Si U est un cuvert de Rn+lx{0-f$%. P Lk¢ ) = 1 e T s a l(U) o S" est
1( 1 ainsi, ¢ est continue.

ouvert dans ", donc ¢ (U) est cuvert dans "

Le preduit par les scalafres dans R"Tl induit une action du groupe multiplicatif
R*= RV0] sur R™ (0} et une action du aroupe multiplicatif {+1,-1} sur AL qui
sont continues et qui définissent respectivement les relations R et ¥ : ainsi, par

application de 2.6, p et q sont ouvertes.

o ; : _— ; L S
Soit 1'application, @videmment continue, v : (S'}° = R 1 (x.v) = [x+ylldx -yl

- . -1 : f ’y ol
Le graphe de ¥ est Gr ¥ = v “((0]), gui est fermé dans (Snj :
Soit 1'application, évidemment continue,
| ?

5 X ¥
- lorpyd , i A = : (I

A (R \-,urj-.l « R tl\xl""'X'l‘l’(}fl""”""n")‘LT i
2] X%y ¥z
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Le graphe de R est GrR = G+]{{D}j, qui est fermé dans (R“H\[U}}z.
Le Lemme 2.5 assure slors que H“”\musa. et S",fj" sont séparés. De plus, gh
&tant compacte, s/ est compact.

Enfin ¢, bijection continue d'un aspace compact dans un espace séparé, est un
homeomorphisme entre espaces compacts. [

Ce theoréme nous permet de définir la topologie de Rre" par 1'un cu 1'autre procé-
dé suivant la commodité du moment. Ce faisant 1'homBomorphisme & est regardé comme
une identification, c'est-a-dire que, par abus d'écriture, on réduit le diagramme
précédent &

gh i RI'H-L‘{D?

(La réciprogue de 4 donnerait lieu au diagramme commutatif

rR™ L0 —L—..s”

/

- X
Uu;.:xl"'-ﬂx—“).

Le [provisoire) parachévement est alors le

2.8, THEOREME : Pour tout entier n, RP" est une varisté topologique compacte de
dimension n.

Démonstration : La condition (i), et la compacité, ont &t& démontrees en 2.7.

(i1} Soit (X r'_ p Une base dénombrable de 1a topologie de §" 3 la projection p
étant auverte (cf. 2.7), p(X,.) est un ouvert de Rre" pour tout r. 87 U est un cuvert
de RP", 11 existe une suite d'entiers (ri} telle que p'1{U} = ‘Ij X. et, par

i
surjectivité de p, JEe 3

£R
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-1
U= pip "(U)) = nf X. ) = p(X, } -
’ _i1'cJN "j) -pn '

Par conséquent, {p{)(r')i- es5t une base de la topologie de rp".

rel
(191) Pour tout 1 & {1,...,081), STt Ly = ((Kgseeea¥pnyy) € R™H | x; # 03, 11 est
clair gue Ly est un ouvert de R”+]‘\.fﬂ!. Soit Uy = q(Li)' oli q désigne toujours la
projection sur RP" {ntroduite en 2.7. On observe gue q‘l(ui) =q {aily)) =
puisque si (xl. ..,}(n”n, % yl....,yn+1} avec ¥ # 0, alors X3 # 0. Par conséquent
U est un ouvert de RP

On définit alors

n i i- i+l nt1
O ol AR 8 e eatzui ] W Essaee o » e
j i & n+l \-&_I- X A3 X; J
et
vl Ui &7 : :
g R+ Lyt (Rgaeeaaxy) 24 (:-c],....xi_l.l‘x,', ,xn) .
puis ';'-1 H U.i + R" telle que €, = By qlL (1o possibilité de factoriser est tri-
W | Bl | = o ¥ - n = U
viale) et W =qe ¥ R U =
. b
3
¥ /% ;
S 19

7~ |..1 l |

n 2
R ——-—+U1.

(NuB. : dans le cas n = 2, yg est le "passage aux coordonnées homogénes" de Ta
géométrie projective classique ).

sont des bijections réciprogues.

(n vait sans peine gue ;5 et g;l_]

Comme q“_ est continue par définition et ouverte par application de 2.6 {car

1taction de R* suy ‘\*u} se restreint en une action sur L, ), la continuité de
¢; et celle de s ré:.u1ter1t respectivement de la continuite de -}]. et de celle de Yis
qui sont triviales.

7
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Le triplet (U{.¢T,R") est donc une carte de RP".

n4l
11 ne reste plus qu'd remarquer que R'TI01 = | Ly ce qui impligue que
nel i=1
RP" = | U par surjectivité de g. [
i=1

CAS COMPLEXE
Les deux relations sont dci ;

- SUr En+1\[0] X B! y sst 11 existe un 4 ¢ g* = 0.0} tel que y = Ax ;

- sup 52n+1' qui est la sphére-unité de E"+1. celui-ci étant isomorphe 3 R2”+2

en tant qu'espace suclidien : x ' ¥ ssi 17 existe un & e s! tel gque y = Ax (en pre-
nant S' = 1z ¢ @ | 2] = 2.

Les cldasses consistent respectivement en I-espaces vectoriels de dimension 1 pri-
ves da 1'origine et en cercles.

be fagon analogue au cas reéel :

! SZm-l L gl
2+l

2.9. THEOREME : L"injection i° WIOT induit par passage aux quotients

un homégmorphisme ¢' : u“+1\|ﬂ}ﬂk' *-§ /%' entre espaces compacts.

Démonstration : Calguée sur 2.7, les groupes R" et {+1,-1} &tant remplacés par £°
e = . ; . o
et S° respectivement, 1'application & par 1'application &' qui a la méme définition
formelle {mais pour des variables complexes) et y par §' 2412 [

(s“M%)

On dafinil la topologie de p" par 1'une ou 1'autre méthode et cette fois :

2.10. THEOREME : Pour tout entier n, CP" est une varidte topologique compacte de
dimension 2.

DEmonstration : Imiteée de &.8 en remplagant R par €@ ; la dimension est 2n parce que
t" est isomorphe @ R°" en tant qu'espace euclidien. 0

3, LE THEOREME DES FONCTIONS TMPLICITES,

lLa deuxitme méthode employe dans le cas des sphéres (2.2(7i1) 27)) est suscep-
tible de systématisation, et fouprnit un moyen de démonstration commode qu'on utilisera
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dans la suite. Lz situatjon classigue est la suivante :

Soik @ n,p deux entfers tels que 1l £ p <« n ; W un ouvert de R" ; p fonctions

de classe § f LWE R s Eﬂ W~ Ko oun point (ag....,8 ) « W tel que
fl(al....,anj =, . B Fp{al.....an} = )
[af
et tel gue 1z matrice jacocbienne bors [al.....anj 501t de rang maximum p.
h l<i<p
1£jsn

Sans perte de généralité on peut supposer que le déterminant foymé par les p colonnes
de droite est non nill et adapter 1es notations en conséguence : on pose g = n-p, on
appelle principales les ¢ premigres coordonnées, on note pour tout (Xp,...,X,) « R",

=\ = s 9 = . pP
XQ"'.] _yJ. X [Xl,--.,’.q} R, Y {_V!.li.yp) : R™ et

{xl,.,..xﬂ} = (®,¥) & R9 « R? = B". De méme et en particulier, a = bj,

q+J

! n
o) ® RY, b= (Byaeeaby) € RP et (a;,.,..a.) = (a:b) ¢ RY x RP = B".
Les hyputhsses se réscpivent donc ;

a = (al,....u

flqa,b} TAE fpfa.bj =0 i
.f1 1-
~(a.b) # 0
B s
“1sp
le32n

3. 1. THEOREME : {des fonctions implicites). Sous ces hypothéses, i1 existe un ¢ = 0
et un 1 > 0 yérifiant les canditions suivantes :

1) =1 A est 1a boule ouverte ﬁ(a.a} dans RY et B 1a boule ouverte é{b.n) dans

R,
A=Bcl;
2) sur A est d&fini un unique p-uplet de fonctions
wl R ¥
n L - t
telles que *

(1) pour tout x = (Al,..i,xq) a Ay (wl(x),...,¢p{x)) ¢ By
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{#i) pour tout i« (1,.,..p} et pour tout x = [xl,....xq) .4
fi[xi.,..,xq.uﬁix),....uhrx)) =0
Les fonctions ainsi définies sont de classe € .

REMARQUES
1°) Dans (2), aucune restriction autre que [1) et (1) n'est imposée aux i+ il
en résuite que, pour tout x e A, 1] existe un unique y « B tel que
El{x,y) AT Fg{x,y] = 0 (& savoir y-= (1ifx).....mh(x]]}. En particulier
[11(5},...,m ta)) = b

2%) Le théoréme signifie que localement les p coordonnées non principales s'expri-
ment comme fonctions des g coordonnées principales -d'od son nom.

3%) C'est bien 14 la situation de 2.2.(7ii1} 2°). Dans ce cas et pour garder les

notations du présent théoréme, n est remplacé par n+ 1, W= Rn+1. ped, q= H,
frlay) = x] o4 x; ' y% - 1, Ta matrice jacobienne est (2xy....,2x ,2y;) 3 les
hypothéses du théor#me sont satisfaites par tout point de H;+1 4 H;+l 1 pour fixer
af
. - 1 3 fi
les fdées, soit (al""'“n'bI] £ Hy,q ¢ on a bien 5;; (a,b) = 2by # 0. li'importe quel

-
£ >0 tel que la boule Bia,;c) soit contenue dans la boule-unité de R” et n'importe

quel n tel gue:D< n < —hl répondent & la guestion, ]'unique fonction by etant dafi-
nie par.plixi....,xn) = =41 - E xz
= =] '

j=1 4

Figure avec n = 2
Wy ote
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Démonstration : Se trouve dans tout cours d'Analyse. Yoir en particulier
[ 4 1 Ch. X §2 pour une formulation particuliérement voisine.

3.2, CORGLLAIRE : S M est t'ensemble des solutions du systéme

o0 n,p sont des entiers tels que 1 = p < n et les f1 des fanctions de classe C, &
valeurs réelles, définies sur un ouvert W de R" et telles gue la jacobienne soit de
rang p en tout point de M, alors M est une (n-p)-variété.

Démonstration : Les conditions (i) et (ii) de 1.1 sont vérifiées parce que M c R".

(ii1) Soit (al....,an} « M tel que Ye déterminant formé par les p colonres de
droite de 1a jacobienne soit non nul (on peut toujours supposer cela, au réordonne-
ment prés des coordonnées). On reprend alors Tes notations du théoréme précédent.

357 pour x = (Ky....:%.] € A an pose

: q

HJI:A‘ ':Pllnu--gxqs'-"l{x.}o----'u-'D{?‘))o

on definit, d'aprés 3.1. [(2){iii1), une application Bos AN, gui est de classe Cm.
et a fortiori continue. Soit U = (A} et 7 1a restriction & U de 1a projection
R" = RY x RP « g9 ; {#,¥) ** x. I1 est immédiat que n 0= IdA &l que W= ldy,.

On prend =' tel que 0 < =’ < = et on note A' 1a boule cuverte B{a,=') dans RY,
F' 1a- boule fermée corvespondante, U' = @(A'), K' = "IVI[F‘}. Alors -"lilF' A 4|

est une bijection continue d'un compact dans un espace séparé, donc un homéomorphisme ;
en particulier, U' et A' sont homéomorphes par i}n, et par son inverse uf,,.

Enfin (cf. Remargue 1°) ci-dessus) U' = M n (A' % B), donc U' est ouvert dans M,

et {U'.niur.ﬁ'} est une carte de M en {ai.....anj.|

3.3. REMARQUE : Plus précisément, le Corollaive 3.2 prouve gue M est une Sous-variété
de R : su point {al""'Jn> = M, la carte (A’ -B.IdA.(B,ﬁ" B) réponit aux condi-
tivns de 13 définition 1.6.

ja
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4, SUITE DES EXEMPLES.

Les résultats du paragraphe précédent nous permettent d'ajouter & notre liste :
les groupes classfques, les varlétés de Stiefel, les Grassmanniennes.

D'abord ce qui n'est en fait qu'un rappel :

4.1. Exemple : Pour tout eptier n, le groupe GL{n,R) deés matrices n « n, inversibles,
3 ecoefficients réels est une vari@té topalogique de dimension n‘? et le groupe

sLin,0) des matrices n = n, inversibles, & coefficients complexes, une variété topo-
logique de dimension Zn?.

Démonstration : En tant que R-espaces vectoriels, les groupes 'mn{lt) et »mn(a) des
matrices n = n & coefficients respectivement réels et complexes sont de dimensions
respectives n° et Eriz. Par ailleurs la fonction déterminant est notoirement conti-
nue, et GL{n,R) (resp. GL{n,T)) est formé des matrices de mn[’m {resp, mn[iﬂ)
dont Te déterminant est non nmul : 7] s'agit donc d'ouverts. On applique 1.3, O

Dans le cas réel, considérons alors le groupe O(n) formé des matrices orthogona-
les :

4.2. DEFINITION : Soit noun-entier non nul. lUne matrice X « ’mn{]-!) est dite
arthogonale ssi by = 1, (o0 1. désigne la matrice-identité). Autrement dit, Tes
"yacteurs-colonnes" -ou, d'aflleurs, les vecteurs-lignes- de ¥ forment une base de
R" orthonormée pour le produit scalaire euc!idien.

4.3, THEDREME : Pour tout-entier nen nul m, ©(n) est une variété topologique de
dimension r‘—['--‘.'--1;' .

Dampnstration : Rour tout couple d'entiers 1.] tels gue 1= i = 3 = n; 1'application

n
LMo (R) =R Xk k£1 Xgs 5 ™ Oy

ail l‘.” est le symbole de Kronecker et x . 1'€lément de X situé 2 la k® Tligne et &

1a i8 tolonne, ast eviderment de classe C . I1 est clair, par symétrie de tx.x, que
O{n) est 1'ensemble des solutions du systéme

&1
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.z nfm+l - z ; 5 o 3
01t _L_?__l eguations sur un espace de dimension na. Le présent théoréme résultera

donc de 3.2 si nous montrans que 1a jacobienne du systéme est de rang [ n:'l .
Or cela se voit directement sur ]'application ¢ : Wln(R) > Symn(ﬁ) ¥k tX.)( B In
ol Symn{R] ,‘espace vectoriel des matrices symétriques, est de dimension n{n+1
: _ i J
0_}0 ‘oioio‘
: o ; . i == [le==]
Em effet, si on pose BrE g ___Gln et Jij = | 0 | 0 D \ .
o 51 ?
0 L0 ‘ 0 0,
Sym, (R} admet pour base {c; e B s b LY fny; |1 <3< j<n}, par rapport a

taqueile les composantes de ¢ sont les . la jacobienne du systéme [I] est alors

Al
la matrice de la dérivée de ¢ et i1 ne reste plus qu'a vérifier que celle-ci est
surjective en tout point da O{n).

Si XoH & M (R), (X+H) = “(X+H) (M) = 1= B+ BHx o+ B+ B

d'od ¢'(X).H = "H.X + "X Soit alors X € O(n), S < Sym (R) ; i1 suffit de poser
H = é X5 pour avoir

- bixsyx o+

ol —

A et

5" (X} .H

s Beine s

I
s

Fg =

.'.; S = Il
Bl 715 =5

n

=

4.4. CORODLLAIRE : Le sous-groupe 50(n) formé des matrices de O(n) dont le détermi-
nant est égal & +1, est une variétd topologique de dimension Eiﬂi—ll.

Demonstration : 5i A désigne 1'application déterminant, gui est continue, on sait

gue £ : m _(R) + R se restreint successivement a &' : GL(n,R) ~ Ryv(D) et &

A" 1 O(n) =+ [+1,-1}. Ce dernier espace &tant discret; SO(n) = A"_l({+11) est un ou-
nin-1)
-

vert de 0{n), donc une -yariété d'aprés 1.3. q

4.5. REMARQUE : Bien entendu, et pour la méme raison, SO(n) est fermé : c'est en
fait 13 composante connexe de 1'identité dans O(n).
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4.6. THEOREME : Les variétés O(n) et S0(n) sont compactes.

Démonstration : Par cﬂntfnu'lté des -tfj deéfintes en 4.3, O(n) est fermé dans m, (R),
qui est jsomorphe & Hﬂ en tant qu'espace euclidien. Les conditions sur Tes
#qq. (1 =1,...,n) garantissant 1"inclusion 0fn) = (5", d'o0 1a compacité de 0n).

Celle de S0{n) s'ensuit fef. 4.5). O

Dans 1e cas complexe, on consigére d'abord Te groupe U{n) formé des matrices
unitatres ;

4.7. DEFINITION : Saoft n un entier non nul. Une matrice Z < m,(0) est dite unitaire
ssi Z'.2 = I, (o0 Fig t? est 1'adjointe de Z). Autrement dit, les vecteurs-colonnes
forment une baae {Zyse - skg} de t" telle que {ailﬂ ) = 8y4s 00 645 est Te symbole de
Kronacker ef ( | ) d&s!qne Ta forme hermitienne standard sur @,

4.8, THEOREME : Pour tout entier mon nul n, Uin) est une varieté topologique compacte
da dimension ne.

Démonstration ; On note Ty = X * 1 Y 1'alément de Z situé & 1a k% Jigne et la
2 ¢tolenne. Pour tout couple d'entiers k,% tels qua 1 = k < £ s n, an définit les
applications, Svidenment de classe €,

n
[ W *—‘ I -
lki : mn{ﬂ} =| 2 Z Sél‘kﬂxs.ﬂ,'}yskysﬂ.} &

&t

e TG (E) =R 2 T ] (Ko ¥y - Xy ¥ )

Il =1
[y

Cette Tols, U{n) ast 1'ensemble des solutions du systéme

W2 =0 lsksitsn
(T11] ;
|:u['2}=ﬁ I e<=Lsq,
5ot "Eﬂét}} - "i"é'l} = n2 géquattans sur un espace de dimension Zne. La démonstra-

tion s'achéve de maniére analogue 3 4.3. en considérant 1'application

i
L*]
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¢ rom (B) = Herm (@) : Zw AR e,

En affet, Henmn(ﬂj, espace vectoriel des matrices auto-adjointes, est de dimension
réelle n2 puisgu'il a pour base sur B 1'=nsenble

(g | 1sksnl o figg | Yek<tsnl v {8 [l1sket=n)
ou £jifly OnE Eté définis en 4.3 et
ol e | o
k -F—
4 n'o L 0

L
e
oo | o

k E

"

Pour Z,K e (B), #'(2).K = K'.Z + Z".K et si Z « U(n), T « Herm (L), alors
K= ; IT vérifie blen y'{2).K = T.
. 4 Zn?
Pour la compacit@, on observe gue U{n) est fermée dans R
applications Ayy et ”kf; et gue les conditions sur les applications gk 9arantissent
T'inclusion U(n) < (BME" . oo B" est 13 boule unité de R". 1

par continuité des

11 découle de Ta définition que si Z « U{n), |d&t Z| = 1. On est amené comme
dans le cas réel & introduire le sous-groupe SU(n) formé des matrices Z ¢ U(n) telles
que dét Z = 1. L& situation est un peu plus compliquée dans la mesure ol le
cercle-unité 51. au contraire de [#1,-11, n'est pas discret, ce qui rend inutilisa-
ble 1'argument de 4.4 et lafsse prévoir pour SU{n) uné dimension inférfeure. On peut
en effet démontrer directement que SU{n) est une variété topologique compacte de
dimension nz— I en ajoutant au systéme T1I7 1'Equation

dét &
dét Z|

Ara Sefh! 2

Toutefois Tes calculs sont un peu longs et neus préférons attendre un théoréme plus
putssant {6.10) qui donners ce yésultat pour meins de labeur (6.14).
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Uneg matrice de O(n) peut 8tre vue comme un systéme dé n yecteurs arthonormés
dans R". 5i on restreint Te nombre de vecteurs, on obtient Ta notion de variété de
Stiefal :

Soit deux entiers n,p tels-que 1 = p < n. On note '.l'n p(m le sous-ensemble de
{Rn}p formé des p-uplets orthonormés de vecteurs de RN,

4.10. THEOREME : Pour tous entiers n,p tels que 1 < p < m, ‘|.' p[R) est une variété

topologique compacte de dimension np - _[Ez‘t_l) EEE_S_L (En particulier,

[R)—D{n} et Vo 1(RJ=5 )

Démonstration : Regardant un systéme de p vecteurs de BE" comme une matrice & n 1i-
gnes et p colonnes, M < My [H} est dans V, (R) ssi M = Ip' )n considére donc
[ apphcation‘m iR} - Syrn (R 2 tﬂ !-‘I = Ip et on conclut comme en 4.3.

Pour la compacité, observer gue |'application
2 0(n) = Vo m; M e {m(gl},.,.,mzp)) ol (Byy....6,) est 1a base cananique de
R", Estcantinue et surjective. n

4.11. REMARGUE IMPORTANTE : Dniwérifie sans peine gue deux matrices M at N de O(n}
ant 1a méme image par E ssi H-l M est de la Torme

1:l ’ a
—_— ol ¥ ¢ O(n-p) .
0 | X

Si on note 0'(n-p) Te sous-groupe de O(n) formé des matrices de cette forme
-leque] est évidemment jsomorphe & Ofn- p) et fermé dans O(n)- et O(n}/0'(n-p) le
quotient de Oin} par {'{n-p} agissant par translations & droite, on obtient le
diagramme commutatif suivant, oo F est une bijection :

tin)
'r:/ \ E
/‘ N
£ A

Q(n}sa'(n-p} —= \fﬂ’p{R]

a5
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Comme en 2.5 et 2.6 {q.v.) on &tablit en toute généralité, pour s'en resservir :

4.12. LEMME : Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe fermé de G. Le graphe
de la relation d'équivalence définie par x ® y ssi yhlx ¢ H est fermé dans G~.
Démonstration : I1 suffit de montrer que, si (a,b) est adhérent i Gr @, b"la est
adhérent 3 H. Or 1'application u : Gz + G (X,¥) y-lx est continue. Si donc (a,b)
est adhérent & Gr R et que U soit un voisinage ouvert de b~1a, u_l(U) est un voisi-
nage ouvert de (a,b) qui rencontre Gr® en un point (x,y), et u(x,y) = y'lx e Hn H.

La conjonction de 4.12, 2.5 et 2.6 établit le

4.13. COROLLAIRE : Si G est un groupe topologique et H un sous-groupe fermé de G,
1'espace homogéne G/H, quotient de G par les transiations & droite définies par les
2léments de H est un espace topologique séparé.

Dans le cas présent, 1a compacité de O{n) entraine méme que O(n)/0'(n-p) est
compact. Comme le fait que w est ouverte implique aussi, par surjectivité de 7 et
continuité de b, que F est continue, F est un homéomorphisme.

Ainsi cette remarque fournit une autre description des variétés de Stiefel.

Dans le cas complexe, on note Vn p([E) 1'ensemble des p-uplets {zl,...,zp} de
vecteurs de T vérifiant (zsizt) = ést pour tous s,t tels que 1 < s £t < p, oll Sst
est le symbole de Kronecker et ( | ) est la forme sesquilingaire standard sur G".

4.14. THEQOREME : Pour tous entiers n,p tels que 1 < p < n, Vn p(c) est une variété
————— [s] 2
topologique compacte de dimension 2np - p° = p(2n-p).

- . _ e2n-1
En particulier Vn,n(ﬁ) = U{n) et Vn,l(ﬁ) =5 L

De plus Vn {C) est homéomorphe & U{n)/U(n-p).

P

Démonstration : Imitée platement du cas réel. [I

ad
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Les Grassmanniennes, annoncées depuis longtemps, vont &tre en quelque sorte aux
espaces projectifs ce que les variités de Stiefel sont aux sphéres ;

£,15. DEFINITION : Soit n,p deux entiers tels que 1 = p = n, La Grasswannienng
réalle Gp{-ll"j est 1'ensemlile des sols-espaces vectoriels de dimension p de R".

La Grassmannienne compeéxe Gp(ﬂfn} est 1'ensemble des sous-aspaces vectoriels de
dimension (complexe) p de g,
(Donc en particulier By(R") = RO"™! et 6 (17) = ¢p"1).

On se place d'abord dans le cas réel et on fize pour fout ce qui suit les
notations suivantes :

{el.....zn} est 1a base canonjque de R" ;
P = (0) , de base {e),....5,), est dentifie & RP ;

(0) « RTP, de base (e .En] est notd R'"P

prd e
upe application linéaire et sa matrice par rapport & ces bases sont repré-
1a projection canonique R" « ®P et sa matrice

1 0] i'p
p_'_} I sant
notées F'p : 0 | 0j}o-p
n ., gin-p o [00] Oslipe
la projection canoniquz R » R' 2t sa matrice sont
o a ‘[n.p I n-p

notées Pa_p ;
fa ] 0]

le sous-groupe de O(n) formé des matrices de la forme 1‘ al

sentées par la méme lettre ;

0|8
AcOf(p) et B « O{n-p) est noté& 0"(n;p) ¢ i1 est clair que 0"(n; p} est fermé dans

O(n) &t qu'il est isomorphe & O(p) = O(n=p).

Cela étant, la premiére tentative pour munir 1es Grassmannispnes d'une topologie
sfparée procéde comme suit : associer @ toute X « 0(n) le sous-espace vectoriel
X{BP) d&finit une surjection A : O(n} + G (R") : X X(RP). Comme, pour X e O(n),
:([H'”'p) est orthogonal & X(RP), une condition nécessaire et suffisante pour gue
A(X) = A{Y¥) est que X{RP) = Y(RP) et X(R'P) = ¥{R'™P), autrement dit que
iy 0"(n: p). On a donc un diagramme commutatif

A¥
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o)
r'/ e i
e N
0(n)/0"(n ;5 p) Gp(R )

ol 11 est la projection canonique et © est une bijection. D'aprés 4.13, G(n)/0"(n; p)
est séparé (11 est méme compact) : on peut donner & Gp(m”) la topologie qui fait
de @ un homéomorphisme.

Mais i1 y a une deuxiéme possibilité. Soit #{n; p) 1'ensemble des projecteurs
de R", orthogonaux et de trace p (c'est-a-dire que X ¢ i(R", Rn) est dans o(n; p)
ssi X o X=X, =X (en termes de produit scalaire : (X(x)|y) = (x|X(y)) pour tous
XY € Rn) , dim X(Rn) = p (puisgque le rang d'un projecteur est égal & sa trace)
par exemple Pp e dh(n ; ). En tant que sous-espace topologique de &S(R”,Rn) = R”Z,
ﬁ(n ; p) est séparé. Par ailleurs, un sous-espace vectoriel déterminant un unique pro-
Jecteur orthogeonal, 1'application ' : ﬂ(n ssp) Gp(Rn) i X(Pn) est bijective
et 1'on peut munir GP(R”) de la topologie qui fait de I' un homéomorphisme. Gréce au
Ciel,

4.16. THEOREME : Ces deux topologies cofincident.

Démonstration : L'application & : O(n) - A(n 2p) i K X}'-’pX-l est évidemment conti-
nue et le diagramme

0(n)

Lo \\ N
L N,

A
a / r \
Alnip) ————— G(R")

est commutatif. Donc aussi le triangie externe du diagramme suivant :

0(n)
7N\
il o I]Rn) \\

3 2T TN
o S \\}\\a
0(n}/0"{n;p) ————=dbln:p)

{(n
A
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On sait déjd que O(n)/0"(n 3 p) est compact et que d'{n 1P} st sEpavé ; majs on sait
aussi (cf. 2.6) que N est quverte, donc rta @ est continue par contipuité de &

et surjectivité de M. Ainsi ™1 « 0 est un hemeomorphisme, et i1 est équivalent de
decider que ' est un homéomorphisme ou gque & en est un,

4.17. REMARQUE : On n's pas de mal & se convaincre qu'sn faisant p = 1 on retrouve
la topolegie definie en 2.7 pour les espaces projectifs : le diagramme

Dpy —— = gh=l

A l:r
=1
GI{E”) — Rp"
oz §TF - RE™L ;xR (notée p en 2.7} et E : O{n) =+ sl e X{£q), est
trivialement commutatif et le méme argument que ci-dessus montre que (57 T'on ose
gorire..,) = est un homBamorphisme.

Pour faire de & (R”] une varjeté, i1 peste @ Tuf fournir des cartes. Dn les
décrit d'abord en termes de sous-espaces vectoriels : étant donné L e GP{R"}. -4
toute ¢ = &(L,L") on peut associer son graphe Gr ¢ = {x+#(x) | xe L] qui est un sous-
sspace vectoriel de K" de mpme dimension que L. Ainsi est définie une injection
ot BL,LYY) - GD{RHJ : f + Gr ¢ telle gua $(0) = L. 51 on note JL({ 1'image de
£(L,LY) par ¢, un résultat classique d'algBbre linsaire assure que jL{ se compose
des sous-espaces vectoriels supplémentaires de L~ dans R

e
{n=2,p=1)

Gr ¢
S = e
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Toutefols, pour démontrer que )L{ est un ouvert de carte, il est plus commode de
prendre le point de vue des projecteurs. A cette fin on note M 1'éfément de £(n; p)
tel que "(M) =L, ¥ = i a‘ﬁ(L,LJ) ~gn;p) |'injection correspondante (d'od
¢(0) = M), et /M/ = Y(&(L.LY)), autrement dit T(/M/) = )L{. La caractérisation de
JL{ @ taide des supplémentaires de U* se traduit en termes de déterminants. Dans

le cas o M = P, elle s'exprime dans le

4.18. LEMME : Soit Q = {qu.) e #(n; p). Alors Q ¢ /P / ssi le déterminant
177 4 e p

lsi=sn,1<3<n

| est non nul.

1"'}"'|.3-,3".'J'|'\

1955

Démonstration : D'aprés les définitions, dim Q{‘Rn) = p, et (& /I-‘p/ 551
r{Q) « )Iﬁ'p( c'est-d-dire ssi -J[!ﬁﬂ) est suppiémentaire de i

-E‘b
pI A | B}
Or, si on note ( = I, les propositions suivantes sont équivalentes :
|G 0j

(1) dét A # 0

1A f !

(i1) | est inversible
~ T
iC 'Ln-ib"

- ) -
(ii1) q(BP) « 7P - R"

(iv) o(R") » R"P = R",

{En effet (i7i1) implique {iv) parce gu'alors dim U(.’!{P) = p = dim Q(R”), d'ol
(‘.I{Eip} E r_=r,R“) ; et, O &tant un projecteur orthogonal, 11 résulte de (iv) que Ker Q
est supplémentaire de RP, d'od Q(R") = Q(RP), d'od (ii1)).

On peut alors prouver le
4.19. THEOREME : Soit L ¢ Gp{l}?n) et M e ohln:p) tels que T(M) = L. Alors /M/ est un
voisinage ouvert de M dans «f(n; p), L[ un voisinage ouvert de L dans G,,[Pn), Youn

¥
homéomorphisme de #(L,L7) sur /M/ et ¢ un homéomorphisme de Z(L,LY) sur IL(.

Demonstration : Il suffit évidemment de la faire pour M, /M/ et ¥, les résultats sur
JL{ et @ s'ensuivent automatiquement. 11 suffit méme de se placer dans le cas ol
M=P { au voisinage d'un autre M, choisir (arbitrairvement) une base orthonormée de

Al ] - : g : Ve
L=MR"), une base orthonormée de L", et transcrire ce qui suit & 1'aide du

el
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changement de base gui en decouie, lequel est un homéomorphisme. Dans ces conditions :

1%y prf est un ouvert de din: p) par continuité de toute fonction déterminant
{appliquer 4.18).

2°) ¥ est continue,
Migux méme, on construit une application continue = qui fournit une section de ¥
sur P/ (resp. de A sur YRP( ) c'est-a-dire telle que le diagramme

E A
- = \\
L(RP,RP) ~G,(R")

e

dlnip)

o{n)
/":: /. .

soit commutatif.

Soit ¢« S(RP,R'™P) au encore ¢ cm

np p{R} d'apris nos conventions d'dcriture.
3 :

On note o =

11 est elatr que les p premiéres colonnes donnent les coordonngas d'une base de
Gr & : on vErifie sans peine que les (n-p) derniéres donnent une base de (Gr ¢)°.
De 13 & ¢ GL{n; R) 3 et 0= : ZRP,R'"PY 5 GL(n i R) est Bvidenment continue.

On poursuit avec le procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt, Tui aussi no-
toirement continu, pour obtenir une application/matrice % 0fn) telle gue
MR* = o(RP) = Br ¢, d'o0 1'application continue

L=

= el Ry o) s e

telle qua f » £ =, et donc aussi £ » Z = ¥, ce qui prouve Ta continuité de cette
derniére.

3% g1 est continue, coime on'le voit par un caléul explicite @ soit

0= (a;4) « /BY/, donc (cf. 4.18) tel que gyl # 0. Clest

1=in,1<jsn I=ispalsjp



dire que ' = P_ = @ = Tp RP = RP (ou [ est 1'"inclusion” RP « R") est inver-

: e P g = 5 1 = ¥ = p! @ o o -1 i
sible. Alors Ip s § “p 1] = Ip et, posant ¢ = Pn-p 0 ”p g , on obtient,
pour tout x ¢ RP, x + &(x) = 0(Q'"2(x)) < O(RP). Autrement ditGr ¢ < Q(RP) ou
ancore, pour des raisans de dimensions, Gr ¢ = Q(Rn). Ainsi ¥(49) = Q et la conti-
nuite de 1'application ( w Q‘_l entraine celle de 1'application

Q e l“‘l"]'p Q Q (1] rIE_} o Ql-ll ’ll.]'i est ‘A“-l.

rMH
Pln—p e
= S Q(R")
N A
// N g
Q(v} e ——/7 \‘:. }'_1{){) \
U [ g
v s ¥
i | !
= % v
e
S Q' (x)

fle toute tette étude roésulte enfin e

4.20. THEOREME : Pour tous entiers n,p tels gue 1 < p < n, la Grassmannienne Gp(Rn)

est une variété topulogigue compacte de dimension p{n-p)

Démonstration : La cendition (1), deja utilisée (cf. 4.16), et la condition (i)
viennent du fait gue &ﬁ(n y p) est un scus-espace topologique de 4§(Rn,Rn) =i L

La condition [iii) vient de 4.13, puisque ;ﬁ(L,LL) = Rp(n-p)‘

La compacité, déja utilisée (cf. 4.16) est due a celle de 0{n)/0"(n; p). [l
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4,21, REMARQUE : Dans le cas ol p = 1, la famille de cartes définie en 4.19 coincide
avec celle de 2.8 : on laisse le lecteur scrupuleux vérifier que /R/ = U1 et que

1 "=" ¢ & 1'aide du diagramme suivant
A Ly e bs
=5 ~. =
- ’ \\\\\‘
et GL(n; R) ———0(n)
A
% J g 7
Fn-l‘“———l‘ - 5 8 /
\ 1 o ,/// /////
H\\: ’//4\‘\ Vi 7 2
/ \
\ n-1 2 k) /
ZRR"T) —— 6y (R")
ol n 1 x (¥ (0,yx))
E:gw g (ef. 4.19.1°))
y est T'orthonormalisation de Gram-Schmidt
A
1 —Xl ...... —Xn_I‘
X1 1 0
; N
. (l,xl,...,xn_l) — : \
f g T IR
* T
{"n-1 ]

et les autres notations sont celles de 2.8 et 4.19.

4.22. REMARQUE : La correspondarnce L b (ou, si 1'on préfére, W+ In - M) induit

un homéomorphisme H : Gp(R")~f Gn_p(Rn) tel que Tes diagrammes
gL n
#(L,LY) —~ G, (R")
1."‘L H
At — (R
¢, p
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ol t est la transposition, commutent.

Pour le cas complexe, reprendre ce qui précéde avec les modifications qui
s'imposent (T au 1iew de R, U(n) au lieu de 0(n), forme hermitienne au lieu de
produit scaiaire euciidien, adjointe au Tieu de transposée,...). On obtient le

4.23. THEOREME : Pour tous entiers n,p tels que 1 = p = n, la Grassmannienne Gp(ﬁn)
est une variété topologique compacte de dimensicn 2p(n- p).

5. VARIETES DIFFERENTIABLES.

Les variétés topologiques ayant &té définies {§1) comme des objets qui localement
"ressemblent beaucoup & R"™ , on en vient naturellement & se demander avec quel degré
d'exactitude ces images locales se recollent. Plus précisément, si {U,4, A) et
{V,p,8) sont deux cartes {cf. L.1.({ii1)), les deux images de 1'intersection, soit
(U n V) et w(U n V), sont au moins homéomorphes. 11 est clair que, dans 1'intention
oli nous scmmes d'étendre aux variétés la notion de forme différentielle, i1 serait
bon qu'elles fussent diffSomorphes.

De cette remarque on tire :

5.1. DEFINITION : Deux cartes (U,$,A) et (V,u,B) sur une méme variété topologique M
sont compatibles ssi

a
i

loquayy @ FEUR V)Y > p(Un V)

bod
et

bW [y T EUAY) > e(Un )
sont des difféomorphismes de classe ¢”, clest-a-dire gue ces applications sont de
classe € (ce qui suffit, chacune étant la réciprogue de 1'autre).

5.2. DEFINITION : Une famille o = {(Uj,95,A;)  de cartes d'une variété topologi-
que M est un atlas de M ssi

(1) M= u;
fel
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(i) toutes les cartes de A sont compatibles entre elles, c'est-&-dire :
pour tous i,j = I, et en notant A.. = $i("i i Uj) et Aji = ¢J-(U1- ij),

Ajj > Ayj est un diffeomorphisme de classe 0" (noté 4

% ° ij jile
~.
\ I 5 // A.
\ . e i
A
P il _(fﬁﬁﬁ
{ I ,’-":f
- ﬂ@/
A !
| | T i
\
[/ R"
’, ! 2 /QJJ-]-
| 3i/
\___",-/‘ 4
|
|
G.3. DEFINITIDN Une carte est compatible avec un atlas & ssi elle est compatible

avec toutes les cartes de o
Deux atlas sont compatibies ssi toutes les cartes de 1'un sont compatibles avec

i

toutes les cartes de 1'autre.

Se garder de croire qu'il en soit toujours ainsi comme le prouve le

5.6. Contre-exemple : Sur la varifte topologique R, les cartes (R,ldHQ,R) et
(R,p:R}, 00 ¢: R+ R : x+ xa, ainsi que les atlas & une carte correspondants,

sont clairement incompatibles.

5.6. RLMARQUE TMPORTANTE : Sans restreindre la définition, on peut imposer que les

cartes d'un atlas soient toutes distinctes. Cemme un hom&omorphisme, de méme que
toute fonction, détermine sa source et son but, un atlas apparait alors comme un
sous-ensemble de SEM! 1'ensemble de tous les homéomorphismes entre un ouvert de M et
un ouvert de Rn, Tequei n'est pas vide puisque M est une variété topologique. On
peut alors parler de 1'ensemble de tous les atlas de M et éviter les difficultés

logiaues gue souléverait autrement par exemplie la démonstration du théoréme 5.6. On
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garde cependant la notation indicielle pour la commodité de Tecture.

L'ensemble de tous les atlas étant muni d'une relation d'ordre, restriction de

1'incTusion de ¥,, (en notation indicielle : {(U;,¢.,A.)} S " TR ) | ssi

M 1 i 1 el i ikl e | JCJ
pour teut i ¢ I il existe un j ¢ J tel que Ui = Vj, ¢i = wj, Ai = Bj), on a une
notion d'atlas maximal et le

5.6. THEOREME : Tout atlas of sur une variéte topologique de M est contenu dans un

unigue atlas maximal s

Démonstration : On observe d'abord gue, si les cartes (V,,B) et (W,x,C) sont

compatibles avec 1'atlas # = {(Ui’¢1’A1)} , 2lles sont compatibles entre elles :
jel
en effet V n W= | (Ui nVnW) et i1 suffit de vérifier que, pour tout i e I,
jel
Yoo ox l'y(U AV est un C -difféomorphisme. Or
Gyt e

g =1 _1
= (e ¢, Ji o by
|.(U1nVHW) s (usavan) \

I e

)
x(UsnVold)

Et de méme pour ¥ o w—l. B e o e S

/

RN



Seit alors of la famille de toutes ies cartes compatibles avec df(cf. 5.51). La
s e = 4 DA, P ; ) e
condition (ii) de 5.2 sur #% e&ssure gue # = . La condition (1) pouraé est vérifige
3¢
a fortiori, la condition (ii) pour¢? vient de 1a remarque liminaire. La maximalité

de # est évidente.

la condition {ii) sur & assure

o
o

Pour |Tunicité, soit B un atlas tel que vt

que® = & . 51 B ast maximal, B = 4 0

bésormals tout est prét pour la

Soit M une variété topologique de dimension n. On appelle structure

EFINIT

‘entiable sur M la donnée d'un atlas maximal de M,

On appelle variéteé différentiable de dimension n la donnée d'une variété topolo-
gique M de dimension n et d'une structure différentiable sur M.

5.8. REMARQUES IMPORTANTES

1} Grice au Thépréme 5.6, un atlas quelcongue, méme non maximal, suffit a défi-

ure différentiable sur M. Deux atlas compatibles, étant contenus dans

nir ung str
le méme atlas maximal {celui qu'engendre Teur réunion), définissent la méme structure
différentiable.

2} L= contre-exempie 5.4 montre que deux structures différentiables distinctes
peuvent étre ddfinies sur la méme vari2té topelogique.

Cependant, sauf en cas d'ambiguité, 1'usage est de sous-entendre 1'atlas et de
parler de "la varigté M" au liev de2 “la variéte (M,4)".

sous-variété diffeérent

inhle est imitée de 1.6, en se restreignant

La notion

evidemment aux cartes de 1'atlas v

5.9. DEFINITION : On dit que K est une sous-variété (différentiable) de dimension p
de Ta variéte différentiable M ssi pour touf x € N, il existe une carte (U,¢,A) de
Moen » qEnarL;p{gj_E_j teile que §(x) = 0 (ce qui n'est pas une restriction puisque
les translations de R sont des £ -difféomorphismes) et telle que LT spit un

rhAn Rp.

=
w
=

homéomorphisme de U

5.1G. THEDHEME : Dans ces conditions, N est une variété différentiable de dimen-

sion p.
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Démonstration : Soit (U,#,A) et (V,V,B) deux cartes de ﬁfpossédant les propriétés de
5.9. Si on note = la projection R" + RP : EORTERRT N i (xl,.>.,xp),
¢' =7 e ¢iUnN et ' =7 oy YaN? les cartes correspondantes pour N sont

(UnN,¢',AnRP) et (VaN,p',BaRP). Et si on note 1 1'"injection®
RP » Rn . (x},...,x
-1

p)|+ (xl,...,xp,O,...,O), on a
=Moo o &‘1 « 1 :An RP- Rp, qui est bien de classe o puisque m et 1
-1

oo b
le sont, comme on sait. De méme pour ¢' » U
Noter (cf. 5.20) gue la démonstration prouve que le déterminant p x p du haut
& gauche dans 1a matrice jacobienne de ¢ - $—1 est non nul en tout point de
${NnlUnV). O

La notion de variété topologique spécifiait un type d'espace particulier, mais
les "bons" morphismes entre variétés topologiques n'étaient rien d'autre gue les
applications continues. I1 n'en est plus de méme ici : la structure plus riche de
variété différentiable impose qu'on se restreigne & une certaine classe de morphismes

"intéressants", évidemment définie en se servant de cartes.

Soit M,N deux variétés différentiables de dimensions respectives n,p,

{(Ui’¢1'Ai)} et {(Vj,wi,Bj)} leurs atlas maximaux respectifs. Etant donné une
iel 5 Jed

application continue f : M = N et x ¢ M, on peut toujours choisir i ¢ I et j e J tels

que X € Uj, fix) ¢ Vj, f(Ui) = VJ : en effet, par maximalité de 1'atias de M, Ui

peut au besoin étre remplacé par Ui fn f_l(V-). Alors :

J

5.11. DEFINITION : L'application f est differentiable en x ssi
! o T—_l - =3 p U i
vy f ¢ A1 R™ 1'est en *i(x)'
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5.12. REMARQUE IMPORTANTE : Cette définition a un sens parce qu'elle ne dépend en
fait pas du choix des cartes : soit @k 8 Uk - Ak, 01 3 Vg - BE un autre choix 3 alers

gd D Sk . -1 e
Ui”Uk‘*Qs’vj”VR#QjEth“f"@k"VE UJ"\JJJ f°¢1-°¢’-" ¢k sur
¢k(u1 n Uk)' Or by ° w}l et ¢1 e ¢;1 sont différentiables par définition, de sorte

que ¢, ° f o ¢;1 est différentiable en ¢k(x) ssi W, o f o ¢;1 T'est en ¢i(x).

d

La différentiabilité de f au voisinage de x, puis la différentiabilité d'ordre 2
et plus en x et au voisinage de x se définissent de méme en termes de $j o f o ¢;1.

5.13. DEFINITION : L'application f est dite différentiable ssi elle 1'est en tout
point de M ; de classe C ssi elle 1'est en (donc au voisinage de) tout point de M.

Le théoreme attendu sur la composition des applications est vrai (démonstration
aux bons soins du lecteur) :

5.14, THEOREME : Soit f : M > N, g ; N > P des applications différentiables (de
classe C°) entre varietés différentiables. Alors g o f : M > P est différentiable
(de classe C).

Enfin, bien sir :

5.15. DEFINITION : Un homéomorphisme f : M + N est un difféomorphisme (de classe @)
ssi f et £ 1 sont de classe C°

Dans le cas oi M et N sont des ouverts de R" et R" respectivement il est fa-
cile de voir que toutes ces notions se réduisent aux définitions du calcul différen-

tiel "élémentaire®.

Inversement, des résultats classiques dans ce cadre s'étendent aux variétés,

par exemple :

5.16. THEGREME : S f : M -+ N est un difféomorphisme entre variétés différentiables,

M et N ont méme dimension.

Déncnstration : Soit x ¢ M, y = f(x) ¢ N, (U,9,A) une carte de M en x, (V,y,B) une
carte de N en y. Si A est un ouvert de R™ et B un ouvert de R", la dérivée de

29
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TR ;-1 en ¢(x) est un Blément de <L(R", BN et 1a dérivee de ¢ - i y'l en

: L1 - m A : : A .
u{y) est un &1ément de é-(Pn,R Y. 17 est immédiat que ces deux applications Tinéai-

res sont réciprogues 1'une de 1'autre, d'oi m = n. {cf. ¥.5.3). [
Ou encore Ta notion de rang

§5.17. LEMME : Soit f : M=+ N une application de classe C, x ¢ M, y = f(x) ¢ N,
(U,p,A) et (U',¢',A") deux cartes de M en x, (V,u.,B) et (V',0',B') deux cartes de N
en y. Alors la matrice jacobienne de v » f & ¢_1 a le méme rang en ¢(x) que la

matrice jacobienne de ' o f = @'_l en 4'(x).

...I —1
Démonstration : Immédiate, puisque o' « et y' ¢ | * sont par hypothése des

C -difféomorphismes. |

5.18. DEFINITION : Ce rang, ce qui ne dépend denc que de x et de f, est le rang de f

en x, noté Rg, f.

On ne s'@tonnera pas que les situations les plus agréables soient celles ol le

rang est maximum. De fagon précise :

5.19, DEFINITIONS : Si dim M = dim N et Rg‘ f = dim M en tout point x « M, f est une
Immersion.

Si dim M = dim N et Rg, f = dim N en tout point x « M, f est une submersion.
M _ -

Une immersion injective et dont 1'image est une sous-variété de N est un
plongemarnt .

La pertinence te cetts derniére définition apparait dans la

5.20. PROPOSITION : Si M est une variété différentiable et N une sous~variété de M,
T1'inclusion est un plongemant.

Démonstration : Immédiate grace 3 la remarque finale de 5.10.



Tape logte Algébrique

8. REPRISE DES EXEMPLES.

Ce paragraphe est consacré & é&tablir que, dans tous Tes exemples des paragraphes
précédents, les cartes forment un atlas et que tous ces objets sont donc des varié-

tés différentiabhles.

6.1. Un ouvert de R" (dimension : n)

Si M est cet ouvert, prendre 1'atlas & une carte {(M,IdM,M)}.

6.2. Un ouvert d'une variété différentiable de dimension n (dimension : n).

Soit M la variétd, N 1'ouvert, {(Ui,¢1,A1)1 1'atlas définissant la structure
iel
différentiable de M, J 1e sous-ensemble de I formé des indices i tels que U1 n N # 9,

S$'i1 arrive qu'on ait pour certains couples 1,j ¢ J, i # J, o, , ne

= L,]
"U1mN IUJ.mN
qarder gu'une zeule carte dans chaque classe de la relation d'8quivalence ainsi intro-
duite sur J (& 1'aide d'une fonction de choix...) : cela construit un sous-ensemble

K ¢ J. Prendre 1'atlas {{U; nN,o; iU n )Y}
. L% (TS U A je
. K

6.3. Un produit cartésien de deux variétés différentiakles de dimensions respectives

m et n (dimension : m + n)

Si {(Ui’®1’Ai)} et {(Vj,wj,ﬁi)} sont les atlas respectifs, prendre 1'atlas
iel © Jjed

[{U; %V s % AL #BL)} .

ST G eI

6.4. La sphere gy {dimension : n)

On prend (¢f, 2.2. (iii) 1°)) les cartes (s”\-_-\.-g%,na”) et (s”\-_rl,abg,re”).

[ui) o (™ Mal)) = R™ {0} et un calcul direct (ou des considérations

. sl
Alors & _((S
de géométrie classique : puissance d'un point par rapport & un cercie...) montre que
!

A
g

" est 1'application x v 7327 qui est notoirement de classe g .
R A100 Ixl~

_ ~1
11 en est de méme pour ¢ = b
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Le Tecteur pourra vérifier que 2.2,(i11) 2°) fournit un autre atlas, compatible
avec celui-ci.

6.5. L'espace projectif réel RP" {dimension : n)

On reprend les notations de 2.8. Les cartes sont les triplets (Ui,¢i,Rn),
i=1,....n+1, 11 est clair, par définiticn de g, que U; n Uj = q(Lierj), d'od

Bz nly) = #y(lynLy).

J
Kj—l 81 @ =]
Bl = e i ) 8 R | g B, o3 (Ugny) = et
Kj si 5 >0§
t * ¢}1 PRTETTR St Sl 1 T )
1 rFd =Ty

**“(xl""’xi-l’l’xi""’xj~2’xj""’xn) st i@ §

¢j°w1in z (xl,...,xn) H'?E(xl""’Xj-l’xj+1""’Xi—l’l’xi""’xn) St > k.
[N.B. : A strictement écrire, la premiére des deux lignes précédentes n'a de

sens que s i-1=1, j-2 =2 1i, n 2z J, la deuxiéme seulement si j-12=1,

i-12j+1, n = 1. Pour que les formules restent valides dans tous les cas, il

suffit de prendre la convention que, 14 ol une de ces inégalités n'est pas vérifiée,

ta partie correspondante de Ta parenthése disparait. Par exemple, dans le cas

102
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extréme o0 n = 1, on ne peut avoir que 1 =1 <« j=20u?2 =14 >j=1et les deux

iignes se réduisent a Xq 1.
1

1 1! ; et A = T r""'
L'une 2t 1'autre sont de classe O .

6.6. L'espace projectif complexe " (dimension : 2n).

Méme démonstration en substituant € & R.

6.7. Les groupes classiques

GL(n,R) (dimension : n¢)

bin) {(dimension : »._(.2”_'_].1)
# ; n-1),

50(n) {dimension : _LZ_'}'7

GL(n,k) (dimension : Zn°)

“
U(n) {dimension : n“)
et les variétés de Stiefal

v _(R) (dimension : P_J{,?_“E_E_-_]_l)

n.p
‘u'n’p{fl) (dimension : p(2n-p)).

2
Pour GL{n,R} et GL(n,0), il s'agit d'ouverts de -E'(Rn,l.n) = R" et de

Lt = ¢"? = g2n? respectivement : appliguer 6.1.

Pour les autres, lTeur structure de variete topologique résultait du Corellaire
3.2. Or ce corullaire négligeait complétement |'aspect différentiel dans Tes conclu-
signs du théoréme des fonctions dmplicites. Les structures différentiabies des objets

ci-tessus vont &tre obternues en réparant cet "oubli".

6.8, THEOREME : La variété topologique M dont les points sont les solutions du

systéme
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ol n,p sont des entiers tels que 1 < p < n, et les fi : R" + R sont des fonctions
de classe C telles que la jacobienne soit de rang p en tout point de M, est une
variété différentiable (de dimension n-p).

Démonstration : Le seul ennui, pour &tre génant.n'est que superficiel : puisque par
définition on doit considérer deux cartes, et donc deux systémes de coordonnées
principales, en méme temps, on ne peut plus supposer que celles-ci ont la courtoisie
d'étre les (n-p) premiéres. I1 faut "battre Tes cartes" (sic) ce qui alourdit consi-
dérablement 1'écriture. A celd prés, tout revient & montrer que les ¢j ° ¢;l des
cartes de M sont des produits de projections et des Wi de 3.1 et 3.2, qui sont juste-
ment garanties de classe i,

Quant aux détails, voici {comparer 3.1) :

on pose g =n - p et on note A 1'ensemble de toutes les permutations A de
{1,....n} dont les restrictions & {1,...,q} et & {g+1,...,n} sont croissantes {en

3.1, on se contentait de X = Id!).

Sile Aet x = (xl,...,xn) « Rn, soit

I :‘fl af, I\
= = (% 5 2 (x) '
| Halar) Fan)
D)\(X) = l :' g I
’ af ;fn
| 3%, (x v g (%)
‘ ) (g+1) Xa{n) [
Supposant gu'en a = (al,...,an) ¢ R" on ait fl(a) ), % fp(a) =0 et Dx(a) # 0y

on appelle principales les coordeonnées numérotées A{l),...,A(q) et la version
"battue" de 3.1 fournit un «(a,%) > 0 tel que sur la boule ouverte A(a,x) =

B({ak(l),...,al(q)),:(a,k)) de RY soit défini un unique p-uplet de fonctions
Bl Afa,A) * R
# Ale,x) = R
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verifiant, pour Eout i = 1,...,p et tout (xl,....xq] € Ala,h),

f“i{"-:‘a,."-.,l"' . “;a,;’nj =0

o G T 3 R o )

ol :_a e =
= {xk,...,x__) si 1 e a({grl,....m))

ce qui veut simplement (?) dire gque A va @ la \(1)eme place et Wy y j(xl,...,x
la 3{aq+d)"™, ces fonctions ¥, , 4 sont de classe C.

;S
)

~

On note {cf. 3.2) pour tout x = (Xgaenn ok )€ Ala,h)

q
*a.'(x} E {Ea.h.l""'ia.a.n}
ce qui d&finit une fonction de classe [ Ea , ¢ A(a,}) » M ; on pose
V. .= (Ala,A)), on note w, ; = V{8.}) ~ A(a,x) la restriction & V(a;A) de Ta

Ak a A AA
‘tQ‘)’ dont 1a réciprogue est preci-

prajection BT - pY (:41. Sk )r— (#, (1)
2,3) .1, 5 A(,A)).

sément TJ':a ,» etoon obtient la :,m'te (V{

Ala,i))

1T ne reste pius (1) gu'd montrer que la Famille r(v(a,x),ﬂa 3
: (a,n)el

oi I = {(a,r) « M x A | Dy(a) # O} forme un atlas de M.

La condition (1) est assurée par !'hypothése que 1a jacobienne est de rang p en
tout point de M.

Soit a,b deux points de M et J,u e A tels que D,(a) # D, D“(b) £0; V= va,n)
gt W= V(b,u) Tes voisinages respectifs. La restriction ¢ & 1'buvert Fa AIV"“) de
-1 . . 3
@ - o~ -2 m i b T 1
by an "t © est-a-dire de By envoie ((1, ,xq, sur

e SN 5 R 'qa.i.:;l[q})' or

“ashaul§) = ‘ . B -1 ‘
s Jep e Alfgel,....6})
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Autrement dit, ¢ est bien, comme annoncé, un produit cartésien de projections et de

fonctions , c'est donc une application de classe C ¢ : (VvaW) - RY.

a,h,d Taa

-1 "1 23
Figure-avec n = 3, p =1, A = Id, u=u ™ = 13 2] d'ol

—. " Y, . |
Waa(i1,21) = (1.3}, W len(an = (23,

Eanull)y = %1 Baa,uzy T Ve, 1(6%2)

/ X 2
PR i
i
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6.9. REMARQUES :

(1) On observe, camme en 3.3, que, sous Tes hypothnéses de 6.8, M est une sous-
variets de R

{ii) On pourrait reformuler 6.8 de la fagon suivante

Considérant (a bon droit !} R" et RY comme des variétés différentiables, le

p-uplet (f.,...,f ) d&finit une application f : R" - Rp, de classe C, telle que

p
-1 4 & » . - &
M=F ({0} et telle gue ng f =p (c'est-a-dire que T est un2 submersion) en tout
puint x ¢ M {cf. 5.18 et 5,19). La conclusjon est alors gque M est une {n-p}-sous-

b n
variéts de §

Le lecteur est invité & démontrer de fagon générale le

6.10. THEOREME-EXERCICE : Soit M une varieté différentiable de dimension m, N une
variété différentiabie de dimension n, avec m > n ; £ : M > li une application de
classe C” 5 y e N, K= £ 2 ({y}) ¢ M.

Si f est une submersion en tout point de K, alors K est une [m-n}-sous-variété
de M.

6,11, Les Grassmanniennss réelles GD{Rn) (dimension : p(n-p))
Deux cartes sont (cf. 4.19) de la forme (fMj,T_l..E(L,LL)) et
{/M'/,r"l, ﬁ(;'.L’l]) ; 11 s'agit de vérifier que r"l o est de

LY mame )
classe C. Or cela s'obtient (cf. 4.19 29y et 37)) par composition des applications

= LYY - afn) = BLINR)

. , .| S e
ol ®{n;p) est V'ouvert de A(R JR"Y formé des applications Tinéaires dont la
.

matrice, dans une base réunion d'une base de L' et d'une base de L'", a son mineur

(p=p) du haut & gauche non nul.

0n verifie directement sur leurs définitions, qui se déduisent de 4,19 par sim-
ples changements de base, lesquels sont indéfiniment différentiables. que ces

applications sont de classe C
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[N.B. : en fait, en 4.19, on n'a défini, et utilisé, ces applications que sur des
sous-ensembles des ouverts ici indiqués. Mais elles sont bien définies, et différen-
tiables, sur les ouverts entiers.]

6.12. Les Grassmanniennes complexes Gp(&n) (dimension : 2p(n-p)).

Démonstration : identique.

I1 nous reste & régler le cas de SU(n), proviscirement mis de coté (cf. le com-
mentaire qui suit 4.8).

Pour ce faire on rappelle que, si Z « U(n), [dét Z| = 1, on note
A= dét,U(n) :U{n) > Cet & : U(n) > S1 1'application induite par A.

6.13. LEMME : L'application & est une submersion en tout point de U(n).

Démonstration : I1 est clair que & est de classe ¢ ssi % 1'est (résultat général
sur les sous-variétés). Or 1'application dét : N % RN 5 g2 RZ est notoirement
de classe C”, et 1'inclusion U{n) < ¢”2 est, d'aprés 5.20 et 6.9(i), un plongement,

donc de classe C . Ainsi A, et &, sont de classe Ch

De méme 1'application

Sl i 0
Nt +U{n) : z» | —
TN
10 1

est de classe C .

Enfin 8 =« X = Id 1> ce qui assure gue & est bien de rang 1 en tout point de U{n)
)

(comparer la démonstration de 5.16). 0O

6.14. COROLLAIRE : Pour tout entier non nul n, SU{n) est ure variété différentiable
compacte de dimension n2 = ol ;

Démonstraticn : Comme SU{n) = 6'1({1}), cn applique 6.10 & & : U{n) - Sl, ce qui
montre gue SU{n) est une (n2 - 1)-sous-variété de U(n).

La compacité provient de celle de U(n) {et de la continuité de &§...}. |
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/. EXERCICES,

Tl

Sait « ; 5% + 81 2

9 3 e fol Sl est considéré comme cercle-unité de ).

On reprend les notations de 2.8 et 6.5. On pose A,(x) = ‘i‘i(x)/IE‘éfi(x)l, =1 il P
Vérifier que x o AMoet koo d, sont les projections stéréographiques de pdles ouest
et est respectivement.

En deduire des diffeomorphismes entre Ui = 1,2) et des arcs de cercle qui
1
S

(i
coincident sur U1 n UZ' En déduire que RP! et sont difféomorphes.

Seit x : €2~ R® : (u,v) » (2Ré uv,2 Im u¥,lul® - |v|?) .

Montrer que ¥ induit une submersion 53 + §%, dite application de Hopf (53 est regar-

dée comme sphére-unité de (I:Z).

Reprendre 1'exercice précédent en substifuant L & R et y & « pour montrer que
tp! est difféomorphe & 82.

Est-ce gue x @ ‘*.1 et x = A, sont encore des projections stéréographigues ?
FiAS,
Montrer que 1'application Gp(an) - -E(P\”,Rn) qui & tout sous-espace vectoriel

de dimension p de R" associe son projecteur orthogonal (cf. introduction & 4.16)

est un plongement.

7.4,
Montrer gu'en associant d tout systéme libre de p vecteurs de R" Te spus-espace
) - ! o . A n A
vectoriel qu'il engendre on définit une submersion i D(R) - GD(IR ). {Construire
»

une section),.
Quelle est 1'image réciprogue d'un paint de Gp(]R”) ?

Mémeas questions en remplagant R par C.

7.5. {(Théoréme du rang constant).

AT 5 o n

Sait n,p deux entiers, n = p ; fl LR IR,...,fp : R » R un p-uplet de
fenctions de classe € . On note M 1'ensembie des points x « R" tels que

fl(x) — T fp(x) = 0.



lax KARQUBT gt Christian LERUSTE

51 la jacobienne du systéme est de rang q, q < p, sur un voisinage de M, M est

une sous-variétd différentiable de R de dimension n -q.

Remargue : Si la jacobienne est de rang g en un point, elle est de rang au moins q
sur un voisinage de ce peint. par continuité de toute fonction-déterminant. Dans le
cas du théoréme 6.8, le rang est maximum : i1 suffit donc de supposer ce rang égal

a p sur M pour gu'il le soit au voisinage.

Indication : Sur un ouvert ol c'est le déterminant g x g du haut & qauche qui est
non nul, appliquer 6.8 au g-uplet (;T""’fq)’ puis montrer gque les autres équations
sont alors également vérifiges.

7.6.
Seit M une variété différentiable, G un groupe fini. On suppose que G agit sur
M, c'est-d-dire qu'il existe une application de classe i (G est une varieté de di-

mension 0)

B G MM (g,%) > g.X

telle que
(1) pour tout x ¢ M, e.x = x (ol e désigne 1'&lément neutre de G) ;
{2) pour tous g,h « G, x « M, {gh).x = g.{h.x)

On suppose que cette action est Tibre, c'est-a-dire que, si g« G, g # &,
| 'appTication g : xr— g.x n'a pas de point fixe.
|

Montrer gue dans ces conditions le quotient M/G est muni d'une structure diffé-

rentiable canonique. (Utiliser 1a séparation de M et Ta finitude de G pour fabriquer

las cartes de M/G & partir de 1'atlas de

Verifier gue les assertions suivantes sont vrafes, ou plus exactement tautolo-

giques

Si U est un ouvert d'une varigte différentizble M (et donc est une variéeté
différentiable de méme dimension : 6.2}, 1'inciusion de U dans M est une immersion.

varigte différentiable M, ¢ est un difféomorphis-

Si (U,p,A) est une carte d

me {et pas seulement un homeomorphisme).
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CHAPITRE 1V

COHOMOLOGIE DE DE RHAM DES VARIETES DIFFERENTIABLES

L'existence des cartes va permetire d'étendre aux variétés différentiables les
concepts du Chapitre 11 : la pnilosophie générale est gue les définitions se font
"localement" sur i2s mages dans R" des ouverts de cartes, aveéc des conditions des-

tinées i assurer que ies morceaux "se recollent hien".

1. FORMES DIFFERENTIELLES SUR UNE VARIETE DIFFERENTIABLE,
En fait, conformément & la "philosophie générale", ce n'est pas vraiment Sur la
variété que fes formes différentialles sont définies, mais & fravers les cartes :

Tyl Jl’__FINITl_[IN : Soit M une variété différentiable définie par un atTas maximal

f’ri = .;-J].,-;a_-.ﬁ_]]'
! el
-1
Inipe o2 3 les notations, o g ., =Us n Us ps = el )e os =ds o §.: 5
Four alléger les notations, an pose i3 = Y i A “f""ui by = ¥ “_1 ’1\-

\

Unz k-forme différentielle sur M (k = M) consiste en la donnée d'une famille

(1) telle que
18l "
- pour tout 1 ¢ 1, w; soit une k-forme sur ;'JL].

]

Wy ¢ ;'_ﬂ]-) {cf. Lill2e)



pour tous 1,0 e I, d.( ) =y
1J 1‘/\1J [R5
- —== T —’_“___ __:‘ ~ | B -1\\\
’ T SRS S T TR
N : (A
/ P ) \ | ' |
j /S )
f ARy T :
2 A A g‘ %Z7
" ! 2 A | i ﬁ%ﬁ’/ﬂ%?/
\ J A~ - A, '
'\_ /’/ J1 /4 IJ
\ ' "P//f";’@f "
3 7 :
. : B/ N
s } = | ; l,f"J' %ﬁ?f/}ﬁ\
.;-.-“” r j i
% | TR — -
LR o

1.2. REMARQUE : Cette définition est naturelle, et 1'usage confirme que c'est celle
gui convient. En tout cas, imposer comme condition de compatibilité que, pour tous
Padie 15 ay e F1|g;_ = mj " wj ol aurait relevé d'un optimisme déraisonnable.

1] 1J

[T en résulte cependant que, dans le cadre de 1.1, w ne définit plus d'applica-

Ko fi® : . .
tion M = "(R"). Parler de Ta valeur de w en un point réclame une construction

assez complexe dont voici les grandes iignes
pour tout couple i,j I tel que Uij # %, on dispose d'une application
ok * - ; ner .
1 + GL{A (" }) en notant gij(x) 1"application lin2aire dont la matrice dans

Qiq » Yiyg
234 il 2

la base canonique (e a pour &léments les nombres réels X, (x) = 0 (d.: 1@ {x));
K e ¥ (ke LA ARSI
] 1 Ty - - lI % “ ] y '3 -
ainsi (cf.11.3.2) gii;x;.gl(b.(z)) = !?j{'ﬁ){“ﬁkx)) = Jj\;i'x)), et, partout o0 cela

d Un sens

Grykx) = Gjt(x) = ‘]]'lkx)
Sur la réunion disjointe RY - U (U, =[] -*L(H"‘)) la relation définie par

(4,0,8) % (yadum) ssiox =y et n=gi5(0).E

est une relation d'équivalence. Le quotient uk = Rk/‘ est la source d'une surjection
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b i 0+ M induite par (K,1.E) & x.

Sait alors w une k=forme sur M. Pour tout x € M, ta classe du triplet
(x.i.ui[¢1(x)]) module  ast un élément de ﬂk gui ne dépend pas du choix de § « I
tel que % « UT : on appelle w(x) cette classe, d'ol 1'application w : M =« Qk telle
fue p = w = ldH.

Nous ne déveiopperons pas ce point de vue [construction des puissances exté-
rieures du fibré cotangent), renvoyant Te lecteur aux ouvrages qui traitent des
fibres (191 en papticulier).

Nous ferons seulement pbserver que les expressions “wix) = 0" et “"w(x) # 0",
dont nous aurons besoin (cf. 5.12), peuvent se définir sans y faire référence grice

au

1.3. LEMME : Seit x e Met 1.] ¢ [ tels que X « Uij‘ Alors w1(¢itx}) =0 551
“5(¢j[x]) =D,

Demonstration : On &crit wy = }  wy) dx et wy = 3 Wy dx 5 d'ol wi(h;(x)) = 0
KeJ LeJﬁ
ssi pour tout K ¢ J:. ”ik{*itx’J Q. Ar miK{¢iEx)} = gy ¢ij(¢j{x)}, d'ol le

résultat puisgue les @5 sont des combinaisons linéatres des ity ® ﬁij fefs d1L-a,25
f

a2 =

1.4, REMARQUE : Du lemme résultte aussi que la rotion de support d'une forme w peut
se définir de getie manidre : c'est 1'adhérance de 1'ensemble des points x « M oi
w(x) #£ 0. On Te note toujours Supp w.

On note EE{M) I'ensemble des K-formes différentielles définies sur M 3 support
compact ., -'k[H} atant 1'ensembie de toutes les k-formes.

La pramidre tache est bien sOr de vérifier la

1.5. PROPOSITION : Si M est un ouvert de R", la nouvelle définition d'une forme
différentielie coTncide avec |'ancienne.

Demonstration : Gn rappelle que 1'atlas maxipmal ¢t qui définit 1a structure de varié-
té sur M est induit par 1'atlas & une carte 4{H.IGH,M)!.

Soit alors wo i nkrn} une “ancienne” k-forme sur M. Pour toute carte 1ui.@i,ni3



de of, on pose wy = (¢1i)i (w U ) I1 est clair qu'ainsi
[
,(_1 * \ _ " -1,=
H‘A_, = {8;7) (o) My, ® ((“1\U..) ) {wl, ) et de méme
13 e, Y e 13 it b
-1, %
= { i ), de sorte que
J}AJI Uij !U?J
A O B W (Y T W I IR (C I >"'>*(-‘U ) = jp,, tOna
L e b : i M43 |73 i 5

bien défini une "nouvelle" forme sur M.

Réciproguement, la donnés d'une "nouvelle” forme comprend parmi les formes s

de 1.1 une "ancienne" forme w sur M.

Enfin la condition de compat1b111te de 1.1 appliquée & (M, 1dM,M) et toute

(autre)carte (U0, ,A;) montre que (4 Iy e

sont inverses 1'un de 1'autre.

N ) = w; et donc que les deux procédés
i

| ,l- ]"”*Tf?; f—ggi
= 1 —— /\Q& L- | ."i.:‘ \ Uj
Sl
| i |
\\.\ ‘
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En fait nouz allons voir gue n'importe quel atlas, pourvu qu'il soit compatible

avec 1'atlas maximal définissant la structure différentiable de M, peut servir &
définir une forme différentielle sur M : soit {(VQ,wQ,Bﬁ)}P{L un atlas compatible
avec ot et, pour tout % e L, une k-forme &, « {"(B,) telle que, pour tous ¢,m e L,

jmk(JmiB ) ﬁﬁ{B . Nous voulons montrer qu'il existe un k-forme w sur M telle que
! m T Am

|
"sur chague V, la restriction de w coincide avec ia forme induite d partir de 0, &
travers i "

ce qui, au point oll nous en scmmes, ne peut signifier que ceci : pour
‘ -1«
L £ L’(“,.\.) (:.:[

3 b (notation Tégérement

2 2 T =
tous 1 = I, Bl .-._{Ui'“Vn)) .,,1|
abrégee...). ’

7/
// R e B ﬁ I.J

&
¥
\ e
\ — i
\ S -
LN s = e ]
b
= ' R"
1.6, THEOREME : Une telle

existe et est unique.

Démons tratior

11 est clair que les restrictions aux ouverts :i{Uiruvﬁ) des "candi-

. sont définies de maniére unique par 1'égalité précédente. De plus cette
i
définition est cohérente puisque, sur les zones de chevauchement
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Le lemme suivant fournit alors une unigue forme W, sur chaque Ui

L.7. LEMME : Soit A un ouvert de Rn, (NS) une famille d'ouverts de A qui recou-
seS
re A, et, pour tout s < S, o € mk(ws) telle gque, pour tous s,t ¢ S,

, ‘ : k _
&Siws”wt = &tiws“wt- 11 existe alors une unique o < i (A) telle que, pour tout s ¢ S,

{Démonstration ci-dessous).

Finalement, pour vérifier la condition de compatibilité, il suffit de la
dénontrer sur toute intersection U, n U. n V., ¢e qui n'offre aucune difficulté

| L’
(hy ‘Fjl)*(‘*ﬁ‘!ﬁ;i(uiv‘uj”\’g)) = (8, 0¢31)* . (WQO¢;1)*(C’¢§‘1;Q(Uierjr\Vg))
- (¢£r'¢31)*(ﬂli¢q(u1ﬂujﬁv’))
(sicl)

= gty -
J'Qj(UihanVQ)

Démonstration de 1.7. : Faisant usage de la base canonique de wk(A), on écrit

o = ; ®ip. 08 g est une application de classe ¢", definie sur A, & valeurs

Lo
Iﬁjk

n
réelles. Le Temme est donc vrai pour tout entier k ssi i1 1'est pour k = 0, ce qui

est trivialement viarifié, 00

Autre résultat techniquament indispensable : Ta restriction des formes aux
ouverts d'une variété.

St V est un ouvert de 1a vari&té différentiable M (et donc lui-méme une varie-
1é différentiabie : cf. 111.6.2), i1 est naturel, pour toute forme w - Hk(M), de

définir o y comne suit @ si $1 . Ui -+ Ai est une carte de M, soit

i1 ®i‘U o Ui SRS Bi la carte de V correspondante ; la donnée de w comprend
;
| -k

K . : \
une forme w, < 2°(A;) qui serestreinten A, = wy ¢ 2 (B;).
y

1.8. THEQOREME : Les formes A définissent une k-forme sur ¥V, qu'cn note w Vv

iic
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Démonstration : Bien que 1'atlas {(U; nV,wi,Bi)} ne soit a priori pas maximal

ie ]

pour ¥, le Théoréme 1.6 réduit la démonstration & prouver que
[ - : e =
(yjt v ) (Aj ¢,(U-4U‘nV)) = A, Vo (U al V) ce qui est trivial. [
J=1 e i |
De la méme veine, lTes deux lemmes suivants sont donnés sans démontratijon -le

lecteur enthousiaste s'en chargera sans crainte :

1.9. LEMME : Si V et W sont des ouverts de la variété différentiable M tels que

WeVeM, alors (mgv)%w = w(w.

1.10. LEMME : Soit M une variété différentiable, {V 1 un recouvrement ouvert de M
§ " oeh
= W

et, pour tout «w ¢ A, W, € ak(vu) telle que v, pour tous «,B £ A.

8

anVS VGHVB

I1 existe alors sur M une unique k-forme w telle que, pour tout a < A, w v =
2]

Pour ce qui est de la structure algébrigue, il s'en traduit au moins une partie

directement du Chapitre II

1.11. THEOREME : L'ensemble Hk(M) des k-formes différentielles sur M est muni d'une

structure de R-espace vectoriel, et 1'espace vectoriel Q*(M) = @ 1k(M), d'une
keN
structure d'algébre graduée (en particulier, QO(M) est un anneau et (M) est un

MO(M)~modu1e pour tout entier k).
De plus, pour tout k, w#(M) est un sous-espace vectoriel de Hk(M), et

(M) = @ ME(H) est un idéal (gradué) de u*(M).
ke N

- ; i : . : sk oy [P illn "
Démonstration : Une fois remarqué que, si « « 2°(M) est définie par la famille

A ! . ; - W
-i] ol s Mk(Ai), 6! e ﬁK(M) par {m:} ol u% ¢ Qk(Ai) et B ¢ 27{M) par
iel : iel
-i} ol B, « 1{(&1), alors a + o' est définie par {a14-a;1 et o » B par
iel el
lo, o B0 . les vérifications formelies sont sans surprise. O

1.12. Exemple : en forme d'ouverture et aussi d'avertissement.

) .
On regarde la sphére S~ comme EPl {(cf. 111.7.2 ). Elle est munie d'un atlas &
deux cartes dont les ouverts sont homéomorphes & @, avec pour changement ae carte
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1'application ¢ : z+ %.
Pour définir une forme sur SZ, il faut donc définir deux formes o et B sur O
telles que B = 6" (u).

En fait on ne définit que @ et on pose B = ¢*(a), d condition que ce soit
possibie, toute « ne se prétant pas & 1'opération.

Pour le voir, et pour avoir des caiculs faciles, nous nous autorisons une in-
cursion parmi Tes formes & valeurs complexes, dont la théorie n'est pas développée
dans ce livre. Ainsi une l-forme sur § pourra s'écrire f dx + g dy en prenant pour
f et g des fonctions complexes de la variable complexe z = x + iy.

Dans ces conditions, prendre

dz

Cl:‘-—'—"-"z'-‘
1+ |z]

écriture abrégée signifiant que « = f dx + g dy avec f(x+iy) = —————%————? et
1+x" +y

g = if, ne conviendrait pas puisgu'alors

2 = =
* - dz/z -2 dz -2
¢<0:): B o i ps = i
T At Tl
2z

f BlepE o7 B Pl Tk = E__. Xy b
n‘est pas définie 3 1'arigine : en effet = E 1 2i ;?—:—;?, et cette derniére

fraction n'est méme pas prolongeable par continuité & 1'origine.

2. IMAGE RECIPROGUE D'UNE FORME DIFFERENTIELLE PAR UNE APPLICATION DIFFERENT [ABLE,

On utilise les cartes, toujours les cartes.

Soit f ¢ M > N une apptication de classe ¢” entre variétés différentiables,
d'atlas maximaux respectifs {(U.,d.,A:)} et {(V.,¥:,B:)} ; k un entier,
R e i ML P
W e Qk(N). On peut extraire de 1'atlas maximal de M un atlas {(UQ’¢£’A2)} (ol
. © Rel

L 1) tel que pour tout £ « L, i1 existe un j « J avec f(Ug) < Vj (cf. introduction
a 111.5.11). Pour tout couple (£,j) de ce type, wj g T ¢£1 est de classe C par
définition, de sorte que la forme @; 4 Qk(Bj) -tirée de 1a définition de w- induit

118
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une forme e (Lj o feigy™) (0;) e

- ITTON " [ o ol 3 i *
2.1. PROPOSITION : Ces formes 4 définissent une forme 0 « L°(M), qu'on notera f (w).

Démonstration : [1 faut vérifier

(1) gque la définition a un sens, c'est-a-dire que s'il existeun s e J, s # j,

tel que f{U,) Vs‘ alars Y g = By 54 d'ol une torme, nctée ﬂk,

sur chague AQ :
(11} Ta condition de "patchwork" : pour tous ¢,t ¢ L,

= (i, ..ﬁ.'l)‘(-:-;- |

t|d, (Uinu,) 6" e 1 VTR 4 (UgnU

)). Les deux egalités sont triviales. n
¢

THEOREME : 59 f : M > N, g : N > P sont des applications de classe C entre
variétds différentiables, (ge=f)" = £ g’

Demonstration : {onfiée au lecteur. [

2.3, PEMAROUES : Maintenant -et maintenant seulement- nous pouvons dire qu'une k-forme

2 & - - . - s - *
definie comme en 1.1. vérifie la condition w i, mi(mi) et que la phrase entre
i i

aquillemets dans 1'introduction & 1.6 signifie réeliement MiV = (8, ). Mais bien
!(- ~
entendu ces assertions sont moins des vérités gue des tautalogies. (cof. IIL.7.7).
; - : - . - r 0
Peut-&tre le seul point qui vaille Ja peine d'étre mentionné est-il que & (M)

10

est Lifen anneau des fonctions de classe C , définies sur M, & valeurs réelles.

Démonstration : 11 est équivalent de définir une fonction f : M+ R opu une famille

Al R B L 21t ey

' = .4 - J ' 2 & 4| o f =1, '|‘..‘ & .‘

de fonctions 7; : A, = R, i ¢ I, telles que leﬁ.:: Uy = by ey ) [f1.$l<“‘”“|))
Y3 td b A et

pour tous i,d « I @ la correspondance se fait par 1'intermédiaire des &galités
fly = fi LRL TR 1.

5 Al . L . = Ak
La condition que f soit de classe € s'exprime de toute fagon 4 1'aide des fi'

i

Z.4. Notation : S% M est une varieté différentiable et N une sous-variété, 1'inclu-
sfon 1+ N = M st un plongement (IT1.5.20), donc de classe € . Pour toute k-forme
J

differentielle w « 0%(M), on pose

1
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3. DIFFERENTIELLE EXTERIEURE, CCHOMOLOGIE DE DE RHAM DES VARIETES,

Tout se fait ici encore carte par carte ; on vérifie seulement gque les recolle-

ments se font bien.

Soit M une variété différentiable de dimension n, {(UT,¢1,A1)} son atlas

fel
maximal, et w e {k(M) une k-forme définie par les formes wy @k(Ai). On sait que
pour tout i e I, du, « nk+l(Aij.
3.1. THEOREME : Ce procédé d&finit une application Tinéaire d : 2%(M) ~ Q"(M), de
degré 1 et telle gue

k

(1) pour toutes o« Q5(M), § € O°(M), d(aaB) = da A B+ (-1} a a d& ;

(ii) d o d = C.

Démonstration : Sur les ouverts de R", i1 est vrai que, pour tous 1,j e I,
duj = d(¢:j(u1)} & *;j<dwi) {cf. Chapitre 1I) ; la définition a donc un sens. Les
propriétés formelles se vErifient sur chaque Ai‘ 0

T - - 4 . n
On utilise alors la méme terminoiogie que dans le cas des ouverts de R

Zk(M) = Hk(M) n Ker d est 1'espace vectoriel des k-formes (sur M) fermées,

Bk(M) = Mk(M) o Imd est 1'espace vectoriel des k-formes exactes,

Bk(M) est, grdace & (ii), un sous-espace vectoriel de Zk(M), et

3.2. DEFINITION : Le k®T€ aspace vectoriel de cohomologie de De Rham de Ta variéte M
est HE(My = 7°(m)/BX(M). 1ci encore, pour toute w ¢ 2°(M), on note [wl sa classe dans
HM) 5 et W) = o HSQ) .

ke M

Dans ce nouveau cadre aussi, les applications différentiables se comportent

agréahlement envers la cohomologie de De Rham :

3.2, THEOREME : Une application de classe C entre variétés différentiables £ : M - N
induit un morphisme d'ADG de degre 0
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Sig: N+ P estune autre application de classe C" entre varigtes,

0 *

(g=F)" = = g'.
Démgnstration @ En yvépifiant sur les cartes. ]

3.4, COROLLAIRE : Une application de classe " entre varistés différentiables
feM=N indutt une application linéaire de degré 0

-

£ HY(N) - WY (M) .

(Toujours le méme |éger abus de notation.le risque de confusion entre le niveau &
et te niveau H® restant aussi minime}.

. &8t 1"on & aussi des homotopies (cf. Chapitre II §5).

3.5. THEOREME : Pour toute variété différentiable M, i1 existe un gpérateur
d*homotopie de degré (-1}

K:a®(M=R) = 0'(M)

tel que K= d+ d = K= J; = JE. ad JJ- désigne 1'inclusfon xr (x;3) : M= M x R
{i = 0.1).

Demonstration : Si {:Lti.nb WA }} est T'atlas maximal de M,
fel

[{u rR.,}-I R..ﬂn x R est un atlas de M « R. Une forme w e i {Mv-m ast
Jiel

dannée par une Familie de F‘ormes wy e 4 {H{ *M) qu'on peut écrire

wg = u,-:. E m,i A dt, u:_. ¢ :LP fﬁ. Y u. e apk- {Ai} {cf. 11.5 3). Comme an 11.5.8

l
on pose K(uw;) = 'r {m ¢ dt, et il n'y a plus qu'a veErifier que les morceaux
ce regolient bien, ce qui Est trivial.

(Remarguer qu'il est rajscnnable de noter dt l1a l-forme définfe sur M =« R en
prenant dt sur ch,_que A1 * R . On aura alurs avec des notatmns ti"n:ipntes.
wo=wt b n At wt e aPN(M), u e aP* My, et K(w) = (1)K f Wt dt). 0
Q

3.6. DEFINITION : Deux applications de classe C” entre deux variétés différentiables

fO‘Tl T M N
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sont dites (différentiablement) homotopes, ce gqui se nete fo = fl, ssi i1 existe

une application de classe L f : M = R = N telle que f « Jj = fj (j = 0,1) -c'est-

d-dire que, pour tout x ¢ M, f{x,0) = fo(x} et fix,1] = fl(x).

3.7. THEOREME : Si . = f,, alors Ff

ggales.
Démonstration : Semblable & celle de II.5.9, en utilisant 3.5.

3.8. REMARQUE TRES IMPORTANTE : Si 1'on recopie 3.6 en supprimant les conditions de
différentiabilit®, on obtient la notion d'homotopie continue. Celle-ci peut évidem-

ment s'appliquer 3 des fonctions f, et f1 qui sont seulement continues.

On peut démontrer les résultats suivants, M et N &tant toujours des variétés
differentiaules

{i) 81 f : Il = N est continue, il exjste une application de g]asgg_pi
g : M+ Naquiest contindment homotope a f

(11) S1 fy,fy ¢+ M = N sont des appiications de classe € continament homotopes

1
alors fj - {1 (elTes sont differentiablement homotopes),

[Pour les démeonstrations, voir [ 571 I.IV. 4.6 et I1.IV.4.11 ; certes il n'y est
explicitement question que de différentiabilité et non de classe ¢”, mais on remar-
quera gue les fonctions gui y sont construites, a commencer par 1'ingrédient princi-
pal £ (cf. notre ) de 5,10}, sont bel et bien de classe ot 31

De cela résulte non seuiement qu'il suffit en cas de besoin d'exhiber des
homatopies continues, mais surtout qu'd toute application continue f @ M -+ N est
= . 1 . - . Wi ‘
associée une application lingaire £ : H (N) = H (M).
En effet, f &tant donnée, on trouve grdce & (i) une application de classe C

P 5 . i 1 B, ® =g Ea o
N gqui Tui soit contindment homotope. On pose f = ¢ . Cette définition est

w
=
¥

coherente puisque, si g, est une autre application de classe £ continlment homotope

5 R ‘ Jdia = Tl *
& f. g et gy sont contindment homotopes, donc g 9 d'aprés (ii}, d'ol g = 9
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i, COMOMOLOGIE A SUPPORTS COMPACTS.

Les définitions du Chapitre Il &8 restent possibles dans le cadre des variétés
différentiables :
étant donné une variété différentiable M, on note {cf. 1.4)

zEm) = by o 28,
Fer | ocked
By = agek L),

k
Ho(M) = &  Ha(M) .
: kel ©
La Remarque II.8.3 reste vraie en général, & ceci prés que, si M est compacte,
Qa(M) = Q7(M) et donc Hy(M) = H'(M) : de 13 le role particulier qu'on verra que
jouent par la suite Tes variétés compactes {(cf.p. ex. VI §§3 et 4}.

Le Théoréme I1.8.4 reste vrai, en remplacant "espace vectoriel" par "variété
difféerentiable", mais ne s'étend pas au plengement d'une sous-variété dans une
variété (cf. 111.5.20 et v.§4).

5. PARTITIONS DIFFERENTIABLES DE L/UNITE.

I1 s'agit ici de forger un outil essentiel, dont Tes applications seront
nombreuses et capitales.
Dans tout le paragraphe, M est une varidté différentiable et {(Ui,ﬁi,Ai);

designe son atlas maximal.

5.1. DEFINITION : Soit {V.} un recouvrement ouvert de M. Nous appellerons
Jed <
partition de 1'unité (de classe C ) subordonnée au recouvrement {Vj} une famille

d'applications de classe £ oy M+ R (jed) telles que
(1) Supp ay © vj pour tout j « J,

{(ii) ﬁj(Vj) « [0,1] pour tout j ¢ J,
(191) pour tout x ¢ M, i1 existe un voisinage X de x tel que “ji = 0 sauf
| X

éventuellement pour un nombre fini d'indices,
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(iv) pour tout x M, 7 aj(x) =i
Jjed
Noter que gréce & (iii) la somme figurant dans (iv) est en fait partout finie,
et qu'en vertu de (i), (iii) est automatiquement vérifié si {Vj} est localement
fini.

Notre but est de prouver le
5.2. THEOREME : A tout recouvrement est subordonnée une partition de 1'unité.

Démonstration : Les applications @ vont étre fabriquées a partir de restrictions
des cartes convenablement retaillées. L'étape essentielle consiste & démontrer
d'abord le théoréme pour un recouvrement localement fini (Lemme VI). Auparavant on
aura montré que tout recouvrement admet un recouvrement plus fin qui soit locale-
ment fini (Lemme V). Les premiers lemmes sont des préliminaires techniques.

Noter 1'emploi répété de 1'axiome du choix.

5.3. LEMME I : Etant donné x < M et V un voisinage de x, 1'atlas maximal contient
une carte (U;,¢..A) telle que x e U; <V, ¢;(x) = 0 et 1a boule fermée B(0,2) « A

Démonstration : Soit (Uj’¢ﬁ’Aj) une carte quelconque telle que x ¢ Uj' La carte
(Ujfiv,¢j U nV’¢j(Uj nV)) est évidemment compatible et figure donc dans 1'atlas maxi-
5

mal sous un certain indice k. IT existe un & > 0 tel que Ta boule fermée E(¢k(x),g)
s0it contenue dans Ak. Les transTations et multiplications par des scalaires Etant
de classe Cm, 1'atlas maximal contient aussi une carte définie par Ui E Uk’

d4ly) = é (& (¥) -6, (x)), Ay = ;(U;) qui répond aux conditions de 1'énonce. I
5.4. LEMME II . Il existe un recouvrement par des ouverts relativement compacts

7 =

i,

wki plus fin que le recouvrement {Ui} . {On rappelle que "relativement compact”
ke iel
signifie gue pour tout k < K 1'adhérence ﬂk de wk est compacte et "plus fin", que

pour tout k ¢ K i1 existe un i € I tel que Wk c Ui)'

Démonstration : Pour tout x e M, on choisit i ¢« I tel que x « U; et p > 0 tel que la
boule fermée E(¢1(X),p) < A;. On note W, = @;1(°(®1(x),p)) 1'image réciproque de la
boule cuverte et 7 = ¢;1(E(¢1(x),p)). Alars Nx c Fy < Ui H wx est ouvert dans Uss

donc dans M ; Fx est un compact de Ui’ donc de M ; a fortiori 1'adhérence WX de wx
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dans M est compacte (en fait Qx = Fx)‘ Prendre K = M pour ensemble d'indices. |

5.5. COROLLAIRE : La topologie de M posséde une base dénombrable relativement com-
pacte {R_}

q ge N
Démonstration : Soit (Dt une base dénombrabie de 1a topolagie de M (il en existe

pe N
par définition : I1i1.1.1.(i7)}. On définit un sous-ensemble T de N en prenant t ¢ T

541 Dr est relativement compact : ainsi chague wx de 5.4. est réunion d'ouverts D
dont les indices sont dans T, ce qui montre que T # ® et que M = |J Dy. On pose
teT

alors, pour tec T, pe N, E,_ = Dt o D chaque E, est relativement compact ;

tp p Y tp

tout Dp -et donc tout ouvert de M- peut s'&crire comme réunion d'ouverts Etp puisque
D.=Mnab,= U E ; 11 existe une bijection ¥y : N » K xN. 11 suffit de définir
P Pooger P

R. & E ] |
q x(a)

5.6. LEMME TII : I1 existe ure suite croissante de compacts de M :

CG ‘ Cl et Gr z Cr+1 g EETTE qHal :
(1) pour tout r ¢ IN Cr ¢ Cr+i’
(A= i, G,
S

Une telle suite est dite exhaustive.

Démonstration : On part de la famille {Rq} définie en 5.5.. On pose Cp = RO : donc

Co

wes comn . hnicy - ! -] v L . ] S
est compact. On choisit s; « N tel que Cy = Ry u Ry u...0 R51 et s, » 0. (En
qénéral -c'est-a-dire & nnins que Ry ne s trouve &fre une composante connexe de M,

ou une réunion finie de composantes connexes, auguel cas CO = RO— la condition

%]

0" est pléonasticue). On pose C1 = ﬁo T Q; . Alors C1 est compact et
- 1

et Gy - G

1
1+ On hoisit s, « N tel que Cl RO | T T RSl U. ..U RSZ et s, > s,
{remarque analogue). On pose C, = R, u...u R;—', et ainsi de suite inductivement.
2 ) -
2
La précaution que la suite (Sr) soit strictement croissante sert @ garantir
que tous les ouverts R_ sent utilisés, de telle sorte que {Crl est un recouvre-
9 rei
ment de M.

A

5.7. REMARQUE : I1 peut se faire, Jorsque i est compacte, qu'un nombre fini de

compacts Cr suffise & couvrir M : dans ce cas, malgré la croissance de la suite (Sr)’
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qui reste vraie, i1 existe un entier N %el que CN+r = CN = M pour tout r ; mais on
a aussi Cy = CN+r+l = M.
5.8. LEMME IV : On peut choisir un recouvrement ouvert localement fini {wk} plus

fin que {Ui} et, pour tout k ¢ K, une application de classe B" i
jel

By 2 W R" tels que
(i) P soit 1a restriction a wk d'ure carte L

(i1) ¢k(wk) contienne 5(0,2),

1

(ii1) la famille {Z ] od £, = w; (8(0,1)) soit encore un recouvrement de M.
k

K
Démonstration : On part de la suite exhaustive de compacts {Cr} fabriquée en 5.6,
et on définit des compacts de M en posant L0 = C0 et Lr = Cr\cr—l = Cr\cr-l paur
7 iy e




Si 5.7. s'appligue, L, = @ pour r = N, mais dans tous les cas {Lr} recouvre
‘ relN
M: si % eM, ou Bian x e ;0 = LUU ou bien i1 existe un r ¢ N tel gue X ¢ Cr\cr—l'
ST X & L. H-Cr_2 est un voisinage ouvert de x (puisque Lr = Crxcr-l - Cr]Cr_z)
En appliguant 5.3. avec V = N\Zr ., on obtient un i({x) « I tel que % « ”i(x)’
=X E,
) I " h = ot : i, ¢ A
|- i) = %) =0, Bl ) A, ;N ga k. = &7 { T By
L1{xj C e - [rix)[ 1 0, B{0.2) i (%) On pose % D 1(x)\B(O,l)) c'est

encore un vaisinage cuvert de X.

Pour tout r tel que Lr F %, on note t{r.l},...,x(r,tr) un nombre fini de points

= T e E Do = K 2 . - - =

de L. tels que L, © ZK(F,]) TR Fx(r.tr, Soit Ke= f{rim} & T | L, #@, 1= ms toks

cet ensemble est fini (dans Te cas £.7.) ou dénombrable. Dans tous les cas on pose,
3 ¢ = [rsm =1 ; u -cela i

pour k {(rsm), =i jx(r,m F{x(r,m)) On remarque -cela servira plus

loin- que W ib =tk = [r.m} 8VRCc S 5 =2,

) et lu'k = U

Enfin on pose U= ri(x(ﬁ‘\’ ce qui remplit les conditions (i) et (ii) et assure
- | N = -

gque =, = "(B{0,1)}. 11 est clair que I-k est un recouvrement ouvert de M. I7

) Kek

en est de méme a fortiori de Wy b3 celui-ci est par définition un recouvrement plus

fin que ‘Ui' ien fait c'est un sous-recouvrement). S x « L., CS+1

2

est un voisinage
de x qui ne peut intersecter NP gue si k = (r,m) avec r = 5+ 2, soit un nombre fini

d'indices k : le recouvrement ka est donc localement fini (il est méme fini dans

5.9. LEMME ¥ @ Pour tout recouvrement ouvert {V.} de M, on peut choisir un recou-
el
vrement auvert Tocalement find fwk plus fin que TVJZ et des applications ©, ayant

kek

les propriétés énoricées en 5.8,

Démonstration : Recopier la démonstration de 5.8. & un changement prés : une fois

{fxY choisi, chaisir j £ J tel : £ Vs substituer U.,. . n Vs o L OU
ilx) chofsi, chojsir j(x) < J tel que x : i(x) e? ubstitue l](x). HJ{X) et/ou
al et/ou ¢ Cas nouvelles cartes appartiennent 4 1'atlas

e Jis PR
LY AN, (%) %y
T\XJl__}'L‘,'_‘\_fJ""'] 1\\,7 (%) o ; . .

maximal (¢f. 5.3.) et conviendront aussi bien pour la démonstration. Il est évident

qu'on obtiendra ainsi @n recouvrement LWy plus Tin que lg recouvrement {Vj'. a

5.10. LEMME VI : Etant donné un recouvrement ouvert localement fini (wk+ de M et
) o KeK
les: applications P = W R" ayant les propriétés de 5.8., i1 est possihle de

gnstruire une partition de 1'unité subordonnée & iwk?
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Démonstration : Soit A ; R" » 0,17 une application de classe ¢” telle que A(u) =1
sidul <1 et iu)=0sifuf22:
par exemple on peut définir successivement

0 st0s2t=1
gy : R, + R t%
L exp(-1/(t-1)8)  sit > 1,

exp(-1/(t-2)2) siOstz2

Gy 5 B. = R B
o { 0 sito>2,

9=919,. C= f g(t) dt « R:J G: R +R:xn é—f g(t) dt
0 X
(toutes ces applications sont notoirement de classe Cm) ; enfin
Ai RT 10,11 : ue Gljul), qui est de classe C* puisque constante sur un voisina-

ge de 0 et composée de fonctions de classe ¢” sur le complémentaire de 0.

b fees cn L R Sl e
Gr g, Gr g
0 , ﬁ‘[\—. >
1 2 1 2
14 "
Gr 9 Gr G
L3 p \
0 1 5 a 1 5 i
Pour tout k = K, soit o = Ao &k H wk +~ {0,1] : cette application est de clas-
se O, 0,(5,) = {1}, et Supp o, = ¥ 1(B(0,2)) < W,.

ok(x) siox e Wy

Si donc on définit, pour tout k, Ty Mo 10,11 par Tk(x) =35, Eapp

. L] . " L 9 =
on obtient une application de classe C sur M. Le recouvrement {fk} étant locale-

ment fini, tout x « M a un voisinage sur lequel la somme ) <1, est finie ; donc on
. keK
obtient une fonction T de classe C en posant, pour tout x ¢ M, 7(x) = 1} Tk(x).
keK

Puisque {ikj est un recouvrement de M, t(x) - 1 pour tout x « M. On peut alors
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Tl %

poser, pour tous k K, x € M, uk{x) = :%?T_' d'og 11 résulte gue ;

pour tous k e K. ¥ & M5 0 2 rkix} 51 s tf{x) dod 0 = Bk(x] s 1 ; pour tout k ¢ K,
B, est de classe ¢ et Supp B, = Supp T, = Supp oy © W, i pour tout

Ae My T B = = b ow(x) = 1.0
ehe 5 7 07 b W

Fin de la démonstration de 5.2. : Etant donng le recouvrement {¥j1. utiliser 5.9 pour

obtenir le recouvrement localement fini (Wt plus fin que {Vj} et les applications
fy + ensuite 5,10 pour obtenir la partition de 1'unité (g, ] subordonnge & W, . I1 ne
reste plus qu'a "recoller” les applications By 8 1'intérieur de chaque Vj.

Pour éviter de compter plusieurs fois le méme ﬁk’ on choisit pour tout Kk ¢ K un
yv{k) e J tel que wk e Vy(k)' ce gui définit une Ffonction v : K = J. Pour tout j < J,
on note /i = v Mi31). 51 /i/ = 9, on pose a5 = 03 81 /3/ # 9, on pose

oy = } B Oans le deuxiéme cas, tout % « M a un voisinage sur Tequel la somme
Y kel L
est finie : fa définition a donc un sens, et oy est de classe Tl s

Pour pouvoir vérifier la condition (1): 1 nous faut un dernier
5.11. LEMME : Pour tout sous-ensemble L de K, |} Supp fy est fermée.
kel

Démanstration : Sgit x ¢ [ Supp By X un voisinage de x et kl,...,kp « K tels que,
o W kel
pour tout k e K\{k,.....kpl. Xn wk = @ et a fortiori (Supp pk) A= #

ST # = Loy BU bien ki c L, auguel cas i1 existe encore un voisinage Yi de x

tal que Yi fi Supp hk = P_ pu bien ki ¢ L, auguel cas on pose Yi =N

Finalement X n ¥y 0..on vp est un voisinage de x qui ne rencontre pas || Supp 8.
kel )

a

Alars :

(i)Y 51 3 ¢4y X ¢ M sont tels que uj{x) #0, 11 existe un k « Y-l{[j?) = /il
tel qile £, (x) # 0 : ainsi o] (RY(0))= | Supp B, d'od, vu 5.11,

J ‘
kef/if

Supp «y = U Supp 8, ; & fortiori Supp a; c U W, =V

d o keljs ' Y kel

(1) $1 § e J. ou bien oy =0, ou bien, pour tout x e M, 0 = rﬁ{xJ < § Bx) =L
ke K

{111) Pour tout x e M, 509X un voisinage de x et ky,....ky e K tels que, pour

p

Tl
i =ty



tout k e K\(kj;...,k

P

e 0, ou bien X n Sup
E) 8ot & = {1

{au sens ensembliste !'...

Les applications
fermés de M. La conditi
posséde ainsi 1'intérét
une donnée locale. Ce p
5.12. LEMME : Soft V un
reritielie sur V dont le

Supp « est compact.

Alors i1 existe un

i =]
Démonstration : [lans le

puisque y est alors une
e
A (R").

Dans le cas genéra
la forme dé&finissant lo

N,
i

1'ensemble des y

gst 1"adhé

1.3), Supp w

3

$1

X oW = #0513 ¢ (ylky)seonnvlky) ), ou bien /j/ = ¢ et
poa, =X o W, o=¢; dans Tes deux cas, w.{x) = 0.
o k o /I /I J
e v Y(131) = 73/ # #b. Rlors /3/]5 € d'1 est une partition

Y de K et, pour tout = « M
P oaxi= £ (T m)) = T Bix) =L
jedt Fed! ke gyt kek ©

sont définies sur M tout entier et leurs supports sont des

1 i
J J
arrondir les angles" et permet de "globaliser'

5.1.(i), garantissant que, pour tout j ¢ J, Supp ‘ N

an

" 1

essantiel d'
ouvoir repose sur le

ouvert d'une variété différentiable M, w une k-forme diffe-

M c'est le cas par exemple si

support est fermeé dans

e unique k-forme différentielle o sur M telle que

vy

= 0.

cas o0 M est un ouvert de R", le résultat est classigue,

application de classe ¢~ définie sur V & valeurs dans

L
V., U (B )
B

i g B

Soit N 1'ensemble des x

1, soit, pour 7 « = 4
tels gue w(x) # 0,

o2 ) et
i R
{r}

calement . 1

tels que uwiy) # 0 : par définition, N1 = riiﬂ i TR el
rence de N dans YV, et Supp s est 1'adhérence de ?1 dans B, .

11 suffit de montrer que Suph est fermé dans A;: 11 existe alors, comme on
. e ; k i
vient de le remarquer, une k-forme différentielle w; « ! (Ai) telle que
:i|B i et lj B AB. C 0, et vérifier que la famille :i ~ définit bien une
1 1 1 el
forme w e Fhu
Or 1'hypothése assure que U; n Supp w est un fermé F, de U,, donc G, ps(Fs)
est un fermé de A.. En fait N, « Gj " Ei puisque M U1 Fi Ui, 01 est donc ausst
1 1
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Tout se réduit donc au
5.13. SOUS-LEMME : Scit X un espace topoiogique, Y un ouvert de X, F un fermé de X
tel que F = ¥, G un fermé ce Y tel que G = F.

.

Alors G est fermé dans X.

Démonstration : Elémentaire. LI

Scit dans ces conditions fV.! un recouvrement ocuvert d'une variéte
Jed
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différentiable M et, pour tout J ¢ J. une k-forme différentielle wy € Qk(Vj). Si

{uj} est une partition de 1'unité subordonnee a (ij, alors pour tout j < J la
Jed k(

forme w.w, ¢ S (V:) vérifie
Tl - J)

Supp e Supp u, c FJ

et, comme Supp s est ferme dans M, £.13 montre que Supp oy est lui aussi fermé

A k

s'étend en une forme ¢ wy e W (M) qui coincide

dans M. Le Lemme 5,12 prouve que o

avec g sur Vj. La Tocale finitude de la partition de 1'unité permet de définir
la forme "globale™ w= § Sa..
- .;"J o i
je

Par contre, summer directement les 5 n'a en général pas de sens.

Un autre exemple de ce type de construction est le résultat sur lequel nous

terminons le paragraphe, et qui se révélera essentiel.

5.14. THEDREME : Soit M une variété différentiable, U et V deux ouverts de M tels gue
1=Uuv V. La suite que voici &5t exacte pour tout entijer k
.. T sl k g e
0 —— (M) —> 0 (U) (V) {Un¥) —0,
oll f et g sont définies par flw) = {w|u,w|v) pour toute w e mk(M),
Wy ROur toutes B ¢ Jkﬁ“), W ROV S

':. |‘..:|Ill.II
lémonstration
1) Que fspit injective est trivial.
2) Que g « f =0 est trivial. Jue Ker g = Im f n'est qu'un cas particulier de
3) Soit fay,0y} une partition de 1'unité subordonnée au recouyrement {U.Vi.
Comme Supp oy, est fermé dans M, U n Supp y est fermé dans U.

Pour toute forme ¢ & @ (UnV), 1e support de 1a forme ayo ¢ G [(BAV) est un
L]
ferme de U n V inclus dans U n Supp Oy alors 5,12 montre que Sappcuuﬁ} est un fer-
" . = : k, .
me de U et 5.12 fournit une forme | G (U) telle que

bl
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Un construit de méme une forme A « !-'k(‘.’} teile que )‘|UHV = —oy0 et AiV\U = (0

Enfin HlL;r;‘n" - }'|U|‘nV = (U"V+'£U)d = g. [

FIGURE : Avec M = R, U = J-=,47, V = Tl 5 ayfx) = G(x-1) (¢f. 5.10),
0,
fi.._. = 1 - :J..=] » IS IGF -”I:”— £ W [ 1,4[)
gr o
—4
_—A
) Lﬂ_’ gr CLU
- _[
= ) ¥
1 3 S
——
- i gr o
I
|
§
|
i > gr (-1)




Maz EAROUBI et Chriatian LERUSTE

O, EXEMPLES,

on rappella la forme "angle" introduits en I1.2.2. : pour (x.,y) e R w0}, on
note wx,y) '_E"_"E (~y dx + x dy). Comme s! ast une sous-variéte de R \{0'! la

+¥
restriction a 51 de w fournit une 1-forme différentielle w| ; « gt fS ) (cf. 2.4).
S

6.1. THEOREME : La forme uui 1 EBst partout non nulle (¢f. 1.3),

5
Demonstration : Un peut prendre des cartes et remonter & la définition. Mais 11 va
plus vite de procéder comme suit :

soft R une rotation quelconque de centre 0 : elle induit un difféomorphisme

1
R: s+ s et on verifie sans-peine que R™(u| ;) = w| ;. 11 en résulte que, si
S

) est nulle en un point, elle est nulle sur tout le cercle. Or, si on note ¢
5
1'application t + (cos L,sint) : R+ 5 , alors E'{u:

1} = dt, d'ol la contradic-

IS

tion & supposer queé w =0 £l
5

Cette propri@té est assez importante (cf. VI.1.7) pour gu'on introduise la

6.2. DEFINITION : On eppelle forme-yolume sur une varjété différentiable M de dimen-
sion n une n-forme différentielle w ¢ 2"(M) qui soit partout non-nulle sur M.

Avant d'étendre 6.1. aux sphéres de toute dimension, et méme & toute variété
définie par des fonctions de glasse ¢”, on observe que, si on pose
Tix,y) = P yE - 1, fa 2-forme df & w e .}z{sz{O}]. n'est autre que
_ELE (2 de+2y dy) A (~y dx4x dy) = 2 dx & dy. (D'ed 1'on pourrait se laisser

Xy
aller & conclure que, de ce point de vue, la "bonne" équation du cerclie est

e
éxz b %—y‘ = %-, ou encore que la "bonne" forme-voiume est% )

La généralisation se fait alors dans la situation suivante :

soit V un ouvert de B" et f i V » R une application de classe C vérifiant
les hypotn@ses du theoréme des fonctions implicites. Seit M = f"I[{U:). Pour tout
ouvert W de R" inclus dans V, M n W est une variété différentiable de dimension
fn-1).



6.3, LEWME : i we o

alors wi, o est une Torme-yolume de M n W,
n

(W) est telle que dff,, » w soit une forme-volume de W,

|

Démgnstration :

17} dn se place dans le cas particulier ol flx;,...,x ) = x;, c'est-a-dire que M

)
n
est (un ouvert de) |'hyperplan de R" d'éqguation K= 0. On peut méme supposer sans

v

perte de géndralité que W =V, ce qui simplifie les notations.

L'hypothése s'écrit alors

dxy & wo= g dey aoLon dxn

- o o -
ol 9 : V » R est une fonction de classe C partout non nulle. IT en résulte que

W= A A dil g dKks B dx”

= N=2 00 oG
o & & 8 —(V), et done que

.i” =9 Uhi Lsoaodx

00 Gf%ayerosx. ) = 9(0, &0 .. ,% . qui est clairement une forme-volume de 1'hyperplan.
8 1

i n

29) [ans le cas général, on s= raméne au cas précédent grdce aux cartes fournies

par Te théoréme des fonctions implicites : si (U,$.A) est une telle carte, A est un
n-1

nuvert de R et on peut supposer sans perte de général ité que U & W q M et que
%F ix!,...,x“} # 0 pour tout (xi....,xn) e U,
n - N -
Alors R = A4 est un ouvert de R, la fonction ¢ : A + R fournie par I11.3.1.
diéfinit une application de classe i

- R=A =R : IKE""‘an b (XL*-p(X:+...,X

f'ati, 81 T =W n (R=A) et Z =4 °(T), des difféomerphismes réciprogues

- R e

Fi T IHI. a¥n) ! \XI J‘[}‘-ﬂgu ')(ﬂ)‘x:.), 1)‘{])
1

=t (% K] (X -q%xr %) a¥g e ,x")
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11 est clair que ¥(U} = A ; Te caleul (se rappeler gque, pour tout i = 2,...,n,

af ;
% " IO ) Xgae g
}'xi [xz,...,xnj = i /
Ei‘-[l;l{xg,...,Xn)ﬂfzg---sxn)

mantre que ¥ (df) = ey et, bien entendu, ?'(dxlA...Adxn) = dx1 A...oa dx . Par consé-
quent, d'aprés 1), ¥*(w) est une forme-volume sur A, et w est une forme-volume sur U.

I
R
L_WEJ“_ )

On en tire immédiatement les

b.4. THEOREME : 51 V. est un ouvert de R", f: V=R une application de classe G
et M = f'lt{D'J la variété différentiable de dimensfon (n-1) qui s'en déduit, la

restriction 4 M de

i=1
{ot, conformément & Ya tradftion, le “* signifie que le terme ainsi chapeauté est omis)

a5t une forme-volume sur M.

6.5. COROLLAIRE : La restriction & S" de 1a forme

n+1 4 —
! =1) X dxl AR dxi Moo fodx

1=2

n+l

136
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n
est une forme-volume sur S .

Démonstration de 6.4. : Du fait que

" e i T L . h
dxi A (dxln...AdAiA...Aaxq) = {-1) dxy A...n dxn

il résulte que. sur V,
(T g =
df A w = - v AL dx, a A odx
il = _L !M 1 i
i=l {77
yui est bien une forme-vclume sur Y, Te théoréme des fonctions implicites supposant

précisément gque ie ccefficient de dx1 A ..~ dx ne s'y annule pas. Appliquer 6.3. [

n

6.6. EXERCICE : Genéraliser 6.,3. au cas ol M est la (n~p}-sous-variété de R" dont

les points sont sglution des p &guations

£ &tant des fonctions de classe € qui vérifient les hypothéses du théoréme

L5, & ERUEL LS

des foncticns implicites, et ol w est une {n-p)-forme différentielle sur W telle que

dfl e o dfp A w soit une forme-volume sur W.
! e - s

6.7. EXERCICE : Utiliser 1'isomorphisme A‘(Rn) & Ak(m”*) de 1.10.3. et 1'isomorphis-

e de dualité AR(R™ * = ﬁn_k(Pﬂ), daduit du produit Ak(Rn) x Anuk(Rn) - AMR"M T R

pour construire une forme w répondant aux conditions de 6.6.

Pour 1'exemple "exotique"” sur lequel nous terminons Te paragraphe et le chapitre
on reprend les définitions et notations de I11.2.4.

La variété différentiable c%(n ; p) dont les éléments sont les projecteurs de R"
crthogonaux et de trace p (gui est par définition difféomorphe 3 la Grassmannienne
C_(Frﬁ :ocf, I11.4.16 et II1.6.11) est une sous-variété dewmn(m) (&R, WIP.7.8). L

o

restriction de(n; p) d'une forme différentielle sur ﬁ@n(R) définit donc ung forme

a
diffirentielle sur d@(n; p).
2r

(¥, (R))) la matrice n % n dont les

Soit alors r un entier et w, e W, (0 .
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&lEments sont des 2r-formes différenticlles sur 'lhn{l?) définie par

iy = M{@M) %" = WM M. ..M

2r fois

Comme en [1.2.4., on en déduit la forme Tr fiby € ;}zr(jgn{m).

§.8. THEDREME ; La restriction 3 r.ff,(n i p)de Tr oy, &st une forme a, ¢ ﬂzr(&(n 3 0))
fermee pour tout r. -

Nemonstration : On note Ir1 la matrice unite de W (R). 51 Me din;p), Ta matrice
Jd=2M - I, vérifie Jz =44 - 2M - 2M + L, = ]n' On observe aussi que, J étant de
degré 0 et quel que soit Te degqré k de o « #n(ilk(ﬁn(mj),

(1) Tr{(dald) = Te(d(da)) = Tro-

Par ailleurs, de 142 = N an déduit que

[E] MdM + dd M =i ,
d'ol 2M d - dM = dM' = 2 dM M
at o dM = - dMd .

De 18 d{am< Y = < (@Y g, dron aanE Tt 0 = - (amPTL et
Tr(i(a)?™*19) = - Triam?™).

11 résulte alors de (1), pris avec o = {dH)zHl. que Tr({dﬂ}zrﬂ) =

or d(m(an)®) = (a)®™ et, come Tr comute 3 d, day, = TR < 0. 0
6. 9. REMARQUE : La démonstration précédente est commode et les calcyls qui s'y trou-
vent sont évidomment ies mieux adaptés 4 la situation. ETle a pourtant Te défaut, a
priori rédhibitoire, de ne pas se référer, ou du moins pas de fagon visible, 4 la
dafinition 1.1 : en toute rigusur 11 aurait fallu prendre un atlas de «€(n; p), déter-
miner pour toute carte (U,¢,A) de 1%atlas la forme oy e a“T(n) qui definit G et
vari{fHier gue d”n est nulle,

En fait il en est bien ainsi, et on peut s'en assurer en procédant grosso modo

comme Suit :
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6.10. LEMME : Dans la situation du théoréme des fonctions implicites (cf.l1I1.6.8.)
avec p = 1 et f, = f, la restriction & M de 1a forme df « Ql(Rn) est nuile :

1,
dffy = 0 € R°(M).

Lémonstration : Soit (U,$,A) une carte de M fournie par Te théoréme des fonctions

implicites et supposons que, par exemple, S£~ reste non nulle sur U : alors ¢ est la
n

projection (xl,...,xn) > (xl""’xn-l) et 7! est de la forme
(XqaeeoaXy q) P (XpaeeaX aW(Xqseeax 1)) 00 ¥ est de classe . ??u: toutﬁ k-for-
me w « Hk(m") , 1a restriction M]M est définie localement par a = (¢ ") w e Q°(A).

Dans le cas oit w = df « DY (R"), on obtient :

| i
e of

we= ) = dx. ,
i=1 %

et

n-1 . n-1
v of 3 ]

a= V) ——dx; +e— | ] =2 dx
i=1 Dxi 1 X, {j=l ij J]
n-1 n-1 -sf/ax. ]

= § Sde e I e Wyl = 0. O

i=1 ¢ b T 7= LT L

6.11.COROLLAIRE : L'inclusion 1 : M < R" induit un homomorphisme d'A.D.G.

G @ (R R

ol Z est 1'idéal engendré par df et f.

6.12. EXERCICE : Enoncer et démontrer la généralisation de 6.11 au cas de III.6.8.
avec p guelcongue, puis au cadre du théoréme du rang constant (cf. III.7.5).

Observer alors gue la démonstration de 6.8 consiste & prouver que d(Tr er)
est nulle modulo Z (au detail d'écriture prés qu'on garde la méme lettre pour une
forme et sa classe modulo Z, ou encore.qu‘on gcrit des égalités au lieu de congruences :
cf. [E1). La méthode est donc légitime et c'est elle qu'on a intérét & suivre dans
tous les cas analogues.
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/. STRUCTURES MULTIPLICATIVES.,

Pour toute variété différentiable M, le produit extérieur des formes diffé-
rentielles munit (cf. 1.11) R*(M) d'une structure d'algébre différentielle graduée
{ADG) commutative(I) et ::(H) d'une structure d'idéal (gradug) de ﬂ*(M). Soit, pour

tous entiers i.J,
Ay e Iy — "M : (0.8) > aa B

les applications bilinéaires définissant la structure de Q*(M), gqui se restreignent

donc en

Les régles du calcul de la différentielle d'un produit extérigur de formes différen-
tielles (3.1 (1)) garantissent que, pour tous entiers i,j,

Wy« Py < 2w
@iy « 290y < B
A3zt « Iy < 87y

@y« 2 < 29m

Ao (81 ()« Z(M)) = B8 m)
1t vad AT
.LJL, (M) = BA(M)) = B (M)

H)nous itilisons désermais, comme il est d'usage dans le cas des algébres graduées,
ce mot pour désigner la condition avec signe dénommée anticommutativité en 1.8.8 :
A= o A est commutative ssi pour tous a « A, b £ A, ab = (-1)P9 ba .

nt_ nf W AT p q
Celle-ci est en fait plus naturelie que Ta commutativité au sens strict (cf. [.8.12,
R B LT o PO

Tout idéal, tcut module, toute application de degré 0 linéaire & gauche le

sont aussi & droite (et réciproguement) de maniére automatique.
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De 14, pour tous entiers 1,3, les applications Tinéaires
3wy e iy — 1

- b e T 5 7 g

et At 1 H(M) ® HA(M) —HT (M)

implement noté a.b ou méme ab ;

et}
=]
o

-
"
i
=
o
w

Pour tous a e H'(M), b e HJ(M) B

Lwl.lod = Lwllod = fuwaA

—t

On garde Ya méme notation si 1'une et/ou 1'autre forme est & support compact. (cf. 7.2).
Les propriétés formelles de ces applications linéaires sont résumées dans le

7.1. THEDREME : Pour toute varicté différentiable M, le produit extérieur des formes
différentielies munit H*(M) d'une structure d'algébre graduge commutative (unitaire)
et HE(M) d'une structure de H'(M)-module gradué.

Demonstration : Une quasi-évidence, simple affaire de vérification.

7.2. REMARQUE : En se restreignant des deux cotés aux formes d supports compacts,

on obtient de méme pour tous entiers i,j une application linéaire
id i g ot g § £ 5 P
A 1 He(M) e HI(m) — HETI (M)

11 en résulte pour HF(M) une structure d'algebre graduée (sans unité) qui sert

peu (mais cf. VI. 3.8 et 3.9).

Quant zux morphismes, si f : M - N est une application de classe C entre va-
riétés différentiables, i1 est clair sur la définition {cf. 2.1) que, pour tous

entiers 1, et toutes uw « nl{N), ;e JJ(N),  wng) = Fw A fo.

IT en résulte le

.3, THEGREME : Pour toute application de classe ¢ entre variétés différentiables

*
¥}

7
f: M >N 'homomorphisme 7% : H (N} + H*(M) défini en 3.4 est un homomorphisme

d'alydbres graduées.
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Démonstration : Appliquer les définitions (cf. 7.1, 3.3, 3.4) afin d'écrire, pour
tous entiers i,j et toutes we 2'(N), o ¢ ZJ(N), la suite d'égalités

FH(Iwifal) = F{lwrcl) = [f {wag)]

1l

= [fuafel = [ wl.[fal
= £ (wl) . (1) . .
7.4, REMARQUE : On peut, grdce & 3.8, supposer seulement f continue.

La situation est plus délicate si la cohomologie & supports compacts inter-
vient (cf. comme toujours 11.8.3). Pour la décrire, on rappelie que, &tant donné
deux anneaux A, B et un homomorphisme d'anneaux & : A + 8, tout B-module Y devient
un A-module sous 1'action

AsY =Y :aoywe»ila)y.

De méme, étant donné un A-module X et un B-moduie Y, des applications
f:X->Y & g:Y=+X

sont A-linéaires ssi pour tout a ¢ A, tout x « X, f(ax) = ¢(a) f(x} (resp. : pour
tout 2 < A, y ¢ Y, g(a(a)y) = a aly)).

Cet état de choses apparait ici dans (au moins) deux cas. D'abord si M est une
variété difféarentiable at U un ouvert de M, 1'incTusion 1 : U -+ M induit le morphis-
me 1, AE(U) = Q{M) defini {cf. 11.8.4 et ce chapitre §4 et 5.12) en étendant
une forme par 0 dans le complémentaire & M de son support, d'ol une application
R-lingaire 1 : HI(U) - HZ(M). Par ailleurs 1" : H'(M) - H*(U) fait de H:(U). comme
on vient de le voir et d'aprés 7.1, un H*(M)-module.

7.5. THEOREME : Cette application 1, : HA(U) = HE(M) est H*(M)-linéaire, c'est-d-dire
l SR ; w2 THE C
)

que pour tout x ¢ H'{M) et tout y e Hg(u A

Démonstration : Soit £ « Zi(M) tel gue %= [E); n e Z%(U) tel que v = [ri. Par défi-
nition, x.1, (y) = [© A 1l %)y = I Ely & nd et :*(1*(x).y) = V(?iUAn)l, oll

désiogne 1'extension d'une forme & M par U en-dehors de son support.
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Gr Supp(;'U A ) e Supp ny est un cempact de U 5 (£ & n

L !

Hsupp n 0 * " |supp n*

a 7 e
en-denors de Supp n {donc de Supp(giu no Y B oA owes Q'U an=0.0

L'autre cas est celui ol M,N sont deux variétés différentiables et £ : M+ N
une application de classe C“‘Eﬁggfgr(c'est—a—dire telle que pour tout compact K de
i, f_l(K) seit un compact de M) : alors une application R-lindaire fE : HE(N) > HE(M)
est définie. Par ailleurs on dispose toujours de 1'homomorphisme d'algébres
50 HT(N) = BT

7.6. THEOREME : L'applicatien fa § BN HE(M) est H"(N)-lindaire, c'est-d-dire
que peur tout x ¢ H (N) et tout y « Hé(N) 1

* * * i+]j
feiay) = £5(x) FLly) o HC(M)

Démonstration : VBrifications formelles analogues & tout ce qui précéde. |1

7.7. REMARQUE : Le Théoréme 7.6 s'applique en particulier au cas ol f est un difféo-
fL est alors un isomorphisme de H'{N)-modules .
i e gk 1 _ . 0 2 . ke i - . m

(Ne pas s'inquiéter de 1'apparente dissymétrie : comme f  est aussi un isomorphisme,

morphisme, qui est toujours propre :
les structures de H*{M)-module et H™(N)-module coincident - cf. 7.8).

Mieux encore, 1'adjectif "propre” (ou 1'adverbe "proprement”) peuvent étre ajou-
tés partout dans les propositiens 3.8 (c'est en fait sous cette forme qu'on Tes trou-
ve énoncées =t démonirées dans [ §5]) ce gui assure le

7.8. THEOREME : Si f ¢ M » N est un homéomorphisme entre variétés différentiables,
: H'(N) = H'(M) est un isomarphisme d'algébres graduges commutatives et
£ ; HE(N) - HA(M) est un isomorphisme de H'(N) - (ou H"(M)-) modules, c'est-a-dire
fqu'on a,
en termes de H (N)-modules, pour tous x ¢ H1(N), Y € HE{J}, FE(xy) = f*(x)fé(y)
{en termes de H*(M)-modules, pour tous x' ¢ H1(M), e Hg(N},

L (x)y) = Kl

fell
LN M des homéomorphismes, donc des ap-

Demonstration @ Spit f : M~ Net g=f
M* Ep AR ]
(K} = F(H}

plications propres (si K est un compact de M et L un compact de N, g~
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V]

et £ (L) = g{L)). La version "propre" de 3.8 donne alors deux applications de clas-
se L, f:M>Netg:N~HM gui sont propres et sont proprement et continiment

homotopes & f et g respectivement : par définition o=, fE =l R a*,
gz = Jc- Comme g o 7 est proprement et continiment homotope & Idy, elle est propre-

ment et différentiablement homotope 4 IdM, d'oi (g o?)* = IdH*(H) et (5‘7?)2 =
d . Ainsi F = g" = Id L et fr » gE =1Id . De Ta méme maniére,
He (M) H* (M) = He (M)

* * w &
WL et g. s fo=1d .
Z0) IR (1)

I
A

I

¥

—

T - 1 »lcE ) - ol 3
Les propriétés formel les se vérifient avec - et I S s A

7.9. REMARQUE : Aux produits "internes" définis dans ce paragraphe le Chapitre V

va ajouter une notion "externe" : celle de cup-produit (V.3.2). On vérifiera sans
peine que la liaison entre les deux est assurée,

dans un sens par la commutativité du diagramme suivant :
L1

HUM) o B () — £ oy

~—

<
~ *
e

= M mam
o &4 : M~ M« M wes (x,%x) est Ta traditionnelle diagonzle ;
dans 1'autre sens, sip: Mx N+Metg: M= N -~ N sont les projections,

® o HTQH}, y ¢ BY(M), par la relation

-

sy o= (PN 1%) € BTN,



