CHAPITRE V

CALCUL DE LA COHOMOLOGIE

1. PRELIMINAIRES ALGEBRIGUES.

En premier lieu, certaines des propriétés structelles de A"(M) gtablies au
“hapitre précédent sont systémafiscées et des conséquences fondamentales en sont

deduites de fagon purement algébrigue.

1.1, DEFINITION : On appelle complexe Ta donnée d'une famille C = {Ckl de groupes
S == kel

gbéljens et d'une famille d = idkuk . d *homomorphismes oi d% : Ck = Ck+! et ol, pour

tout k « &,

Noter que dans le cas de 7 (M) on a Ck = {0i} s7 k < 0, tandis que, bien entendu,

Gy = Jkgﬂ) pour k = 0 et d =d koo
; % (M)

1.2, DEFINITION : Un morphisme de complexes f : (C,d) = (C',d*) est une famille d'ho-
momorphismes de groupes e Ly = Ci tels que, pour tout k ¢ £, le diagramme suivant

507t commutatif :



£
k :
Cx by
i !
Gk IJ'\
v
C e —
Tkl “k+l
1:k+1

La construction de Ta cohomologie faite au chapitre précédent est en fait une

opération algébrigque réalisable pour tout complexe.

3. PEFINITIONS : Le sous-groupe Ker d, se note Zk ; ses éléments s'appellent des

cycles.

Le sous-groupe Lm d, .1 se note B ; ses @léments s’appellent des bords. La

eme

propriété d_ = d, . = 0 entraine alors By, = Zk. Le quotient Hk = Zk/Bk est le k

groupe de cohomolegie du complexe.

Griace 4 1.2 fout morphisme de complexes f : € + C' envoie cycies sur cycles et

bords sur bords et induit donc une unique famille d'homomorphismes de groupes
£ ¢ k) - wReery.

1.4, REMARQUE : Dans le cas de la cchomologie de De Rham, les morphismes de complexes
sont eux-mémes induits par des applications de classe C" entre variétds, c'est ce qui
produit le changement du sens des fléches : 8 £ : M+ N est associée

£7 0 0NN) - @t (M) diod T : HT(N) > HY(M). (Et pour achever de noyer le poisson la

)

méme notation sert pour les morphismes de complexes et Teurs classes de cohomologie).
Pour continuer la systématisation, introduisons la

£
0T g S Gl

,;.
2]

Une suife exacte [courte) de complekes

BEFINITION u
consiste en des compiexes C, C', C" et des morphismes f, g tels que, pour tout k ¢« Z

ia suite 0 e e » 0 soit axacte.
k7 7k

1.6. REMARQUE : Il est clair que le diagramme suivant, ol M est une variété différen-
tiable et U,V des ouvertis de M tels que U « ¥V = ¥, est commutatif, puisque d commute

aux restrictions
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a* ) —F s ofuen®(v) ———I——saf(uav)
d ded d

i

¥ .

W
oy T L af* lprepktliyy 8 L akFl a0

Les morphismes f et g définissent donc bien, d'aprés IV.5.14, une suite exacte de

complexes
0 —- 07 (M) —=a% ) ® 87 () —=0"(UaV) —0
Le premier risultat fondamental de |'algébre homoiogique est le

f g

1.7. THEGREME : Une suite exacte courte de complexes 0 —+C' —=C —».C" —5- 0
induit une suite exacle infinie de groupes abéliens
s - x o * *
B pkiery sy <0 WB ey 2 n¥ ey L e L.

oG ¢, 1'opérateur-bord de la suite, est un homomcrphisme de groupes défini canonigue-

ment ci-dessous.

Demonstration :

1
i K+
(i} Définition de © : Hk(C”) + H l(C‘y
On considére le diagramme suivant, qui est commutatif, dont les lignes sont

axactes, et gu la composée de deux fléches verticales est toujours nulle ;

-1 .,
C:._ ->Ck_1 = b—O
id la“
T ; q,
e s
}U d l d"
i) ¥ gy
Fio k+1 ~ k+1  an
0 ——=Ljy “lag — >ty ———0
d' Jrl
¥ o
0 AT _Ei;__g,




ay On commence payr définir A @ Zk(C“) + Hk+1(C‘) en suivant la recette que voici:
{1) prendre " « Zk(C“) et choisir £ « Cr tel gue gk(ﬁ) = £" ; on a donc
df ¢ Ker Syl de sorte qu'il existe un (forcément unigue) n' « CQ+1 tel que
- =R = rs
Tk+l( )y =dE 3

{2) observer que 1' ¢ Zk+1(C‘) puisgue kaq o d'(n') = d « d(£) et que

fk+2 est injective ;

(3} se convaincre que, bign que n' ne soit pas indépendant du choix de
parmi ies antéc@dents de 2", sa classe y' modulo Bk+1(C') 1'est (en effet, si
gy(i) = 0, soit E' ¢ C& tel que fk(fi) = £ : alors, par injectivité de
flazs 0" = 4'(5") & By q(C')).

On dispose alors au moins d'une fonction X : Zk(C“) i Hk+1

() : & y',

o) Qu'il s'agisse en fait d'un homomorphisme de groupes vient de ce que, si £

(resp. £,) est un antécedent quelconque de 7" {resp. g;), S+ fait parfaitement

1'affaire comme antécédent de £ + ;z.

¢} Enfin, supposons que & ¢ Bk(E”) et prenons 8" ¢ C;_l tel que £" = d"(g")
$1 8« Cy_y vérifie g, _,(8) = 8", £ = do est un antécédent de £", d'od i1 résulte que
df, et donc n', et donc y', sont nuis. Cela garantit le passage au guotient de X, et
l(C‘) par 2(x") = y' (notant x" la classe de £" modulo Bk(C”)).

definit 5 @ HYCT) - WY

(it} Exactitude en HK(C).

Boit ¥ e W L") el £ Ik(C') avec &' - x'. Par définition, fk(x') est la

k 4
| < |L{;<

classe de T, (¢'), et g Y, de g, o fkia'! = {,

Pour la réciproque, deux ohservations :

- a cause de 1.2. et de ]1'injectivité de fkhl’ st & £, & pour image par fk

un cycle, £' ast un cycle (déjd utiiisé dans (i) a)(2)) ;

- & cause de 1.2. et de 12 surjectivité de 9p1» ON peut choisir pour tout
8,(C"} un antéchdent qui soit Tui-méme un bord (i1 existe v « B (C) tel que
g () = £%).

Sait alars % « HkiLF tel gque g“{x) = 0. Autrement dit, si £ ¢ x, gk(f) « Bk{C”).

On prend v e B (C) tel que gy (v) = g, (£) : par exactitude de la suite de complexes

K



donnée en Ck‘ il existe un unique £' ¢ Ck tel que f (£') =& - v ; ce £' est dans

i k

Lk(u puisque £ - v < Z,(C). Si on note x' ¢ H™(C') Ta classe de £', f

classe de [ - v, donc de £, donc clest x.

{111} Exactitude en 4L[u
e

(x') est la

Spit X & HY(C), E-e.x = Z, (C) : ainsi 3 « gk(x) =) = gk(a). Comme antécédent de

ql(J} i1 serait déraisonnable de prendre autre chose que £. Mais alors, avec les

notations de (i), d£, donc n', donc y' = 4 » akﬂg\ sont nuls.

:

tel gue 3(x") = 0 ; autrement dit (avec le
notations de (i)} &".¢ zk(c } tel aue 1" « -

Al = gleEY = &lars By =§ - fk{f') « 1, (C) et

[

Y. On prend £' <« C/ tel que
k

Ql) = §", c'est-a-dire gue

X

k e 3
=g (xl) en notant %, la classe de &1

1
&

i ; ; Kty s
{(iv) Exactitude en H™ “(C'}.

k k+ ]
Soit x = HIEML B e X = EP{C”) ! a E 3(x") est la classe de fkhl(ﬂl)
est un bord par définition.

k+1(

Soit x! o Hk+;gC') tel que f x') =0, 0u £' ¢ Zk+1(C') tel qu'il existe

avec r-+1i::) = di. Un note x" Ja ¢lasse de gk(i) : par définition de 3,

I1 est indisgensable de siangzler aussi un résultat classigue trés utile en

ticulier dans les raisonnements par récurrence issus de 1.7

.8. THEOREME ({Lemme des Cing)

S$i dans le diagramme suivant

i \ k )
| : ~B L h D E
: i |
(1) 2) | 13) (4) «
| L v ¥ ¥
A= > B el el
f q' h' k'

formé de groupas abéliens et d'homomorphismes de groupes.

5

qui

un



- les carrés (1) & (4) sont commutatifs
- les lignes horizontales sont des suites exactes
- les fléches o, £, 5, £ sont des isomorphismes,

alors 1 est un izomorphisme.

Demonstration

(1) On monire d'abord gue, si o est surjective, 8 et & injectives, alors vy est

injective. Soit ¢ « £ tel que v{c) = 0. Par commutativité de (3), h{c) ¢ Ker &, donc,
& eétant injective, hic) = 0 : de 13 1'existence d'un b - B tel que g(b) = c. IT1 suffit
alors de trouver un a « A tel que f(a) = b. Or, par commutativité de (2), i(b) « Ker g',
d'od un a' £ A' tel que f'(a') = E(b). La surjectivité de o fournit (au moins) un
a« A tel que u{a) = a', et la comutativité de (1), alliée & 1'injectivité de
garantit que f(a) = b.

{i1) On montre ensuite gue, si [ et & sont surjectives, = injective, alors v est
surjective. Soit ¢' « C' : h'{c') posséde un antécédent d « D par &, qui est surjec-
tive. Par comutativitd de {4) et injectivité de =, ce d est un &lément de Ker k,

S

1

d'ol un ¢ ¢ C tel gue i{c) = d. Certes en général y(c) # ¢', mais i1 suffit désormais
a

gl ==plol. Prist Yoy wikarti

de trouver un antécédent par commutativité de (3) ;
il existe donc un b' < B' tel que g'/b') = ¢’ - y{c). Un antécédent b « B de b' par g,
qui est surjective, vérifie alors, par commutativité de {2), v o g(b) = ¢’ - y(c),

ou encore ©' = y(g(b)+c). O

1.9, REMARQUE ; On voit qu'il n'est pas nécessaire de supposer a injective ni & sur-

jective. Toutefois le cas le plus frégquent d'utilisation du Lemme des Cing est son

application répétée de dearé en degré dans un diagramme infini engendré via 1.7 par

un morphisme de suites exactes courtes (le §3 va fournir un exemple typique) : les

i es verticales proviennent de treis en trois du méme morphisme de compiexes et la

mdme fléche jouera dunc successivement le rdle de - et de &, cu de ¢ et de R. Autant
yaut dans ces conditions retenir la forme faible du théoréme donnée ici...

2. SUITE EXACTE DE MAYER-VIETORIS.
Ce résultat, conséquence immédiate des considérations algébrigues qui precedent,

est d'application générale. On en donnera ici un exemple fondamental : le calcul de

la cohoinologie des sphéres.



2.1. THEDREME : S une varitte différentiable M est réunion de deux ouverts U et ¥,

on & une suite exacte infinie, dite de Mayer-Vieteris :

k+1

e 04 (U) @ ) — By L B Ly — i e 1 L vy s ¥ L ) -

Oémonstration : On a rappele en 1.6 ]'existence de ia suite exacte de complexes
0 — @7 M) —0" (1) @ Q" (V) —e0"{Un¥) —=D .

I1 suffit donc d'appliquer le Théoréme 1.7, en gbservant que Tes sommes directes

passent 4 la cohomologie. |

2.2. REMARQUE IMPORTANTE : Dans ce cas précis, le bord 8 de la suite exacte s'expli-
e assez facilement. En effet, la surjectivité du morphisme :K(U) a'#(V) 44>ﬁk(UnV)

1V.5.14) a T'aide d'une partition de 1'uni-

(o]
=
¥

a €té démontrée au chapitre précédent (cf.
té luy,0,0 associée au recouvrement {U;¥} = tout " e Zk(UnV) a8 pour antécédent

W= (o “.-Lum“) ; la construction de 2 établie en 1.7 (1) revient alors & considérer
successivement du = (d{nyw"),d(-qu")) = (w.uy) ol wU[U : - HVJU~ puis 1'unique

w' e ‘kfl(n,wj teTle gue w' U s Wy et w' y T Wy s oen passant au§ g]asses de cohomolo-

|
gie : B{(w"1) = [w'] defini par u'|; = d{oye") et w'|y = -dlau").

On déeduit immédiatement le résultat annoncé sur Ta cohomologie des sphéres
2.3. THEDREME : Pour tout entier n non nul,

#'(s™ S HYs™) = R

Hh(s™ =0 si kADetk#n.

Démonstration : Par reécurrence sur n

(1) n=1

On introduit les classiques cuverts

1

= [lxse)ec8T |y =1}

W 0, . . K E
Donc HI{“; SHUVY ® R et HY(U) = hL(!) = 0 pour k > £, puisque U et Y sont
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homeomorphes & B (ot néme difféomorphes, mais peu imperte d'aprés IV.3.8). Par
5 - - ,.1 y " - - .
aitteurs, le cercie 5° Btant caonnexe, HOLH;.U) = B. Enfin, U « V¥ a deux composantes
) . i k
connexes, toutes deux homEomorphes &8 R, d'od HJ\UrV) = R et H(UaY) = O pour k - O.

»

Le début de la partie nen nuile de la suite exacte de Mayer-Vietoris s'écrit alors

(4}

0 — AUy — 10 e ) — % a ) — ey — iy e ) —

0 —=R SENENE, Ty e e = P < TNT, PU
On y trouve que Ker f = Ima = R, d'ol Ker & = Im 8 ¥ R. [1 en résulte que

FI(SI) = ngﬂ-'b? = R par surjectivité de o. (N.B. Les fléches u et B sont définies,

comme on le voit immédiatement, respectivement par uts {u,u) et par (u,v)r (u-v,u-v)).

¢ 1 ¢ #
Pour k = 1, Hk(s') = HR(U . V) se trouve entre deux zéros, donc il est nul Tui-

méma.

2y n + 1

On suppose le theoreme vrai pour n- 1. On introduit cette fois les non moins
classiques ouverts U = S™((Q,....0,-1)% ¥ = "\ (0,...,0,+1}L Les projections stéréo-
graphigues de pdles respectifs Sud et Nord montrent que U et V sont homéomorphes
a R". vonc () = #2vy = B et WRU) = o) = 0 pour k - 0. Quant a U n ¥ on

1

voit facilement qu'il est homéomorphe a s+ R {par exemnle par projection stéréo-

graphigque de pile le centre de la sphére sur le cylindre de aénératrices paralléles

d 1'axe des plles et de divectrice 1'équateur ; ou bien en ghservant que

y
. n § = 1 s P . g & i o z
Uony = SOINIAS = RANDD grice @ 1'une des projections stérd@ographiques précéde

ment mentionnées : or ce dernier espace est notoirement homéomorphe & Sn_1 % Ml
(généralisation des coordonnées polaires)). La pramiére projection S L
engendrant comme on sait un isomorphisme en cohomolegie (utiliser 1'homotopie
{Sn_lm R) « R~ shmde p . ({r,8),t) e (r.£8)) on & Hﬂ(Ur=t] = R, Hn"!(Ufav) = R

et, pour k # 0 et k # n-1, Hk(U V) = 0 par hypothése de récurrence.

Si dans la suite exacte

SH uu) b e W vy Lk vy Lenfwu vy —e Uy e by —

abtiant — s+ B - R R —»R —=- .

- - 1 5 = A .
= h'.b”] = H. Sans méme remonter & sa défipition, on voit que

on fait k = 1, or O0e(Q —s=puisque, par

3 [ X
connexité, H (HuV



« est injective (la seule autre possibilité, u = 0, est exclue puisgue B ne saurait
3y
]

;de TAKer B=ITma=R et Ker 23 =Im@=R ; mais alors 3
1

Etre injective !

1

doit &tre 4 la fois nulle et surjective, ce qui oblige H (Sr') = H'(Uu¥) & étre nul.

Pour 1 < k < n., on obtient »?7 —0060—0 —»7 —0 & 0 —s 11 est
KisMy = WSUwuy) = 0. (N.B. Le ? de gauche est

déterming de maniére analogue en rempiagant k par k-1 : ne pas s'inguiéter i son
Y ;

done Bvident que dans ces conditions H

sujet:)

Pour k = n, on obtient —»0 —30 08 0 — >R —+% —>0. @ 0 —» Tout aussi

4 ey e s i =
clairement, H'{S") = H (Uu¥) = R.

Pour k = n, on obtient de nouvead —»? —> 00 0 —»0 —25? — 05 0 —s

avec 1a meéme conclusion (et la méme remarque) que précédemment. 0

2.4. CORDLLAIRE : Pour tout entier n non nul,

W™ o1 = W Ym0l = R
ks, . e ‘
HY(R "M} =0 si k#0 et k # n-1

1

: : / N ra n- Qe e . "
Démgnstration : L'homéomorphisme R4 {02——S >: IR+ deji signala, et la premiére

A =] « n-1
projection S » R, —=5§
v

, induisent des isomorphismes en cchomologie.

3, FORMULE DE KUNNETH (premier épisode}.

[1 s'agit cette fois de calculer la cohomologie d'un produit cartésien connais-
sant celle des "facteurs". Le résultat gu'on va donner s'applique Torsque 1'une des
variéiés est compacte mais ne sera démontré pour 1'instant que dans le cas particu-

ljer oi 1" on prend pour celle-ci une sphére.

3.1. THEOREME : Si X et ¥ sont des variétés cifférentiables, X &tant compacte, alors,

en tant qu'algébres,
HE (X =YY S H (%) & H'Y(Y) ,

ol ® represente le produit tensoriel "gauche" (c'est-a-dire avec la conditien de

signe) introduit en 1.8.11.



L'isomorphisme est rezlisé par un morphisme d'algébres que nous commencons par

construire en toute generalité.

Onnote p : X =Y ~-»Xetqg: X=xY¥-—»Y les projections canoniques ; on

suppose dim X = n, dim Y = m.

Sl e w“-,’_‘(,, est definie "sur" la carte (U,4.A) par 1 de € -‘:1(!\),
1'
- 5 Tedp
pilu) ¢ H(X%Y) est définie sur toute carte (U=V,&xy,A~B) par la forme
A x| o ,'1[1Rn+m) ¢y — § :tI(X) r.};
i
I€Jn

{en identifiant comme d'habitude les vecteurs de la base canonique de R" aux n
premiers vecteurs de celle de R™™ (cf, 11,5, 2)).

De méme # i(‘{) définie sur (¥,0,B) par ¥ By dy; induit g (B) e (X xY)
J
JeJ
m

définie sur (Ux=YV.,dxyu.A=B) par

P ) |

A B—=t{R"T) 1 (xyy) b ] Eyly) ny

; = Hn - e ’ m
{avec, cette fois, identification du k= vecteur de la base canonique de R~ au

soit Eotile = r;.,().

VB 4 1
(n+k)® de celle de B™M

On obtient donc une forme o A B = p*(u) A g { i)« L.AHJ(X «Y¥}), laquelle est défi-

nig:sur (U Vo> A xB) par

AR e e T T ap(x) Byly) € » n)

ot oy
I"Jn ‘J'Jm

A x B —u

Il est facile de vérifier gue cette application
M g Bl LE NIV
AROD s (Y —8" Ky

est bilinéaire ; que s1 1 et & sont fermées A B oest fermée ; gue si o ou P oest

exacts, 1'autre étant toujours fermée, o ~ [ est exacte. De 13 1la
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L)

fal)
C
o

induite par %, L'image de a® b se¢ note

3.3. LEMME

{1} Le cup-produit définit un morphisme d'algebres graduées

H(X) ® HO(Y) —mH (X xY)

(if) Si f : X —X'" et g: ¥ -—=Y' sont des morphismes entre variétés différen-

tiables, le carré suivant est commutatif

HE (X' ) e HT(Y' ) — = HY (X" = ¥")

7

|
¥
B XY ® H (V) = WK Y

Uémonstration du Lemme
(1) Soit a « HI{X), b e H(Y), ¢ « HY(X), d ¢ BYY). 11 suffit de montrer que
(aub)lc.ad) = (-])Jk ac w bd. Ou encore, en prenant des représentants o ¢ Zi(X),
by 7 4y ) e - Tk _
S0,y € Z (K0 8¢ T (Y)s que (wAB) & {yA8) = (-1)7° (aav) A (Ba5). OF
sur une carte (UxV,p=0,A=B), le menbre de gauche est défini par

%y s o S, e S B (LT - v T
(%) 1 i _] & [_*]\7‘- -IJ-Y> \].:(X/ AL(Y) £ W Wi AR
et le membre de droite par

; ’ ‘ = = *
(%,¥) — (=139 t ] ¢ r(() Tgex) Lny) oL(_y) Ef & Eg A Ny A r‘{,
d'ou le résultat.

{(ii) La commutativité, évidente, du diagramme



f

1 !
Wi p'

K —— e XM}

' q'

s R {1

entraine celle du diagramme

afgxty endprry — 2 salxwy

* *

T xg

(Fxg)”

' - A
algy = adtyy —2 wq™Iixy)

dont le passage au quotient se vérifie sans peine. [J

On démontre alors plus précisément le

3.1.bis. THEOREME ({Kiinneth) : Si X et Y sont des variétés différentiables. X compac-
te, le cup-produit

o B e HE(Y) = H* (X % Y)
est un isomorphisme.

Démonstration : Comme annoncé, nous nous limiterons ici au cas ol X est une sphére.

On procéde par recurrence sur la dimension de celle-ci.

Dans ce cas la question se réduit & vérifier que pour tout entier k
HO(S:H wllk(Y} -FA>Hk(SO.<¥). Les deux espaces vectoriels sont évidemment isomerphes
(puisque HC(SO) = Re R et que SO % Y consiste en la réunion disjointe de deux
exemplaires de Y). Reste & s'assurer que le cup-produit réalise bien 1'isomorphisme.

Pour y voir clair, posons



TR o LS S ey Fare? ST
G LCgle ALGeELTLgE

SO). c'est-a-dire o : SC + R, alors p’ (v) est définie par

a(ly, p*la){-1,y) = u(-1). De méme, si & ¢ 2K(¥), q"(B) est definie par
: , c'est-d-dire que i"(q"(#)) = 3 (q" () = B.
Finalement, =« o B({l,y} = al1) B{y), a A B(-1l,y} = a(-1) #(y). Autrement dit, en
termes pompeux mais commodes, le diasgramme sujvant, od figurent les morphismes
canoniques :..U(SO) Z.ReR:ar —{a(l),a{-1)) st

¥ : (ReR) ;kiY) E —>4k(v) < (YY) : [{a,b},u) > (au,bu), est commutatif

box Id
ol
i ¢ a%

[

k., .0 = M p Lk = K ol
{5 =) ‘.r\..' (U) &4 (V) =r = Rl (Y) @ k(Y)
Restriction i@ ]

Par ailleurs toutes les fleches dudit diagramme sont compatibles avec les opéra-

i : o £
teurs-bords des divers &°( ) : par exemple le diagramme

D) it SR d, g9rel) g gftin
I
; i
1
kluyy — k10

commute, comme on le vérifie directement.

d'od, apres lindarisation des = en @,
'
04y

1

On peut donc passer & 1a cohomologie,

le diagramme commutatif suivant,

0,0 =g [y [
et en remarguant que 9°(57) = Z \;L? = H7{5

ol la fléche de droite, et donc aussi le cup-produit, est un isomorphisme :

¢f[jﬂ)n~uhkvj - - ———+;}{¢-R):=kaY)
{ 28
5 : g ) = ;
w50« v) — 15Uy @ HY) —— iR s iRy

!

a fiéche 1 étant tout ce qui reste de la suite exacte de Mayer-Vietoris.
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m

(ii) Xx=§ (m=>0)

On suppose le résultat établi peur m-1, et on introduit de nouveau Tes ouverts
UetV (cf. 2.3.(2)) tels que =y Vv, U et V soient homéomorphes a Rnu et Unv
ait la méme cohomologie que s™ 1. on pose U' = U » Y, V' =V xY, d'ol
STk Y = U u VY, (UnV) <Y = U a V.

[T en résulte deux suites exactes de Mayer-Vietoris :

—Ho Uy ey ) —=ikU a vy AW oy Wy oW )
et
— B Uy e oY) —= iR A Yy e b ) s iy e B ) —-,

i . 5 4 - > 4 )
En faisant Tes produits tensoriels & droite par les H™(Y) et des sommes directes, on
obtient une troisiéme suite exacte, et les cup-produits définissent des morphismes
de celle-ci dans la premiére, comme on voit sur le diagramme (A) de la page suivante.

En fait les choses sont plus simples qu'il n'y parait de prime abord :
- dans fH*(U) ﬂ'{Y)]P le seul terme non nul est HO(U) ® Hk(Y) ; et Hk(U‘) 3 [ Y.
Plus précisément, si on désigne par p 1'application U + {P6le Nord}, par exemple,

k

]
~
&

on sait que p* realise 1'isomorphisme H*(Poﬁnt)-;i+-H*(U) et § = (p x IdY)*

. ~

1'isomorphisme H' (1) == H'({Pt}xY) —=»H"(U'}. Bien entendu, ceux-ci commutent aux
cup-produits (cf. 3.3.[71)), d'ol 1z commutativité du carré de gauche dans le dia-

gramme C-dessous

O(pty » HKIY) —Y >R » HY(¥)

| | |
il = I

HK

A i L
WUy e HoY) <2208y

?

=% (i) ——— & WP
o]

: i [ i o 5 B
Dens le carré de droite, v est induite par @°(Pt) —R : or—salPt) (cf. défini-
tion de & en {i)) etoest 1'isomorphisme cancnique. Ce carré est alors trivialement

comnutatif, d'ocd i1 résulte que les deux cup-produits sont des isomorphismes.
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S H" (U)eh™ (Y) Jk@[H*(V)%Hi(Y‘)]k "EQH*(U“‘I'J-‘."Ii'("')jk ‘@“”FH*(U”"’)éH*(Y)]k+1 —=

"“k AN Oy Ye1 = =
! | ‘
Ny e Ry o WSy — B Ry

ST (U1 (1) T (V) SHT (1) ——nCHT QW) & W'D —
Sy oy e Hpag =
I TP (T T T

Diagramme (A)
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- Tout ce raisonnement peut se tenir pour ¥V et réussit donc a démontrer que “k et
@, du diagramme (A) sont des isomorphismes.

- En ce qui concerne U n V, un raisonnement analogue méne au carré commutatif

*

CHY(Ua V) & K (1), ~——— W (s™ ]y & 1" (V)3,

By s

v

(s"hxny

¥

T b P

d'ol i1 résulte que By -et, bien sir, Bre1” sont des isomorphismes par hypothése

de récurrence.

I1 ne reste plus qu'a démontrer que les quatre carrés du diagramme (A) sont
commutatifs. Or les premier, troisiéme et quatriéme carrés le sont parce que les
cup-produits commutent aux restrictions (cf. 3.3.(ii) en prenant Tes inclusions en

guise de f et g) : par exemple, (ukdy)‘u,nv. c (U’Unv)‘“ y.
En ce gqui concerne le deuxiéme carré, i1 suffit de définir la partition de 1'uni-

t& aui permet de construire @' & partir de celle qui construit a : si {aU,aV} est

associée au recouvrement {U,V} de s™. Ja donnge

G"LIJ'(X,.‘I‘) :")‘U(X) 3 O-\‘/'(X),y} =CLV(X)

définit clairement une partition de 1'unité asscciée au recouvrement {U',V'} de

5 !
L'avantage de ce choix est qu'il assure, pour w e %1(U-\T}, ne-QJ(Y),
(m) & n = af(win) et (aw) An=aj(win) dans 2 I Uav)x¥) = 2™ ay),
(En =ffet, notant comme préceédemment p : U'n Vi = (UnV) x ¥ —s U n V et
g:U" " nV¥! =(UnV) xY—=Y Tes projections canoniques, “ﬁ‘ n'est autre que

p*{au), diodl {ow) A= p*(ai| y A g (n) = p’\nb) P {w) A g7 (n) = Ay An o et de

méme pour @y, = p (.LV‘\j.

Soit alors w e H(Un¥), v e HT1(Y), et w e Z(UnV), neZ .(Y) des représen-

i+1(U V) tel que
Xfy= dfxv-‘ et k|, = -Cfcuu; (cf. 2.2}, le représentant x = A A n de (3w) o y véri-

i J (v

€
tants respectifz. D'une part, aw ayant pour représentant X e Z

fie 1a condition xiu. = d(oyw) A n et XlV' = -d{ow) A n. D'autre part,

el



'(wwy) a pour représentant la forme 6 ¢ Ek+l(u'lJV‘) définie par la condition

] § - - ) 5 -
Biyr = dl.w__l;, wan) et |,,|‘”i = —d((‘llw wan) (cf. 3.2 et 2.2). Or

dley, wan) = d{{ayw) an) = d{ow) A n + (—1)1(avm) A dn

car i1 est immédiat sur la définition que les réglas de calcul relatives a A se

Lransmectent 3 A}, Autrement dit, n étant fermée, €

lur = Xy De 1a méme maniére

Kiyrs d'ol @ = x, et le deuxiéme carré du diagramme (A) est

on montre que 4, =

TR
v

commutatif

Toutes les hypothéses du Lemme des Cing sont rdunies et Tyyp BT donc bien un
isomarphisme. [

Comme application tout-a-fait immédiate de cette version simplifiée du théoréme
de Kinneth, on obtient la cohomogie des tores.

1 < g
Scit 155 X.,.% 51 (n facteurs) le tore & n dimensions.

3.4. THEOREME : Pour teut entier n 2 ! et tout entier k s n, H (Tn) est de dimension
i b (] nl
tirie: et ST = ) SRRy

Demanstration

0! nombre de facteurs,
—n =ty 6 i
H(T™) = HH(S) o8 WY(ST)
. Oedy Al rechi) s Kyl ) 3
r H(5") = H{5) = R et, pour k 1, H'(5%) =0 : on obtient ie résultat par
décompte direct

) | L -
Mieux encore, on peut remarquer qu'en tant qu'algébre H (sl) est 1'algébre ex-

térieure & un générateur A(R) . Ainsi (cf. 1.8.12}, H'(Tn) = ﬂ!?“) et le présent
résyl tat est une conséquence directe de [.8,13.

n

3.5. CCROLLAIRE : Peur toui entier n, 1a sphére " st le core 1" ne sont pas homéog-

morphes .
ca g confirme - enfin | - ja différence entre un ballon de football et

une chambre & xir.
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Y, COMOMOLOGIE A SUPPORTS COMPACTS ET COHOMOLOGIE RELATIVE.
La suite exacte de Mayer-Vietoris ne faisant intervenir que des inclusions,

1'espoir est raisonnable (cf. I11.8.4 et IV.4) d'en trouver un éguivalent - certes

covariant - en cchomologie @ supports compacts. C'est bien ce qui se passe.

Soit M une variété différentiable, U et V deux ouverts de M tels que M = U u V.

En se restreignant aux formes d support compact, on peut appliquer IV.5.12 pour ob-
tenir les morphismes

¥ i 9a(UaV) = op(U)

5 : fe(Un V) = ag(V) .

*

b 2 Ge(U) - op(M)

¥

Wo: "‘t(\’) + fin (M)

L7}

ainsi, pour w « QE(Um ¥), y{w) est définie par les conditions

Y(m)lUvV = 0 et Y(m)‘U\V =0 ;

les trois autres morphismes sont définis de maniére analogue.

De 12, pour tout entier k, une suite

{cf. IV.5.14).
4.1. THEOREME : Cette suite est exacte.

DEmonstracion

(1) L'injectivité de (-y.£) est triviaie.
(ii1) Que (a+y) o (-v,&) = 0 est trivial

Réciproguement, soit w e ﬁk(U) et g ¢ JE(V) telles que dlw) + 4(z) = 0 . Les

restrictions de cette derniére & VWU, U\V, U »n V sont respectivement celles de 3,
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uy uks. Il en résulte que Supp w et Supp ¢ sont des compacts de U n V, d'ol
| kaf!I A | \!\ SR TA = e =l : . P =
i) fja 2t R et 7| oy Helliavy, et que o (TSR [T ce qui fournit 1'anté-
cédent cherché.
{(iii) Soit & .EJM; et EJU,uV] une partition de ]1'unité subordonnée au recou-

vrement [U,V}. Le support de i est un compact de M inclus dans UJ, donc un compact
; 4 - Bl (Ul .k : Ve
de Y, et yh < wE(U; i de mdme o) ‘C(V)' Le couple (aUA,mV») est 1'antécédent

cherché.
4.2, COROLLAIRE : Si una variété différentiable M est reunion de deux ouverts U et V¥,
on a une suite exacte infinie, dite de Mayer-Vietoris & supports compacts

k k k P k] kel K+l K+,
> He(U) ® HE(V) —> He (M) FHO U0V S HETHU) @ He' H (V) —HETH (M) —

Oemonstration :
Appliquer 1.7 & Ta suite exacte de complexes

# *

0 —oZ(UaV) 2l (U) & GC(V) —=ag(M) — 0

dont 1'existence est démontrée au théoreéme précédent. Bien entendu les fléches vont
2 1'envers de celles de 2.1.

4.3. REMARQUE : Ici encore on peut expliciter le bord U : si X « ZE(M), ALY = [wl

ol

ol w = d(“VA)IUmV = =d{cy k)

La notion suivante est

voir 4.10).
Soit M ume variété différentiable, N une sous-variété fermée. On note QL(M,N)
le spus-espace vecloriel des k-formes sur M qui s'annulent sur N, autrement dit

Vk(N,N) = Ker({i

—_—

=
=
=
—
St

y

ecel immédiat que, si Hk(M,N). } ;K+1(M,N) ; ainsi Jf(M.N) ast un
sous-complexe de o (M). On notera Zk(H,N} = fu e :k(H,N) | do = 0 et
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B,y = d(eR L)y,
A.4. DEFINITION : Le k& espace vectoriel de cohomologie de 1"(M,N), noté Hk(M,N),

est le k= espace vectoriel de cohomologie relative de M modulo N.

4.5. REMARQUES :

17} On peut faire N = ¢ dans la définition précédente : en effet, II1.5.9 assure
d&  Ja structure de sous-variété fermée de n'importe quelle varijété différentiable
(a8 ceci prés que la dimension de » n'est pas définie). Evidemment, pour tout entier k,
WM, 5 = HE ().

2¥) L'inclusion H*(M,N) c 27(M) induit pour tout entier k un homomorphisme
HK(M,N) - Hk(M). Celui-ci n'est en général ni un moncmorphisme ni un épimorphisme
(cf. 4.9(3))

Soit deux paires (M.N) et (M',N'), ol M,4' sont des variétés différentiables et
N.N' des sous-variétés fermées de M,M' respectivement. Une application f : M = M'
telle que f(N) c N' sera notée f : (M,N) = (M',N'). Si celle-ci est de classe C (ou
méme seulement centinue d'aprés IV.3.8) elle induit pour tout entier k une applica-
tion linéaira

R C IR IR LA

4.6. REMARQUE : Ep particulier, pour toute paire (M,N), 1'inclusion (M,4) « (M,N)
induit précisement es applications lindaires HE(MN) = HR(M) indiquées en 4.5.

La définition méme de ©"(M,N) signifie gue pour tout entier k la suite

o v 3 N+ M est 1'inclusion, est exacte. En fait,
4.7. THEOREME : ‘laur tout artier k, 1@ suite
.

0 — 20 — g s Ffy =0

est exacte.

1dd



Eémonstration ]

(1) Dans le cas particulier ci M = R , N = rP (n,p entiers, p < n) et

n .

1=3j: R+ R (XpaeneaXo) = {Kg 500040 050)

n

12 projection « : R" » RP : {Xs000sx ‘#—»[xl,...,xp) vérifie n o j = Id p et

n’

permet donc d'écrire toute w ¢ mk(mp) comme w = J*(n (w)) , 7 (w) e Uk(Rn).

{i1) Dans Te cas général, tout point x « N posséde un voisinage ks dans M dif-
féomarphe & R" par un difféomorphisme ¢ tel que le diagramme

Wl N
4 A
I I J
."'X’N I ‘
Vo al—= > &P
|
'w'"vxnw

soit commutatif.

On considére Te recouvremsnt ouvert Viliy de Mol [ = Nwui=,V =MN;

s0it il une partition de 1'unité subordonnée 3 ce recouvrement.
k ; — " .
S9 {H) , i1 existe pour tout x ¢ N, d'aprés (i) et Te diagramme ci-dessus,
k k
8 £ e " AN 3 5 = n it = e LR
e forme w, (¥, telle que By aN = By V.aN On pose w,_ =0 ¢ WW{MWN}. Alors
. T K, P ! % R e =
forme w = | . & UT(My (ef. chapitre IV aprés 5.13) vérifie w y=w. 0
- q L
jel -
§.8. : Toute paire (M,N) o0 M est une variété différentiable et N une

sous-varitte formee de M dunne lieu 2 une suite exacte infinie

* *
k T U ST T

SRR ) QLA g ) QU IR ST T) G

4.9. : REMARQUES :

(1) Adnsi HAOLN) = ker(H00) » W) @ Coker(H®™ 1My = 1% 100y (ef. 4.5.27)).

{11) Le bard » n'est pas aussi simple que dans Te cas des suites ecxactes de

Mayer-Vietoris.



Les deux notions de ce paragraphe sont liées dans le cas o0 M est compacte.

Pour toute paire (M,d), }""inclusion" HE(M\N) gl EE(M) £ Jk(M) , qui consiste
en fait {IV.5.12) & prolonger une forme par 0 sur N, factorise évidemment 3 travers
.k(M,N) . 11 en résulte méme pour tout entier k une application linéaire

¥: HE(M\N) - Hk(M,N) puisque les bords commutent aux inclusions. Notre but va étre

désormais de prouver le

4.10. THEOREME : Si (M.N) est une paire compacte (c'est-d-dire que M est une variété
différentiable compacte et N ure sous-variété fermée de M), alors, pour tout entier

k, 1'application Tinéaire
5t HEORN) — HE (M)
est un isomorphisme.

La démonstration requiert 1'intreduction d'un concept qui ne nous servira que
d'accessoire technique, mais dont 1'intérét intrinséque est énorme (voir | 7 1, cf.

aussi IV.1.2), celui de fibré vectoriel.

4.11. DEFINITION : On appelle fibré vectoriel un triplet (E,m,M) o E,M sont des va-
riétés différentiables et n : £ + M une application de classe Cm‘possédant les pro-
priétés suivanles :

(1) pour tout x' &M, w_lt{x}) est muni d'une structure de K-espace vectoriel de

dimensicn *inie (K = R ou ) ;

{2) pour tout x e M, i1 existe un voisinage ouvert V de x dans M, un entier

n et un difféomorphisme 4 : 7 “(V) » V x K" tels que

(1) le diagramme

(ol ¥r est la prewiére projection) soit commutatif,



oL |
(11) pour tout y « ¥, la restriction 4, de ¢4 v “({y}) soit un K-iscmorphisme

T zrvll'[y.\ — {y} x Kﬂ = Kn
i /
On appelie M 1a base du fibré. £ 1'espace total, n la projection et ™ ({x}) ,

noté E_, la fibre au-dessus de x.
% y

Le cas le plus simple de fibré est svidemment celui du produit cartésien, od
3 i | o P ] = 4 P P . =
E =M =K et o=pr:cestle fibré trivial. La condition (2) impose que tout fibré

soit trivial localement.

4.12. REMARQUE : Le fait que, pour tout x ¢ M, Ex 501t un espace vectoriel, donc non
vide, assure la surjectivité de m.
Cela permet sussi de définir une injection v : M =+ E en prenant, pour tout x ¢ M,
(%) égal au zéro de £y
Il est clair que 7 » 1 = ILM. En outre, sur chaque ouvert ¥V "trivialisant", 1 v

est la compasee

ce qui assure que | est de classe C

Afnsi un fibre vectoriel est d'abord une coliection d'espaces vectoriels de di-
pension finie. Il est done raisonnable d'espérer, en prenant au besoin quelques pré-

cautions, munir

fibres de propriétés rappelant celles des espaces wectoriels.
Nous allons woir & titre d'exempie et pour les besoins de la présente cause ce
qu'il en est de la notion de métrique.
fout espace vectoriel de dimension finie sur B est muni du produit scalaire
welidien, Jequel est ung forme hilinéaire symétrigue définie positive. L'idée direc-
trice serg de prendre une telle forme sur chague fibre en t@chant de les faire se

recaller. Pour cela;, le plus sir est d'avoir recours d
E = {4fasb) ¢ E x.E | n{a) = w{b))

i se trouve étre canoniquement (démonstration facile Taissée au lecteur...) fibré

de pase M gt de fibre IZ;c - hx au-dessus de x, et de peser la



4.13. DEFINITION : Une métrique sur le fibré (E,n,M) est la donnée d'une application
continue & : E " E+ R telle que, pour tout x « M, la restriction by de & 4 la

fibre Ex x B, soit une forme bilinéaire symétrique définie positive sur Ex.
Le procédé est 1égitimé par le
4.14. THEGREME : Tout fibré vectoriel peut &tre muni d'une métrigue.

Démonstration :
{1) Le fibré est trivial : £ = M « R" et n = pr. Alors E M E s'identifie na-
n

turellement & M = R” = R" et il n'y a qu'a poser &{x,x.8) = (u|B) ob ( | ) désigne

le produit scalaire euclidien.
(i1) Dans Te cas général, i1 existe par définition un recouvrement ouvert ﬂUiri I

de M tel que, pour tout i ¢ I, le fibré (w'l(ui) s 0 g : Ui) soit trivial, du
! (U'i)

moins & difféomorphisme prés, ce qui ne géne pas : le diagramme

est commutatif.

Le méme recouvrement trivialise également le fibré (L “n Garell) Wy guRAETTS S
mi&) = m{n) : en effet pour tout i € I, si Ai - 7_1(U.H —» R" est définie en posant

i/

i

pour £« n_l(H%). .If") = (71‘),;i(1}), on obtient clairement un difféomorphisme

et un diagramme commutatif



Seit, pour tout § = I, "1. = -"‘-.-i . ‘f"i 1 l”_l(U.‘ <MW ooi A 2 U, R xR~ R

a5t fournie par (1). En particulier, si x € Usy Ta restriction ﬁjw de éi EELF Ex

est une forme bilinéaire svmétrique définie positive sur Er : trés précisément, si

(E0) € By % B, o 80 (80) = (A (8) A (m) (cf. 4.11(2)(34)).

sait

une pariiticon de 1'unite surbordonnée au recouvrement wU.;.rI ; posons,

rife] 2 iy

pour [Esn) £ E ““ F et i = I,

g (T(EV )& (Em) sT w(E) < U,

ot el 1
II
Ga (L) I
{0 sinon ;
Al
enfin & = k 31 A = N E - R . Due & soit bien définie et continue est classique.

Pour x < M, il existe un sous-ensemble fini non vide J = [ tel que o;(x) > 0 ssi

i €0 5 alors = ] &i{xjﬁ;J . Bt 0 est bien une forme bilindaire symétrique dé-
j=J < X
finie positive sur £ comme combinaison lincaire d coefficients strictement positifs

de telles tormes.

Noter qu'en posant, pour tout & < £, V( &} = VO{E,5) on munit chague fibre d'une

.
i

=

—

normne (En particulier, pour tout x € M, Y(1(x

Cela permet ge poursuivre 1'analogie avec les espaces vectoriels de dimension

Finie et de définir, pour tout € » 0, le fibvé en boules de rayon £ associé & (E,",M).
1T ='agit de 1'ouvert
L =1 L ':_,-' 3

sous-varieté de |'espace total E : ainsi, pour tout x € M, (B )\ =B. N E_estla

boule "ordinaire" (pour la norme induite par ‘() de centre 0 et de rayon & dans E,.

cas particulier od M est compacte, 1'analogie est trés forte. Dans ce

[rans le
ras, le Fibvé (E,7,M) posséde une famille finie d'ouverts trivialisants. Plus subti-
lement encore, grice 8 Ta locale compacité de M, i) existe un ensemble fini I, deux

:aﬂ~i;p-'b1 ey BRIV 1 d'ouverts de M, et une Ffamille fﬂili I de compacts de
4 i n .
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icl

(11) pour tout i ¢ I, Ui € Ki c Vi

’

(iii) pour tout i ¢ I, Te fibré est trivial au-dessus de Vi : il existe un difféo-

morphisme ¢, : n‘l(vi) + V% R" tel que le diagramme
) — vy x W
\ e

w\\ Spr

soit commutatif.

4.15. REMARQUE : Nous regrettons autant que le lecteur 1'encombrante présence de la

famille {Vi% : elle n'est 1a qu'afin d'assurer que tous les fibrés envisagés ont
pour base et pour espace total des variétés différentiables (cf. 4.11), ce que ne
sont a priori ni les Ki’ ni les 7—1(Ki). Mais seuls ceux-ci jouent véritablement un

réle dans la démonstration du lemme suivant, qui est de nature topologique et non dif-

férentielle.

4.16. LEMME : Dans les conditions ci-dessus, les fibrés en boules de rayon e, ¢ > 0,
forment un systéme fondamental de voisinages de 1(M).

Demonstration :
(i) Le Tibré& est trivial et I est un singleton.
Dans ce cas (M) = M = {0}, Ta topologie de E est la topologie-produit, pour

tout x « M, ¢ est le produit scalaire euclidien et, pour tout {X,a) ¢ M x
v (%)) = |al {cf. 4.14(i)).

Si T est un ouvert de £ = M % n" contenant M » {0}, 1'existence, puisque M est
un compact, d'un ¢ » [ el que M » D« T (o0 D_est 1a boule ouverte de R", de
centre 0 et de rayon ¢) est un résultat classique de topologie générale. Dans le lan-

gage du présent lemme, c'est dire que B_ < T.

Remarquer que la structure différentiable de M n'a pas servi.



Popolegie Algébrique

(11) Le fibré est quelconque,M restant compacte.

Dn utilice les notations de 1'introduction (avant 4.15) et de 4.14. Soit encore

T un ouvert de E tel gue 1(M) = T.

s =
Pour tout i e 1, Ti =T n7 t{'.!1.} esi un ouvert de -(Vi} el que 1(V1) = T1
et Z, = *ifr1) st un ouvert de LSE Hn. heméomorphe & Tf, tel gue Vi ® {0}« Zi.

La métrigue fi; sur ﬂLI{HiJ étant définie comme en 4.14 (ii), on a, pour tout

r_l{Ui}, vilg) = Jﬁifﬂ_:j =[x (8))-

On se restreint & Kj - Voo Ta demonstration de (i) fournit un €; ¥ 0 tel que,
siox ek et lal < eqq (%20} € Z,. Alors, si £ e 1(K_]-‘; et vi(f) < g40 #;(E) =
{ {g].ﬂiij)) e Zi , c'est-3-dire que £ ¢ Ti' Cela reste vrai a fortiori au-dessus de

IJ_.ll

pour tout E e f_l[Ui] 5 53 w1{;] 5 Ega alors £ e Ti 2
C'est d'ume partition de 1'unité la;l; ; subordonnée au recouvrement {U.}. .
= (3
(et non pas ivi Y ogu'on se sert pour construire la métrique & sur E. Comme I est

a
fini, £ = inf £y Bst strictement positif i on va montrer gue B_ = T.
il 2

Soit £ e E tel que w(E) = MBIEE) <eet d =(iel| ay(n{€)) > 0} @ ainsi

Comie | ug(u(E)) = 1, 11 existe un i e J tel que &;(£,5) < €% 5 £%, clest-a-dire

que v.(£) < =5 i par ailleurs, £ n"Iiﬂi? puisque Supp a; = U, : donc £ e T, O
Pour faire intervenir les fibrés vectoriels dans la démonstration de 4.10,

nous avons besofn du résultat sujvant, que nous admettrons (voir [111)

4.17. THEOREME : (du yoisipage tubuiaire). Soit M une varigté différentiable, N une
sous-variété fermée da M, 1] existe un voisinage ouvert E de N dans M et une projec-
tion v : E + N tels que (E,v,N) puisse &tre muni d'une structure de R-fibré vecto-
riel sur M.

Un tel volsinage est dit tubulaire.

4.18. REMARQUE : Plus precisément, N s'jdentifie & !'ensemble des vecteurs nuls de

toutes les fibres : 1'injaction 1 n'est autre que 1'inclusion.
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Déronstration de 4.10

Ui rappelle que pour tout entier k 1'application linéaire y : HE(M\N) » HO(M,N)

est induite par 1'™inclusicn® i%(M\N) - Qk(d,N). En fait on enléve les guillemets
t on garde la méme lettre pour une forme de ué(M\N) et la forme prolongée & M par

ol
0 eur N.

k

(i} » est injective.

Soit w ¢ ZE(M\N) telle qua (lwl) = 0 : ainsi Supp . est un compact de M\N,
dw = 0, et i1 existe une O ¢ Qk_l’M,N) telle que dit = ... It s'agit en somme de
"vaboter® & au voisinage de { - en Tui dtant une forme exacte ! - de fagon que la
forme raboteée s'annule non seulement sur N mais au voisinage de N ; Ta compacité de

M fera le reste.

A cette fin, soit (£,+,M) un voisinage tubulaire de N dans M (fourni par 4.17).
On le munit d'une mBtrique Sgrdce & 4.14. Comme Supp w n N = 4 et par compacité de
N, on applique 4.16 pour trouver un ¢ > 0 tel gue le fibré en boules BE ne rencontre
pas Supp w : si 8_ désigne la restriction G'BF’ on a donc 6_ « Zk_l(BC,N). Or 1'in-
¢lugmpm ¥ @ N = BE indurt un isomorphisme en cohomologie puisque les fibres sont con-
tractiles (le lecteur scrupuleux n'aura pas grand mal i exhiber 1'homotopie requise}.
La suite exacte 4.6 appliquie a la paire (BE,N) montre donc que kal(BC,N) =0 et 1}

existe une forme o - " (B_,N) telle que do = ¥ .

I1 ne reste plus qu's introduire une application de classe C

A [l & ’

ceile que A{s) = L pour 0 <« s < e/3 et 3{s) =0 puuwr s - 2/3, qui permet de définir

B . o
une appliceiion de classe C

tE= R ;o ge A(w(i}) ob (L) = VBTE.Z

7

Remarquer que, si £ ¢ B_,3 + v(E) = 1 et (dU)(E) = 0.
iE
k=2

(B ) s'etend alars, par O hors de B_, en une forme

nd
PR L e S

MYy est 1'antecédent cherché : en effet, d'une
part dé' = df = w ; d'autre part 6'|y =8 - d{Vo) = (1—@)“ - (dv)a, d'od
':3 = U, ce qui Tmoligue Supp B'n N = ¢, donc, par compacité de M,
Pl T



(11) ¥ est surjective.
Zk(M,H). 11 s*agil encore de rogner w au voisinage de N, On utilise tou-

jours les notatiens de [1).

it p—_— k
Soit € > 0 ; comme precédemment, w, = M\B e ZO(RL T

BN) = BK(B_ M) et 11 existe
:K—;{B ) telle que w_ = df. Comme précédemment, Jil s'étend, par 0

une forme H
?x—l - 4B uk(M,N) est la forme cher-

hors de B_, en une fprme 8' (M,N), et w' =
chée : en effet duw' =0 et ”IIB =0, d'od m'iw\“ : Z&(H\N) . Trivialement,
HEta [ PN o

| ) ) = [w ] = [wl.

PN

La conjonction des théorémes 4.8 et 4.10 permet le calcul direct de deux cohomo-

legies importantes.
4.19. THEOREME : Pour tout entier n,

W)

i
o)
W
ks
=
e
-

||CL

He(B") = R.

Hemonstratign :

Pour n = 0, HOURYY = H(R®) et Te résultst est déja connu.

Soit alors n = 1 et a = S". On sait (cf. par exemple II1.2.2 (ii1) 1°)) que R"
g5t homdomorphe a 5 wial, fal etant une sous-variété fermée de dimension 0 de la va-
riété compacte M D'aprés 4.10 on @ donc, pour tout entier k , HE(F“) = Hk(SnS{a}L

Sinm=1, la sujte exacte 4.8 se rpéduit a

O(st fa)! Orsly = H0((a)) — Hi(sh, (al) —HIsl) >0

yradl] —=
Partout ailleurs, elle est de la forme —rU;—»HHGljaﬂ — 0 — 0 —, d'ol

||._.__”-','| = O pour k = 2.

Le dabut peut se réécrire

0 —H(R) -R >R (R) >R >0,



Sinz=2, la suite exacte 4.8 n'a de termes non nuls qu'en deux endroits

0 — (8" {aly < HO(S™) -Zy HO(4a}) 25 ul(sD tal) =0

et 0 —H(s" {a)) — H'(S™y —-0 ,

lesquels donnent respectivement

HO(R™ = HLR™) =0 et HMER™ TR .0

4.20. REMARQUE :

Ici, on connait explicitement un voisinage tubulaire de [a} dans s" . 91 n'est
donc pas rnécessaire de faire appel au Théoréme 4.17.

Un fibré dont la base est réduite & un point ne peut qu'étre trivial, et il n'y
a pas de conditions topologiques a vérifier. Il suffit de munir 1'unique fibre d'une

structure d'espace vectoriel.

Or, si a' = -a, S™{a'} est un voisinage ouvert de a (ou de {a}) dans S", difféo-

morphe 3 R" par la projection stéréographique ¢ de pGle a' sur 1'hyperplan équato-

rial orthegonal 4 a et a'. La structure d'espace vectoriel de dimension n sur R est

fournie & S".{a') en posant,

pour tous X,y « sthtar], Xty = ﬁ“l(m(x) + ¢(y))
et pour tous x ¢ SM{a'}, AeR, Ax = n_l(ﬁﬁ(x))

§.21, THEOREME
So%t n et k deux entiers.
Si k=20, 4¢N,0s8sn,H 0" =R,
‘ s Ko mbs iy
Dans tous §es autres cas, H™(LP") = 0.

Déemanstration

: ; 9] . - Moy 2 oy _ :
(1) On sait que TF" est un point et que EPl est nhoméomorphe & S° (cf. [11.7.2).
Le théopréme est donc vrai dans ces deux cas.

it) Dans tous les cas, comme tP" est une varidté de dimension 2n (111.6.0),



Tepologie Algébrigue

(i) On suppose désormais n = 2. On pose M = RP”, Nie EPn-l. I1 s'agit bien

d'une paire compacte ; en outre MW est un ouvert de carte de TP, homdomorphe 3 L,

donc & RZ" (cf. 111.2.8, 2.10 et 6.6).
La suite exacte 4.8
Wy — 1T 0n — Ty iRy = o) — iR
slécrit alors
K

HEHE W) — i L™ ) - i(w

) o r(ee") e,

Ainsi pour k = 2n on obtient (cf. (i1} et 4.19)

. A
0 —H ey -0 — R —H (P —0

L
ar60 HE Hophy = 0 et #MepMy = R,

Pour k < Zn, on obtient
0 —\-Hk_]l'_ll'-F'n,‘ --»Hk'lqw”'l} —0
et le résultat s'ensuit par récurrence. [

4.22. REMARQUE :

ici encore on dispose d'un voisinage tubulaire explicite. (On reprend les nota-

tions du chapitre LIT).

In-.J.

Soit g 0} - gp”

la projection cangnigua. Conformément & Ta tradition on
note 129,002, 40 pour ql2y,...,7 ). L'inclusion o o™l . 1P est donnée par
|,'LE..__.4”.j = Izl,...,zn.GT. D'autre part, pour tous z.z" e @5A0Y; 10,...,0,21 =
! sofit Z « IP" ce point. (Autrement dit, Z = {Omn} 4 9.

Alors E = CP™M (7] est un cuvert de EF", EP"—L e gt = E - EPn~1 :
= Wi [ > ¥ uhel oy v = % —— B
ZynenoaZpgqdt 234 0042,] vErifie n ¢ 1 = LdiFn_i. De plus (E.n, P ) est un fi
bré vectoriel dont les ouverts trivialisants

ne sont autres que les ouverts de cartes
standard de EF‘n_J'.
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En effet, pour 1 « W, 1 <1 =n, ﬂhl(Ui) = {le,...,zn+]] e TP | z; # 0} car

Lzl,...,zn+lj ¢ b si z #0 pour i < n. On peut aiors définir

-1 : .
i (UT) —--—}Ui x C : LZI,...,Zn+lJI-—.‘—([Zl,...,Z 1,

-

Vérifier qu'il s'agit bien d'un difféomorphisme rendant commutatif le diagramme
4.11{2) (i) est affaire de routine.

Pour 1'aspect vectoriel des choses, on donne, si ¢ = Lzl,...,znj ¢ Ui’ sa struc-
ture d'espace vectoriel de dimension 1 sur © (4.11(1)) & E, en imposant que 1'éviden-

te bijection

T+l

Z3

Aot EC —> L lzl,...,zn+1] ==

soit un C-isomorphisme : alors 4.11 (2) (ii) sera automatiquement vérifié... Encore

faut-il s'assurer que cette définition est sans ambiquité (et donc en fait naturelle),
= Zj

ce qui est vrai puisgue, si ¢ « U; n Uj, )j T e it R U il s'agit
; d

d'un isomorphisme ; autrement dit, A; estoun isomorphisme ssi Aj en est un.

Pour les espaces projectifs réels, voir 5.15 et la suite.

5. QUELQUES THEOREMES CELEBRES.,
IT 5'agit de resultats classiques et frappants gui sont démontrables par les

moyens de ce chapitre

La simple connaissance de 1a cohomologie des sphéres, obtenue dés le § 2, per-

met de prouver le
-
5.1. THEOREME : Si n est un entier, n = 1, la sphére s nrest pas un rétracte de
n : o . n e Vs , ; )
B", la boule-unité fermée de R" ; c'est-d-dire qu'il n'existe pas d'application con-

tinue £ : 87 » s"" L dont 1a restriction 3 S™V soit 1'application identique.

Démenstration : Le théoréme est évident si n = 1. En effet, Bl = [=-1,+1] est connexe

tandis que $9 = (=1,+#1! ne 1'est pas. Une appliication continue f : Bl - 5% est force-

ment censtante, ce qui est incompatible avec la condition que f = Id o
S S



i . -1 N . _
Pour n = 2, raisonnons par 1'absurde. Si une f : 8" —~ 5" conforme & 1'éncnce

: - : " . n el e
existait, 1'application f : R —»§ définie en posant

: : ah
{ Fix) si x 2B
s ; I
flx = § si % ¢ B"
[xil

serait continue et rendrait commutatif le digramme suivant (i est 1'inclusion)

Prenant la cohomologie en dimension (n-1), on obtient (grdce & IV.3.8 puisque f est

seulement continue)

¥ * ,'/ 9 ,F*
i
1"/
< =1 N
o 1(Sﬂ b I 1(bn 1) .
Id

c'est-a-dire

une évidente absurdite.

oréme du point fixe de Brouwer). Seit g : B" = B" une applica-

Alors i1 existe un x « B tel que g(x) = x.

Démonstration : Si, pour tout x ¢ B", (x) # %, soit f(x) le point d'intersection
L Siisl

g
=4 5 5 & P -
avec § de la demi-drofte d'origine g{x} passant par x.
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En Bcrivant que f(x) = dx + (1-3)g{x) avec A » 0 et [f{x)| = 1, on trouve que > est

la racine positive du trindme

Ix-g() i 5 + 20 (xlgx)) - ol + fo(u)f® - 1,

! 2 L
Pre il ¢ 1] e {xlgéxn [ .
| x=g(x)
NPT ¥ 1 5
ao={xlg{x)) - 4alol®1 + (1-lg0)] “yix-g(x)} " -
. o : ! ~ n n-1 - LT : .
On définit ainsi une fonction continue £ : B = S 7. Sixe¢ S 7, il est clair {sans

calculs,..) que » = 1, gu f(x) = x. On obtiendrait donc une contradiction au théoréme
précédent. 0O
Autre résultat dés a présent disponible le

5.3. THEOREME : (Invariance du domaine). Soit n,p deux entiers non nuls, U un ouvert

non vide de R", ¥ un ouvert non vide de RP, Si U est homéomarphe 4 ¥V, alors

no=op.

Démonstration :

Seit £ : U -~ ¥ un homéomorphisme, x « U, y = f(x) . V. On introduit successi-

vement :
B, une boule cuverte de Rr" , de centre x , telle que B o e
Al ke es T .. . P & nonlon @ P
B e e e e e o ) S Xy e £ sl

178
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g ——
- = T
o m = i u
A o
,/ ' L T X
[ e RUSE A |
{ ! 7 . i i

\ \ ) %
\».\ X \‘ =Y / ’f‘l /
b, = /
\ \ ~ - = y
\‘\ 2 = e
\\\ e B == F
S i._—// 1

Légende :

o B FB) 3. BT BB = =5, = Ot FIE)

te diagramee suivant {od les fléches horizontales, induites par f, sont
des isomurphismes et Tes fiéches verticales sont induites par les inclusions)
est alors commutatif pour tout entier Kk :

HECFLC)N YT

1T est fnwédiat que 1'inclusion de C\{x}! dans B\{x} est homotope & 1'identité
)

[xr, donc la composée jei est un isomorphisme, et 1'on tire du diagramme le
triangle commutacif

34, | = = ko
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Cela peut encore s'écrire (cf. 2.4)

Hk(Sn—l) an

En particulier
& Hn—l(sp—l)

Hn-l(sn—l) o

Si on suppose n < p, on obtient donc soit

0 (sin > 1)

soft

Iz

* R (sin=1)

absurdité dans les deux cas.

L'hypotheése p =« n s'exclut de maniere analogue en permutant les rdles de U et
gl V. I

Pour les considérations qui suivent, les §§ 2 et 3 sont nécessaires. Le résultat

visé est 5.11, mais 11 y faut d'aberd quelques définitions préliminaires.

Soit p un entier, p = 1, et = un générateur (quelcongue) de Hp(Sp) = R. Toute

application continue £ : SP + 3¥ induit une application linaire

184



3 g T 1B
£ 2 HP(sP) — KP(SP)

t, tel que f (&) = Az,

il existe donc un {uniguz) X « R, indépendant du choix de

N i Ce coefficient X s'appelle degré de f.

5.4, DEFINITI

5.5, REMARQUES
{i) O=ux applications homotopes ont cvidemment le méme degré.

(ii) En fait le degré est toujours un entier (mais la cohomologie de De Rham

n'est pas le ben cadre pour démontrer ce fait).

Toute application continue g : sP .« 8P 5 sP induit une application lTinéaire
g* @ HP(SP) « HP(sP « sy, comme HU(SP « sPy = HF(sP) B WU (SPy, HP(SP « sPy =
AP(sP) o HO(SP) & HO(SPY o HP(SP), et a'(a) = u(a e 1) + w(l & o).

2.

5.6. DEFINITION : On appelle bidegré de g ite couple (p,v). (Ici encore, (u,v) ¢ Z

e e o AR - . 4
L'"intBrét porté aux applications continues S sP o gP provient en fait de préoc-

cupations algéhrigues (ce n'est pas le seul cas oll Ta topologie est nécessaire pour

régler des questions d'algébre 5 voir par exempie le théoréme de d'Alembert-Gauss).
Il s'agit de déterminer les valeurs de 1'entier n pour lesquelles R" peut étre mu-

ni d'une structure d'algébre sans diviseurs de 0, c'est-a-dire d'une appiication

n § ) i ekt } s . F : ' .
pi R « R+ R gui soit R-bilinéaire {donc en particulier distributive & gauche
et 4 droite par rapport 8 1'addition) et telle que, si x #0 ety #0, ¢(x,y) # 0.

Noter qu'on ne demande ni commutativité ni mEme associativite.

La donnée de ¢ perpet de définir - d'une part une application iinéaire

=1 HeET ST , ey § My ra o ‘ e
¢r R - YRV RY telle gue, si x ¢ R 410, Dét (x) # 0 en posant, pour tous

=)

I ; 5y
iy 2 B g yliaday = $lngy)

n il

- d'aUtre part une application lingaire & : R" - IR, R") telie que, si
‘S

f).x = d{x,y). (Ces ap-

. I e ] n
y « RN0), DEt &{y) # O en posant pour tous X,y = R', &y

.
plications lingaires sont différentes si ® n'est pas commutative).

Plus pracisément. la donnge de @, celle de v cu celle de § sont éguivalentes.

n,

ue, pour tout x ¢ RV (0] et tout y ¢ R {0}, v(x) et &{y) sont des

1somorphismes



Max KAROUET et Christian LERUSTE

5.7. LEMME : A toute structure d'algébre & sur R" sans diviseurs de O peut &tre
associée une Structure d'algébre & sur R" sans diviseurs de 0 qui soit unitaire
c'est-a-dire pour laguelle existe un ¢ ¢ R™{0] tel que, pour tout x « RrR" ,

§{x,e) = #(e,x) = x.

Démonstration : Partant de @, on considére § définie comme ci-dessus, on choisit
arbitrairement ¢ ¢ R'\{0] et on pose, pour tout y ¢ R", 8(y) = d(s)_l o S(y)
¢ L(R%,R") . Alors 1'application & : R" » L(R",R") : y > &(y) est linéaire et,
siy 40, Det B(y) = (Dt 8(c)) L. (Det o(y)) # 0. En outre 3(g) = [0 » Clest-a-di-

re, notant ¥ la structure d'algébre associée 3 3, que, pour tout x ¢ R",
x = &(e).x = ®(x,=). Ainsi ¥ est muni d'unc unité & droite c.

On considére alors
7R ZARMRY ¢ ox e (y e Bixuy)).

On a donc, pour tout x e R, F(x).c = ¥(x,c) = x ; i1 s'en déduit en particulier

que £ = y(g).e, d'ob "—((a)_l.r»: = g,

On pose, pour tout x e R, y(x) = F(x) ¢ :{(-:.)'1 e YR

z n
XY € Rr", b(x,y) = v(x).y. Comme précédemment, , : R" =+ .Zf(IRn,Rn) i xr—y‘\}(x) est

.IRn) et, pour tous

lingaire et, si x # 0, D&t y(x) # 0.

Mais cette fois, non seulement y(z) = Id A (et £ est unité & gauche pour ff‘),
- R
mais encore, pour tout x ¢ R,

(x).£ = F(x).1%(€) " €
= V(x).e = x
finsi ¢ est unité bilatére pour ¢.

5.8, CORQLLAIRE : Si R" est muni d'une structure d'algébre sans diviseurs de 0,

on peut définir une application continue

. =1 ! h=1 n-1
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(i

= i n=-1
et trouver un élément e ¢ S tel que, pour tout x « S £

mie,x) = m{x,e) = x

néces-

n . e

R’ est une structure d'algdbre sans diviseurs de 0, on cons-
- - n_‘

selon le Temme précédent. On pose alors, pour tous x,y « § 1,

m{x,y} = —+

- Ty g ;el=1 . g
Cotte définition a hien un sens {puisque 0 ¢ §' ~...). $i on pose e = — , alors

el
n-1 .
pour tout y ¢ S .

s
=001
3 i ' y
m(e"y} = 4 .! = —— = I--"rI 2 -
— [#eyyl

de méme, pour tout x ¢ 5 7, m{x,e) = x.
Cette propriété est élevée au rang de

5.9, DEFINITION : Une H-variété est Ta donnée d'une variété différentiable X, d'une

application continue m : X = X + X et d'un &lément e ¢ X tels que, pour tout x « X,

mie,x) = m{x;e) = x.

" ol R o=
et 1'on est ramené i la recherche des valeurs de n pour lesquelles 5 ;

peut étre munie d'une structure de H-variété.

5.10. REMARQUES

% y . . . P n & .
(1) On voit directement que, s$i n est impair, n = 3, R ne peut étre muni d'une

structure dialgabre sans diviseurs de 0.

En effet, dés que n = 2, 21 &, donc y, existent, donc sont continues, 1'image
= ; n : . y ”
par Bet » y de R 'A{0} - gui est connexe - s@ra connexe et contenue dans Ry\{0]. Or,

5 n -
pour o jmpair et pour tout x ¢ RUANQ],
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Det{v(x)) = - D&L{v(-x)) ,

d'ol une contradiction.

11 reste qu'on peut se poser la question d'une &ventuelle structure de H-variété

pouyr Sn—1 méme dans ce cas, et que, de toute fagon, 1'argument est inutilisable pour

ri pair.

(i1) Des structures d'algébre sans diviseurs de zéro sont connues pour R" quand
n =1 {et pour cause...}, 2 (corps des complexes @), 4 (corps (gauche !) des quater-
nions B ) et 8 (algébre (non associative !!!)) des octaves de Cayley définie en iden-

tifiant R° 3 H° et en posant, pour tous q.r,q',r' « H , (g,r).(gq',r") =
(qq'-F'r,rigerg') ).

Nous devrons ngus contenter ici du

5.11. THEQREME : (Hopf) S5i Sn—1 est une H-variété, n est pair oun =1

Cependant 1a guestion est complétement résolue par le

5.12. THEOREML (J.F. Adams) Les seules valeurs de n pour lesquelles Sn_1 est une H-va-
rieté (et donc aussi pour lesquelles R" peut étre muni d'une structure d'algebre sans

diviseurs de zéro) sont 1,2, 4 et 8. {cf. | 8 1 V.1).

Démonstration de 5.11 : Hormis le cas n = 1, qui esi trivial, elle découle inmédia-

tement des deux lemmes suivants.

5.13. LEMME @ Si p est un entier strictement positif et que sP soit une H-varieté

: 4] 0 o] . ) N
donnée par m : 5" s S" P etee sPle bidegré de m est (1,1).

Démonstration : Four b ¢ P goit by - 5P L SP ks m{x,b). Quels que soient b

et c ¢ 5P, Gy = &, puisque S” est connexe par arcs pour p > 1. Ainsi (5.5(i)) toutes
. & = - = — b . E

Tes applications fy, ont le méme degré quel gquesoit b « sP ¢ soit r ce degré commun.

On voit de méme que toutes les applications ¥ B sP . sP . y =+ m{a,y) ont le méme

degré s quel que soit a ¢ 5P,

fontrons que (r.s) est le bidegré de m. En introduisant pour teut b « 4

A m 8 ) & -
1'application iy 8P P w 5P oy s {x,b), on obtient p =Moo o£y. De méme pour
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b LgPysP . yee{a,y). Or i1 est inmédiat (regarder

wr

tout a e Sp, Y. =meqn odr, :
a a d

au besoin ce qui arrive @ o » 1 et 1 A o, ol  est 1a forme-volume canonique sur sP
le

et 1 la fonction constante €gale & 1 sur 5P . ¢f.1'introduction & 3.2 et IE: 8.

* ey
t( - l)zx ‘:)‘\lti! IJ:O-»
* 8 *

ua(-, 1} = 0, "‘.afl & o) = o

51 le bidegré de mest (u,v), on a donc

ruo= 5.;;'1 1) = ]:((k ® 1) +u(l » ":'3-)) SRS
et r = u. De méme s = v.

Par ailleurs, en faisant @ = b = &, donc Han = Eb = Id P’ on trouve r=5s =1. 1
S

5.14. LEMME : Si p est un entier pair non nul et que SP soit une H-variété donnée par

m:SP st ssP e bidegré de m est de Ta forme (0,s) ou (r,0).

; - o . 3 oPh i ik P =
Démonstration : Si o est un générateur de Hp(bp), g- & H 'LSP) =0, d'ol

Z

0 = m'\-z) = (" (a)) irfue 1) + s{l = u)]z

e

= r (o & 1) + rs(l + (“l)p )} {a®a)+ 52(1 ® wé)

1l
w
—
+
1

Dlans Te cas of p est pair, on obtient

2 P Py o
et comme o ® o, générateur de H'p(f" xS§") FH

Enfin i1 ne saurait étre questior de terminer ce chapitre sans cajculer la coho-

's, 1a sevle qui nous manque encore parmi les va-
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On pouvait s'attendre que ce calcul trouve sa place au §4 en compagnie de T'ana-

logue complexe. En effet, IQPO est un point, ]RP1 est homéomorphe & 51(111.7.1), d'ou

HOReYy = R, W(RP®) = 0 pour k > 1 ;

0 1

Wmrely = wlimely = R , w¥(we!

) =0 pour k = 2.

IT est vrai aussi que, pour tout n = 2, la paire (]RPn " an—l) est compacte.
RrRP™, ]RP'."'l étant un ouvert de carte homéomorphe & R", et la démonstration semble

s'enclencher comme en 4.21.

Or, dés 1a valeur n = 2, on trouve ceci

0 — HOmP?) - 10(mel) “”H}(IRZ) o Hl(Re?) _}Hl(mpl)_a_)Hg(mz) o W (RPE) 0
c'est-a-dire
0-—>Rg»>m*>0—+?——*m__‘}h>m__>?4>0.
Ceux cas seulement sont possibles par surjectivité de 1'avant-derniére fléche :
d ]
ou bien HS(RPY) ¥ R, auquel cas 3 = 0 et HL(RPY) Z R ;
ou bien HZ(}RP2) = 0, auquel cas & est surjective, donc bijective, et Hl(]RPZ) LW,

lLa suite exacte ne permet pas de décider ({faute, par exemple, de connaitre assez bien
& zqef. Sty

En dimensions supérieures, Ta suite exacte se terminera par

n-1

fisd AL R —s WYRPY) — 0 .

6 —u" I RPY " LRp
Ainsi, pour tout n = 2, dim Hn(JRP”) < 1 et la question sera réglée en n si
K HRP™Y = 0. Mais si WML

demment .

]an—l) % R, on retrouve Ta méme ambiguité que préce-

La premiére urgence est donc de déterminer Hn(]R Pn) .pour n > 2 par d'autres
moyens :
Soit M= 5" et g = Z/ZZ . On fait agir G librement sur M en posant pour tout

v Y]
DA
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et 1. e =%y

-l

=
i)

x

et la variété différentiable {cf. 1II.7.6) M/G n'est autre que rP" .

Dans cette situation d'une variété différentiable M sur laquelle un groupe
fini G opére librement, on a pour tout g ¢ G un diagramme commutatif

ol 7 est la projection canonigue et, pour tout x ¢ M, §(x) = g.x. Il en résulte que,
pour tout entier k ,

*

g e) — a5 (M)

factorise @ travers Jk(M)G = {u & ﬂk(M) | pour tout g« G , 9 (w) = w)

Le Tecteur démontrera sans aucune peine le

G

kKovey et of(mC.

5.15. LEMME : Pour tout entier k, v" est un isomorphisme entre o
On est alors ramené & des considérations algébriques, et d'ailleurs élémentai-

res, dont on abandonne également 1a démonstration au vaillant lecteur :

5.16. LEMME : Si € est un complexe d'espaces vectoriels sur lequel opére un groupe
k%G
{c.

fini G. alors G opére aussi sur H(C™) eg, pour tout entier k, H(C*G) = H
Dans les circonstances qui nous occupent, on en déduit le

5.17. COROLLAIRE : Pour tous entiers n.k,

oW ES 2T _

YRR = HE(s")

La question étant immédiatement réglée si 0 < k - n {pour cause de nullitd de
Hk(Sn)) et si % = 0 (par connexité de R Pn), il ne reste plus qu'a déterminer com-
nent Z/27 opére sur Hn(Sn).



5,18, LEMME

O i
Si nest pair , HSMEE L g

oy : 4 mna:n 2T -
Si n est impair, H'(5 }I’ z: R

(L'action de 2/22 sur S" est 1'action antipodale définie dans 1'introduction &
J15).

n+l i ,
Démonstration : On sait que o, = 7 [-1‘;1 p Y b S e S L O ¢ est la forme-
e L . nooLh . i 1 i n+l
. Wi oia = autha B T % . ! ¥ n =
yolume c2 nanigue suy g fl.f" ). 11 est clair aue 1'action de Z/2Z sur S , elle-méme
[ . + - .

induite par 1'action analague sur I" 1., induit

Wi ey 1 2 n+l

0 Whd = un et i (I'ﬂll = (—1) wn.

37 . ; ; fra
i1 enp est de méme pour [o T, Tequel engendre H'(S"). U

En récapitulant, on a démontré le

5.19. THEOREME : Pour tout entier n, !—IU(]RPn) =R
Sin est pair, n £ 0, H(RP") =0 ,
si n est impair, H”(!RP”) = R

Pour tous entiers n,k.k #0, kK # n, Hk(_{F‘.Pn) = 0.

0. REMARGUE + Dn peut se passer de 5.18 en retournant & la suite exacte. D'aprés
n-1

.17, pris avec k = n=1, H (IRP”) = 0 pour tout n - 2. Ainsi la suite exacte 4.8

e termine par
n-1. =1 | W
0 —H"HRP"Y L R = HYRP") —0

‘ - n n .
et une récurrence, démarrée ayec Hlf_iI-: Pl) = I, montre que H {RP") est nul ou iso-

morphe 8 R suivant la parité de n.



