Topologie Algébrique

CHAPITRE VI

DUALITE DE POINCARE - THEQREME DE LEFSCHETZ

1. ORIENTATION ET COHOMOLOGIE EN DIMENSION MAXIMALE.

Nous revenons d des considérations moins algébriques et plus descriptives. Les
notations habitueiles sont reprises : M est une variété différentiable de dimension n;
b = {(Ui » &y ,A_i)_'»iéI est un atlas de M ; Aij = ¢i(Ui nt) i1CIESt un ouvert de B".
Par contre on se contente de sous-entendre A'i dans ¢i o ¢j A

, hotation Tégérement
incorrecte nais plus explicite que ﬁij LE. T8 20, I

b

Les applicetions ¢, o ¢3 : Aji = Aij étant par hypothése des difféomorphismes
de classe € pour tous i,j e I, leurs matrices jacobiennes sont inversiblies en tout
point, et les déterminants de celles-ci, appelés aussi jacobiens, sont partout non-
nuis.

L.1. DEFINITIGN : L'atTas est crienté ssi pour tous 1,j ¢ I Te jacobien de

ast strictement positif en tout point de Aji'

1.2, DEFINITION : La variété différentiable i1 est orientable s'il existe un atlas

orienté compatible avec sa structure différentiable.
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1.3, REMARQUE : i1 résulte jmmédiatement de la définition que si M est une variété

différentiabie orientable et U un ouvert de M, U est une variété différentiable orien-
table.

1 sed o g .?‘_:,{1.,:,_ ‘j‘»=r'_ i LYY A

IV est clair que, [U],qﬁ,AT)Jiél et & 1(VJ,QU,BJ)JJ€J étant deux atlas

inclus dans 1'atlas maximal d'une variétd différentiable M, poser oA vy P ssi,
paur tous 1« I, j e J, le jacobien de Qj a ¢;1 est strictement positif en tout point

de mi(Ui UJ) Jéfinit une relation d'equivalence sur 1'ensemble des atlas contenus
dans 1'atias maximal.

1.4, DEFINITION : Une crientation sur une varifté orientable M est une classe d'équi-
valence d'atlas orientés de M pour Ta relation "9 Une variété orientée est la donnée

d'une variété orientable et d'une orientation.

.5, EXERCICES 3
(i) 51 M est orientable et connexe, i1 existe exactement deux orientations sur M.

(i1) Soit (M,#) et (N,®) deux variétés connexes orientdes, f : M = N un C -difféo-
morphisme. Alors f_lhﬂ) {en un sens évident) est un atlas orienté de M.

- 4 ; ; : ; ;
{51 f lt%)‘hosm on dira que f conserve 1'orientation ; sinon, qu'il la renverse).

Bien entendu, toute variétéd n'est pas orientable, comme on sait par le trés célé-

bre

1.6, COMTRE-EXEM : (Bande de MBbius) Soit U = R» J-1,+1[ . C'est un ouvert de
? s xSt =
K™, donc une variéte aifférentiable orientée (cf. 1.3, RZ étant orienté... par

|‘atlas @ une carte {(R™, Id 2 ,iR?)‘).
R

IT est facile de woir par un raisonnement adapté de celui de III.7.6 que le

guotiant Mo = U/Z est muni d'une structure de varigte différentiable de dimension 2

telle que la projection canonique w : U = Md soit de classe C .

1

k2 i | " — . »
ttant donné gue 50 apparait naturellement comme sous-variété fermée de dimen-

sion 1 de M5 g-é_:__} au -d igramme
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R0} = = — > R x 1-1,+!
™ m
R=10}
¥
5§ *® - Mo (cf. figure)

on peut démontrer directement la non-orientabilité de MG sur la définition 1.1 en
s'ajdant de la compacité de 51. Toutefois une démonstration plus simple sera donnée

aprés le thdoréme suivant (veir 1.15).
On voit en effet apparaftre une agréable égquivalence plutdt inattendue

1.7. THEOREME : La variété différentiable M est orientable ssi elle admet une forme-
volume (cf. IV.6.2).

Démonstration :

(i) Si M est orientable, soit {(UT » by ‘Ai)aiwl un atlas orienté. Si dim M = n,

Ta forme-volume canonique sur R”, = dx1 AluA an 13 Qn(Rn), se restreint pour

tout ¢ Ten b, =0, « 2 (A), dod o = CH A n”(ui) (cf. 111.7.7). La famille

fuaghy g définit alors V(cf. chapitre IV avant 5.14) une n-forme w = ) 6;51 L)
b iel

o {ﬂi}isl est une partition de 1'unité subordonnée au recouvrement {Ui} et ~ désigne

ie prolongement nar 0 en-dehors du suppert.

So¥e voa M e I el Que 't et w = ¢1(y} E ﬂk. La farme 51 ¢ in(Al) qui

i
définit (cf. IV.1.1) w sur Al vérifie

F0 = T wly) (6D 58] (0

[ i

—
b=

1 Jk (61)(K)

=11 myir) (0; 00
irl
(La somme est hian définie dans la mesure ol mi(y) est nul si 7 est tel que ¢, o ¢II

n'a pas de sens ; cette somme est au demeurant partout finie).
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Appliquant II.3.2 avec k = p = n, on obtient

Sl

P
(-’.31 e

i w T
) (01) = (‘b'l Al (d"]_ fanal d)(n)

= J{¢; o 477) dxy A...n dx

n
ol J désigne le jacobien.
De 14,
~ =i * =
BL0x) = (1 aqly) 3oy < 67)(X)) €] Avon g

’|FT

L'hypothése d'orientabilité et la propriété (ii) (cf. IV.5.1) des partitions de 1'uni-
té font que, pour tout i e I, ui(y) J(¢1 o¢11)(x) z0 ; de plus (IV.5.1 (iv)) i1
existe un j ¢ I tel que o.{y)> 0 :cela implique que y ¢ Uj et ainsi J(¢j c¢1 (x) est
= *

défini, donc strictement positif. Au bout du compte le coefficient de EI Aeveh EF

est strictement positif, et Sl(x) # 0, c'est-d-dire w(y) # 0.

(i1) Réciproquement, soit w < 2"(M) une forme-volume. Soit {(Ui’¢i’Ai)}i€I un
atlas de M, a priori quelcongue guant & 1'orientabilité mais ou, pour tout i e I,
ﬂ1 = R {Pareil atlas peut toujours &tre obtenu : partant d'un atlas {(Vj,wj,Bj)}jEJ,
écrire chaque Vj (3 € J) comme réunion d'ouverts dont 1'image par wj soit une boule

de R" ; prolonger par des difféomorphismes entre ces boules et Rn).

Pour tout i ¢ I, 1a forme ¢,(8.) considérée en (i) est une forme-volume sur U.,

- ! i
- 3 i " ) § | 4 *
il existe donc une fonction Ai € .((Ui) partout non-nulle et telle que wly, = Aiéi(bi);
par connexité de U, A garde un signe constant, !
ey - f Ny “ "
On définit un nouvel atias z(U.,Hj,m )fifl en posant wi S Te signe de Ai
s o e e LR
est positif, at =T 8 by, 08 7= R » R (xl,...,xn) — («xl,xz,...,xn), dans
. - . > A * * 5
le cas contraire. Comme il est clair que (1 c¢1) = - ¢;, on a, pour tout i « Is
wly = M ;r("i) avec ji; e :”Lui) strictement positive.
1 ~| :

Cet atlas est orienté : en effei, nous venons de voir que, pour tous i, € I,

{ ~ s UL n
O s SLET J\J1 IJ) 5
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(rfw_' 'JJ ) {85) J(lp] o i ) 3
= B S i (X Iy
or (g o031 (8) = (677« witey)
R

= (") | W )

e TA T
\“LJ' ) ( r\j(uj)l

- g,
Ui J

n' Jiu ,_l i Uj 0]
ou (If’-i - l'j ) = ; -

1.8. COROLLAIRE : 5i ™ est la sous-variété différentiable de Rn, de dimension n-1,
dont les peints sont Tes solutions de 1'équation
3 NE
f(xl,...,xn, 0
ol f est une application de classe Cm, a valeurs réelles, définie sur un ouvert de
n
R

alors M ast orientable.

et dont les dérivées partielles ne s'annulent simultanément en aucun point de M,

Démonstration : Utiliser IV.6.4. [J

1.9. REMARGUE : En se servant de la notion de fibré normal (cf. v.4.11 et 111J) on peut

montrer la reciprogque de ce théoreéme.

Ainsi (cf. T11.6.7) sont orientables, pour tout entier n, O{n), SO(n) et U(n),

dz meme que les varietés de Stiefel v, (R) et V_ _(C) pour tous entiers n,p (l=p=n).

p nsp

1.10. EXERCICE : Soit n un entier, p : s o RP" 1a projection canonique (cf. III.2.7),

T - - f -
r: 8§+ 8§ 1 wee-x |'application antipodale.

- p n 1 i . § =

ST i -7”(!.-“. F) est une forms-volume, pw est une forme-volume sur 5" invariante

v b ; : 1 S - i - M |4 .
par v ; réciproquement, si ¢ T (;>"; est une forwe-volume invariante par t , 1] exis-

te une unique forme différentiellie w « i;”(IRP") telle que p'w = o, et west une for-
T

me-volume sur RP' (cf. démonstration de 1.15),



Ainsi RP" est orientabie ssi n est impair {cf. V.5.18 ; cf. aussi 1:24%.

Par contre les espaces projectifs complexes sont tous orientables. Remarquer

que Ta preuve que nous donnons de ce fait s'appligue aussi aux Grassmanniennes com-
plexes egt, pour tout entier n. a U(n) (déja obtenu) et SU{n). Elle procéde ainsi :
de maniére générale, en remplagant dans II1.5.2 et II1.5.7 R par € et "fonction

Fate ']

de classe par "fonction amalytique", on obtient la notion de variété analytique.

1.11. EXERC Reprendre les démonstrations du Chapitre III pour vérifier que les

variétés ici envisagées sont bien analytiques.

- . : : N 2n
Par ailleurs, le R -isomorphisme canonique C - R

(x1+1y1,...,xn+iyn) —
(xl,yl,..‘.xn,yn) fait apparaitreGi(n,l) comme sous-groupe de GL(2n,R) sous 1'"inclu-
sion" o :GL(n,E} ~ GL{Zn,R) qui envoie la matrice (Zkl)lskgn,lslfn e GL{n,T) sur la

matrice 2n « 2n de la forme (XPf)1~k<ﬁ 1¥en od, posant Zkp = Xt ika,

¥

ke il

v X,

ik KE*

Xk Gl

§i M = GL{n,C)est la matrice d'un C-automorphisme de €7, p(M) est ainsi la ma-
e

trice du R -automorphisme de Rgn obtenu en "opubliant" 1a €-linéarité.
1.12. LEMME : Pour tout entier n 2 1,5L(n,0) est connexe par arcs.

DEmonstration : Soit M «4l(n T). Comme M n'a qu'un nombre fini de valeurs propres,

il est toujours po £ de trouver un chemin continu

. 4
[0,11 =0 : t+ (alt),B6(L))

tel que x(0) = (1) =1 ,

{€) # O pour-t-< 1 4

5 4 gt} -
et gue pour aucune valeur de t ¢ 10,11, -—pg¢ ne soit une valeur propre de M. On
pose M, = ol )M + A(t) Iosod I - GL{n.[lest Ta matrice-unité.
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GL(n,C) : ainsi toute

Alors MO = M, M1 = In et, pour tout t ¢ fO,10, M, «
a In, et donc a toute

L
M e 3L{n,T) peut &tre jointe par un chemin dans GlL.{n,T)
M' ¢ GL{n.C).

1.13. COROLLAIRE : p{GL(n,8)) = G6L{2n,R) ou GL{2n,R)"
tite I, dans GL{Zn.R), est formé de matrices 3 déterminant strictement positif.

, composante connexe de 1'iden-

Deémonstration : Triviale. i
1.14. COROLLAIRE : Toute varieté analytique est orientable.

Démonstration : Si M est une variété analytique de dimension complexe n, pour tout
couple de cartes (U,¢,A), (V,4,B), Ta jacobienne de ¢ o w'l est dans GL{n,L) en tout
point de ¢(UaV). Regarder M comme 2n-variété différentiable revient & garder les

2n

mémes cartes, mais on y considére A et B comme des ouverts de R en oubliant la

structure compiexe. Dans ces conditions, la jacobienne de ¢ o ¢—1 au sens réel n'est
autre que 1'image par p de la jacobienne au sens complexe, donc elle a un déterminant
strictement positif d'aprés 1.13. [

Enfin, comme annoncé, on déduit de 1.7. le

1.15. THEOREME : La bande de MSbius n'est pas orientable.

Démonstration : Reprenant les notations de 1.6, on dispose du diagramme commutatif
suivant

o0 1: U > U est 1'application induite par 1'acticn de 1 = Z sur U, soit, pour tout
(@) "W g

Tix,t) = (x+1,-t)

IT en résyite ie diagramme commutatif



e i B

OB ()
X y
A //1.'-.

o r . oy . 1 ~ %
d'od, pour toute w & 07 (M3), une forme ¢ w e 6°(U) invariante par 1

Supposons MU orientable. Alors 11 existe (1.7) une forme-volume sur Mg, c'est-
d-dire une o ¢ S(Hﬁ) telle que, pour tout & = M3, o(5) # 0. Par définition (cf.
I¥.1.3) et par construction de la structure différentiable sur Mg, i1 en résulte que
g=)sdiadtod ) U»> R est

ra est une forme-volume sur U, autrement dit que +”

une application de classe C” partout non-nulle.

*

Par ailleurs il est clair que T%{dx » dt) = -dx a dt, et 1'invariance de n”o
} ¢

q
par T* impligue que, pour tout {x,t Uy alx+l,=t) = ~A{x,t)

En particulier 3{1,0) = -i(0,0), d'ol, par continuité de X, un c ¢ [0,1] tel que

x(c,0) = 0, et une contradiction.

Si la cohomoingie de De Rham des variétés orientables est particuliérement riche
de structure (et donc a priori plus aisément calculable} c'est gue, sur une variété
orientable de dimension n, on peut, une fois choisie une orientation, définir 1'inté-
grale d'une n-forwe 4 support compact

Soit M une variété différentiable orientable de dimension n, sk un atlas orienté

ti

lable de M, w ¢ ;?{W).

compatible avec la structure diffaren

On suppose d'abord qu‘il existe une carte (U,p,A) « of telle que Supp w = U.
L - ’ ‘ e ) ;

On pose o = (¢ ) w e Q?(A). {Bign entendu si w est définie & 1'aide de &, n n'est

autre que la forme qui figure dans la définition IV.1.1 : cf. IV.2.3}).

1.16. DEFINITION

Dans ce cas, | w =

La compacit® du support de . assure que cette derniére intégrale a un sens,
mais la délinition n'est coherente que si elle ne dépend pas de la carte. On suppose
donc qu'il existe une autre carte (U,p,B) ¢ & (quitte & prendre une intersection

ce n'est pas upe restriction de generalité de supposer gue te méme ouvert de M est
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- * PR
commun aux deux cartes), on pose (y 1) w= g et on vérifie le

1.17. THEOREHE :

Démonstration : On note y = ¢ o ¢"1 : A+ B. Alors o = a dx; r...a dx,

B =b dxl Frepels dxn ol a,b sont des fonctions réelles de classe C~ & support compact
définies sur A, B respectivement. Comme o = y @ par hypothése, a = Jd(y) b o v, en
notant J le jacobien et d'aprés [1.3.2.

Alors

JR” a = [m” a(xl,...,xn) dxl Acoon dxg
! Jﬂ{n J s3] DUy 8)) g nooon

Par ailleurs, regardant v comme un changement de variables, on a
( 5=J B=[ (TS g s R e o
.IRn B B 1 n 1 n

- [A by (s« X)) (Y (Xpae e at )| dxp Au.on dx,

P

J]Rn b(y(xl,...,xn))[J(Y)(xl,...,Xn)\ dxy A...a dxn ;s

4]

Et comme o est orienté par hypothése ,

Jiy) = |d{y)|, d'ol [ o= [ o i
(v) = [3(v)] o %
Dans le cas général, soit {Ui}i-l un recouvrement de M par des ouverts de cartes
y €
de J% et {a11iel une partition de 1'unité subordconnée & ce recouvrement. Alors, pour
toute w ¢ QR(M), w = y ago et, pour tout 1 e I, Supp (a;w) est un compact de U,
iel
Ld‘ai11eurs vide sauf pour un nombre fini d'indices), ce qui permet de définir
| o.wd 1'aide de 1.16.
.
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1.18. DEFINITION :

(En réaiité la somme n'est Etendue qu'd un sous-ensemble fini de I par compacité de

Supp w).
11 feut ici encore vBrifier la cohérence de Ta définition. Secit donc {Vj}j;J un
(autre) recouvrement de M par des ouverts de cartes de &, {Sj};ad une partition de
o
T1'unité y subordonnée,

1.19. THEQREME :

w

I~

L Cew = ( Sj
¢ : jed M

(les sommes étant toujours finies).

Démonstration : Un considére le recouvrement {ui:\vj;(i 18 Ixd pour Jeguel la famille

' v ; =i i té \
"iﬁj"(1,J)EIXJ est clairement une partition de 1'unité. De plus, pour tout i ¢ I,

| \]-l.u=J a:( 7 Bw) = § ( G Bt
I A A Io

b 1.1 = 2 e Baw
el M1 4T ged w1
= ¥ QL 5.
(i,Jgeli Iy T
r [ { [ v
De méme évidemment, B = / J wyfaw. O
Jed im ¥ (i,i)el=d M

1.20. REMARQUE : I1 est clair sur la définition que 1'intégrale est Tinéaire (cf.

V22755
1.21. EXERCICE : Soit M une variété différentiable orientéede dimension m, N une
variéta différentiable orientie de dimension n. Alers M = N est une variété différen-

tiable orientée de dimension nHn.



Maz KAROUBT et Chrictian LERUSTE

Sil e 52?3(2‘4) , o N, alors w h G = QF'H(

i
L9

MxN) (cf. introduction & V.3.2) et

Tr w;~0=(i- -,J)(j a)
Ml M N

La réapparition de la cohomologie de De Rham s'opére alors & la faveur de Ta
construction suivante :
pour toute variété différentiable M, orientable et de dimension n, le choix d'une

orientation définit une forme linéaire

T ZC(M) = z”BE(M) + R : wt> L‘u’ i .

1.22. THEOREME : La forme linéaire T est surjective et BE(M) < Ker T.
D'ol, par passage au quotient, le

1.23. COROLLAIRE : Pour toute variété orientable M de dimension n, le choix d'une
orientation définit un épimorphisme S : HS(M) -~ R tel que, pour toute
we Zo(M) = g .

g
S(lwl) = j W
‘M

En particulier HA(M) # 0.

Démonstration de 1.22.
(i) Surjectivité de T.
11 suffit de trouver une w e QB(M) telle que ( w# 0.
‘M

n - - i N
(avec 1'orientation canonique), la forme X dx1 Kin i dxn

Dans le cas ot M = R
ai A : R +{0,1] «R est la fonction, définie en IV.5.10, telle que A(u) = 1 si
Jub = 1 et aMu) = 0si [ul =2, a bien un support compact et vérifie clairement
;

4]

Jm A dxl Aoa A dxn = i

Dans le cas général, prendre une carte (U,3,A) de M compatible avec 1'orienta-
tion et telle que A = R" (cf. 1.7 (i1)). Par compacité du support, la forme

% dxg A...n dx définie ci-dessus induit une forme « - ﬂg(u), d'od une I ¢ (M) tel-

Te que w j e et mlM\_Supp "~



Par définition (1.16;

-

(i1} Que 1'intégrale d'une forme exacte soit nulle est 1'éncncé d'une version

ible du théoréme de Stokes.

St M= B &ait

I
- g e —I=
= ) Up dxl Ak uxp LIS dx” & uc 1(Rn)
p=L
g ; . 1 4 Al
o, pour tout entier p, 1 = p = n, B, R -+ R est une fonction de classe T & sup-

port compact. Alors

dé =

g A T L] |
Ty Ry iRpreen e X ] 1;1 =1 ?;aj(xl,xz,...,xn) dx1
= Tim X ‘...,xn) - lim ul(y,xz,...,xn)
o =pix : ' ¥+ ==
= U

puisque Supp 8, est compact.

Un raisonnement analogue se tiant pour p = 2,...,n, d'ol,; par addition,

i 1 = U
n
‘R
Dans le eral, soit {(Uj.n‘.hi)}i [ un atlas de M, conpatible avec 1'orien-
tation et tel que, pour tout i ¢ I, Ai = R ; soit {».li_[ urie partition de 1'unite

subdrdonnée au recouvrement (U.]. Pour toute ferme & - JE_liMJ) on a, par lingarite
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de d et de 1'intégrale,

TR P B 1T

oit J est un sous-enzembie de I, fini par compacitd de Supp ©. Soit, pour tout i ¢ J,

el on - * R L
wi € 0n (H7) la forme telle que oyt = Giwg ¢ opar définition,

o ,
| d(a;8)

J Dl
U'i R

= ( d'aprés ce qui précéde,
J f
Par addition, J dg. = 0 . [T

1.24 REMARQUE : Le

5 espaces projectifs étant compacts, on a, pour tout entier n,
HE(H!P") = H"(Bl?n). La cohomologie calculée en V.5.19 et le Corollaire 1.23 montrent

alors, sans passer par 1.10, gque pour n pair RP" n'‘est pas orientable.

1.25. REEMARQUE : Etant donné deux variétés différentiables M et N, orientées et de
méme dimension n, et f : M+~ N une application propre de classe £”, on peut certes

écrire un diagramme

HE(M) .
A \\'h._\_ b”
. \ ird
E //,-
. o =
HE(H}" “H

ot SM et SN désignent les formes Tinéaires définies respectivement sur M et N comme
2%

en l.z3.

Mais ce diagramme n'est en général pas commutatif.

Far exempie, s1 M et N sont compactes et f constante, fE =
Sy ° 7 # 5y Puisque Sy reste surjective.
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2

145l I'application fnduite par &+ € ;: z .~ 2°.

Ou encore, seit M =N = i T 25" =8
ators Hitshy = Hi(sY) = R (ef. v.2.3

{comme on le voit par un calcul direct de fo, o &tant la forme-volume canonique
(1¥.6.1 ) dont Ta classe de cohomologie [c] encendre HY(S1)). Le diagramme n'est

el

) et fp = ¥ est la multiplication par 2

donc pas commutatif, bien que f soit un jsomorphisme dans ce cas.

Toutefois,

1.26. EXERCICE = 53 f :/M—+=N'est un C“=diffeomorphisme entre vari&tés différentiables
connexes da méme dimensicen n, le diagramme

n
.

{
frl s g

est - commutatif s f conserve |'orientation (cf. 1.5).

L

HE[H}

- commutatif au signe prés si f renverse 1'orientation.

(lans le cas oGt M = Il = R", on se retrouve face & la formule du changement de

variables).

2. DUALITE DE POINCARE.

Nous réintroduisons la structure multiplicative de la cohomologie, pravisoire-
ment négligée, en reprenant Tes applications linBaires de IV. §7 . Afin de faire le
lien avec ce qui précéde, nous recardons en particulier les applications ').EJ telles
que i+j soit la dimension de 1z variéaté.

Soit donc M une variété différentiable de dimension n et, pour tout entier 1 = n,
1'application lingaire

i,n=1

g

: Hi{”] & HEﬂ.{M) — Hgf”] : [wl & [odv—lw s ol

5 M est orientable, le choix d'une orientation permet de prolopger celle-ci par
T'épimorphisme 5 du paragraphe précédent et d'obteniy ainsi 1'accouplement



!(fl'u =R : fWl & [o] i——-.\—J WA o (i =0,...,n)
M

qul peut s'@crire aussi sdus |a forme des applicaticns Tinéaires

L'objet du présent paragraphe est de démontre

2.1, THEOREME DE DUALITE de Poincaré : Pour toute varieté différentiable M orientée

et de dimension 6, et pour tout entier 1 = n, 1'application linéaire

n~

] s
13 ()

Pp : HU(M) —— H
|

: F o oo o
est un isomorphizme. (Bien entendu, désigne ici le dual.)

2.7, REMPROUE : IV s'ensuivra immédiatement que si M est orientable et compacte (d'od,

T ‘ T
pour tout 1, H.{M) = H'(M)) on a pour tout entier i <n

. T .
HUmy = WV 0™ = W™,

ce qui prouve - résiltat classique d'algébre Tinéaire non élémentaire - que les espa-

ces yectoriels de De Rham d'ine variété différentiable compacte orientable sont de

dimension finie. De plus si on note M cette variaté et n sa dimension, alors, pour

" . P = A
tout entier i < n, H (M) = H" "(M).

La deponstration du théoréme 2.1 se fait (presque...) directement dans le cas
particulier ol M est un ouvert convexe barné de R" (2.3 84 2.0). Le cas général s'‘en-
suit par Etapes successives (2.14) & 1'aide d'une machinerie algébrique tradition-
nelle mise au point de 2.9 & 2.13.

2.3. THEOREME : 5: on en restreint 1'hypothése au zas o0 M = R", Te Thearéms 2.1

pemonstration : §i 1 4 . H(R") = W1 (R") = 0 (I1.6.3 et V.4.19). 1 suffit doac
de considérer
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] 0 #
Phn @ H(R") —= HI(R")

lLes daux espaces vactoriels éfanl de dimension 1 {1 suffit méme de vérifier que

P"7 . £ 0. Dr la fonction constante 1 (&gale a 1 sur r" entier) st telle que
R" :

PP (1) : HYR") =R : (o] »=| o,

R" - = 'y

\ : 0 - . 3 g - Ry - ;
clest-d-dire que P n'-i) = S , gui est un eépimorphisme. A fortiori Pnr(l) n'est pas
R - ; R "
1a forme lindaire nulle, d'al P~ [

2.4, COROLLAIRE : Si M est une boule ouverte de | L PJ’ est un isomorphisme pour tout

entier i « n.

Demonstration : U

haméomorphisme ¢ : M = R" fon sait qu'ils abondent) fournit des
isomorphismes ¢ & H'{R") = H™(i) et *E : HA(R™) - He(My (cf. IV.7.8), d'od
A

:I"'(H} =0 pour 1 » Q, H%'\N) =0 pour j

net 1oy S M) = R,

11 en résulte que, pour § > 11, F'|.1. est automatiguement un iscmorphisme. Il en ré-
i
sulte aussi que les épimorpnismes S,.1 et 3 % sort des isomorphismes : §1 existe donc
) i R
un ae R0 tel que le diagramme
HL(R™y )
: \\3 n
| >R
: ' E Tag
¥ o
P
-
1 S
n, o il
He (M)

soit commutatif (si & est un difféomorphisme, 1.206 garantit méme que o = + 1),
Par ailleurs, toujours d'apeds [V.7.3, le diagramme suivant est commutatif

10,0
HI(R" e HHR") ———— H(R")

* P [y
b e = = [
l L

KO (MyeHl (m) -
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el pur duxtapositico de diagrammes, ia commutativité du diagramme

HO (R ye T (R™) _ o0
i & \‘\.\\_ 'L'-';n
S & \\
s{fwpa)l ¥ e R
ST -
i "
V s

HG(M)QHQ(M) -

Or it est trés facile de vérifier que, dans ce cas oll tous les espaces vectoriels
considérés sont de dimension 1, Dg (resp. D0 n) est un isomorphisme ssi Pﬁ (resp.
R

Porﬂ en est un. Le diagramme précédent et 2.3 montrent donc que Pg est bien un iscmor-
R
phisme.

2.5. REMARQUE : Ce précédent diagramne peut se réécrire sous la forme

p?
il
HO(R™) . - H(RM)
- £, =
o’ o
|
¥
Wy - e W)
p
M

On peut encore sans algébre généraliser un peu plus : au cas des ouverts con-

vexes bornés de R . En effet, démontrons par ces moyens de pur= touwologie générale
ol

le
2.6. THEOREME : Un ouvert [ convexe borné de R" est noméomorphe & 1a boule unité B.

Démovstration : Quitte & effectuer une translation qui fest un difféomorphizme...)
on peut suppeser que 0 = I'. Tout revient i ccnstruire une sorte de pseudo-norme ani-
sotrope pour laquelle | "ait 1'air" d'une boule. De fagon précise, on appelle jauge
relaztive & T une application continue » . K = R, telle que :

[



(iii) pour tout o = 0 et tout x « Rﬂ, plox) = a o(x)
(comparer avec la condition "pour tout ) ¢ R et tout % ¢ R, [axh = |alfi=i") s
(iv) pour tous x,y « R, p{x+¥) = n(x) + ply)

2.7. LEMME : Une telle jauge existe.

DEmopstration : Comme | est ouvert et borné, i1 existe deux réels strictement positifs
r et R tels que B(0,r) = I = B{O,R).
S1 on pose, pour x ¢ R™M {01, L = {h e R, % « T} on voit alors que X, # 2,
| v )
gue X, n'est pas borné & droite, que inf XX < LF# et que l%i ¢ Xx' La convexité
de I entraine celle de Xx’ et inf Xx ¢ Xx parce que I' est ouvert. Finalement, si on

a, I
pose p(x) = inf X , on & X_ = Jo{x).,+=[ et O < 4 < a(x) = lf‘- Ainsi p est définie
{ X X R ¥

s1 on ajoute la condition o{0) = 0.

Les proprigétes {i) et (iii) sont immédiates.

-

Pour ({1}, la condition est nBcessaire parce que I' est ouvert, suffisante parce

gue I est convexe, donc étoilé par rapport a 0.

La condition (iv) est triviale si x ou y sont nuls. On suppose désormais

p(x) = p(y} > 0. Seit
o =008 F oY) o oap oy - p(x) + ply) ¥
EL) nly)
ainsi a(x') = ply') = p(x) + o(y)
o w " - n : NE, -
Pour tout » = 0, 1'ensemt .=z & B p{z) < A} est homothétique (dans le rap-
port A} de I'y = I', donc convexe. 5% X > p(x) + ply) , x' e Ty et y' ey, et donc
sy = a'iLEL-mu X ! Ty, clest-d-dire que p(x+y) < 2 : ainsi
< pix}+ ply) A7 T i
plx+y) = plx} +0ly)

tnfin la continuiteé de p en 0 résulte de 1a double inégalité vérifiée pour

i1 ¥ i | Az, w] ( L 7L :
tout x ¢ R" : s px) - : . La continuité en tout point s'en déduit a 1'aide
A"

=
T
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de {iv} (Noter, en écrivant x = (x+y) - y, que (1v) donne aussi 1'inégalite

p{x) - p(-y) ¢ c(x+y)).

Fin de la démonstration de 2.6 : Pour montrer que I" et B sont homéomorphes, i1 suffit

alx . e
alors, pour % ¢ T\i0}, de poser ¢{x) =-%L~) X ;3 pour y ¢ B:\{0}, puser

PRl
wly) = ij%%«y 3 poser ¢{0) = @(0) = 0. Il est facile de vérifier que &(I'} « B, que
D
WB) = "et que ¢ : "> DB et : B+ I sont des homéomorphismes réciprogues |'un de

1'autre. L
Ainsi la premiére étape de la démonstration de 2.1 culmine-t-elle sur le

2.8. COROLLAIRE : Si I' est un ouvert convexe borné de R", alors pour tout entier
i=n

PLs HI(E) > WY ()"

est un isomorphisme.
Démonstration : Calquée sur 2.4. [J

A partir de 14, 1'extension de 2.1 & des variétés plus compliguées requiert le
secours de 1'algdbre homologique. Le cadre,classique, est Ta donnée de deux ouverts
Uet V d'une variété différentiable !, orientable et de dimension n, tels que
M=UuV (cf. 1.3). On en déduit deux suites exactes de Mayer-Vietoris, une “ordinai-
re" (v.2.1)
k+1

k

L HRY o HR(Y) s BR Ay - B o H R ) e WKt oy s WM LAy o

et une "4 supports compacts" (V.4.2)

1

£

ol (Un\) > He

B % e B
UnV) » h:(U) @ Ho(V}) -~ hC(M) - HC

=+t (bl

Vu la définition de 1'homemorphisme de Poincaré, il est naturel de chercher a
dualiser la deuxiéme suite ; on devrait alors déboucher sur une situation de lemme
des Cing propice aux généralisations.

Toute 1'algébre homologique nécessaire & la manoeuvre est contenue dans les

deux lemmes suivants :



2.9, LEWME

> : ; ; s il f
(1) 51 la suitz de R-espaces vectoriels enbappl1catlans lindaires A —B -ds(

. . x bg tf ,
est exacte, il en sst de sdme pour Ta suite C° =l = S

{11) 81 E et F zont des R-espaces vectoriels,(E # F]” est cancniguement fsomor-
phe & E°

=W

bémonstration

(1) Evidenment, bl Lg 3l t(g £y = % = 0. Réciproguement, soit & « BY tel que
tf(r) = (0 ; autrement dit une application lingaire f : B » R telle que g « f =0
A= R. Pour construire y « C° tel que tgi%) = «qg =, 0n prend un supplémentaire
D de g(B) cans C, on décide que ;in =0 ; pour ¢ ¢ g{B) on prend un b « B tel que
q(b) = ¢ et on pose y(c) = 6(b). Cette définition est sans ambiguité puisque, si
gfb) = glh'}, 11 existe un a ¢ A tel que b-b' = f{a), d'ol E(b) - A(b') = B(Ff(a)) = 0.
La Tinéarite de v et le fait que v - -g = 8 sont alors évidents.

(i1) S a e BT, Bl F*, on d&finit a & £ « (E E-I'-)'t en posant, pour tous xeE,
yoeF, a® @luky) =alx) + BY) « R. I1 est clair que E* » F' « (EaF)”

I;'I,L’.}n—v oow Boet ":E"AF)*A-[* Ts—-—l:\|E i

,,FJ sont des isomorphismes réci-
progues 1'un de 1'autra. I1 est bien connu que EY < F°

=E" e F, [
Et & cause de la condition de signe (cf. ch.IV, § 7} dans les algébres de cohomo-
logie, i1 faut aussi améliorer le lemme des Cing (V.1.8)

2,10, LEMME des Cing gauche : 51 les hypothéses de V.1.8 sont affaiblies pour ne sup-

poser que la conmutativité au signe prés des carpés, Ta conclusion reste vraie.

DEmpnstration : 5§ le carré d'espaces vectoriels et d'applications lindajres

f

f‘i——?a

4! - B
r|
verifie | f=-f"on , l& carreé
A= _un
|
| Ll
i
Ai %Bl
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est commutatif. Par ailleurs Ker{-T'}) = Ker f' et (-f')(A"') = f'{A'). Le présent théo-
réme se raméne donc en fait & la versice "ordinaire" V.1.8, guitte 3 changer de signe

certaines fléches horizontales. [

On applique alors 2.9 et la definition de 1'homomorphisme de Poincaré afin
d'obtenir pour tout entier i le diagramme suivant (on convient que les 8ventuels es-
paces vectoriels et applications linédaiires aon définis pour cause de degré négatif

sont remplacés par des zéros)

i-1 =il

SNy ety — W ey —eni ) —Hi Wy el () —— iUy —

' (4) Panv
| !

> T ) e T Ly e T ) s W ) o W 0y R T () e T (U )

(2) Pl 3y plepl

5 e T : i-
pl-lep (1) P 3 Py

u ¥

Or, heureusement,
2.11. THEOREME : Ce diagramme est commutatif au signe prés.

Démonstration :
1"} Les carrds (1), (3) et (4) sont commutatifs.

Appliquer aux ouverts adéquats et au bon degré le

2.12. LEMME : Si W, T sont deux ouverts d'une variété différentiable M, orientable

et de dimension n, ftels que W = T, alors, pour tout entier j « n, le diagramme sui-

vant, ol 1 désigne i'inclusion, esi coamutatif :

"
HI(T) — > HI(W)
50 | pd
i | P

y v

n- * n-i *
He 2(T) —g— Hg (W)



Démanstration : Soit w e« Z'(T), o« 2. J{W). Alors

t . dy [

\, ® P3{[w]).La] = Py Jfol= | wn
T
ob df, = o et d|s ., = 0. Comme Supp S = Supp 7 = W , Supp (wnd) est un compact de W
8t \-.']|w = fwli) » @ Ainsi WaAg= j (m‘w) A o 5 ceci est précisément
- ! &) W

pe o 1Y (1w). [a]

2°) Le carréd (2) est commutatif au signe prés.

Les fléches horizontales représentent respectivement le bord 3 de la suite exac-
te de Mayer-Vietoris ordinaire et 1la transposée té du bord & de Ta suite de Mayer-
Vietoris & supports compacts. Ces bords sont explicitement connus (V.2.2 et V.4.3)
prenant une partition de 1'unité {1U,uv} subordonnée au recouvrement {U,V}, on a,

L = i - n-i
(Ua¥), a([wl) = (0] 00 8| = d(ay) et 8y = -d(ow) 3 pour o ¢ Zc™ (M),

§{lo]) = (A1 ol X = d{oya) iy = -d(wUJ)]UPVA

pour iw € £

De 14 P? o #{[wl).lol = | 8 aa, ce qu'on peut écrire (en négligeant de noter
M I
les restrictions &videntes)
¢ r '
i ag= B A (o +ta ylo = ( & A ayo + 8 A ayo
Iy JH ] v Iy U Iy v
= }u d{ogw) A o + jv -d(ou) A oya
S d{oyw) A a0 + | ~d{ow) A oo
J'J-.V ¢ v Uny el v
= {-1)] { o A dlage) + (-1 | s s diaye)
UV il =~
(cf. démonstrations de 1.22(11) et IV.3.1}) _
s -1 e (=3 (-t 1o n )
“UnY i S UnV
10
= (ml)] ‘ (et Jw A 3
‘UnV i
-1 [ \
- (-1) _\UJV WA A
oA £ |
#a(=1) { 'J( 1).4(0al)
=1 1=3 ; :
= (~1) ts o PU é(\h ) Lol 0]
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2.13. COROLLAIRE : S¢it M une variété différentiable urientable da dimension n, U

et V deux ouverts de M tels que M = U o V (c¥. 1.3). Si, pour tout entier i 2 n, les
homomorphismes de Poincaré Ph, P& et Phﬁv sont des isomorphismes, alors, pour tout
entier i = n, P; est un isomorphisme.

Démonstration : Appliquer 2.10 et 2.11. [

L'outillage algébrique est désormais suffisant. Encore faut-it montrer que toute
variété orientahle de dimension n peut étre reconstituée & partir d'ouverts convexes
bornés de R" {pour lesquels la dualité de Poincaré a été &tablie en 2.8) en un sens

compatible avec 2.13.

2.14. Fin de la cémonstration de 2.1 :
1°) M est un ouvert de R" réunion finie d'ouverts convexes bornés de R".

On procéde par récurrvence sur le nombre d'ouverts. Soit M = Xl Vg AR Xp oli, pour
tout entier i, 1 =1 < p, X1 est un ouvert convexe borné de Rn.

Sip=1, il s'agit du Théoréme 2.8, déja démontré.

Sip=z2, soitil = Xl Yo ld )(p_1 gt ¥ = Xp. Alars U n V = (X1 nXp) u...u()(p_ln)(p)
est lui aussi réunion de (p-1) ouverts convexes bornés. L'hypothése de récurrence
assure gue, pour tout entier i £ n, PG, P& et anv sont des isomorphismes : appliquer
213,

2°) M est un ouvert de R" réunion dénombrable disjointe d'ouverts dont chacun
est du type précédent.

(Qu'un tei abjet soit tien une vari&té différentiable orientable de dimension n
est immédiat sur les definitions).

Soit (Xo). w ‘
d'ouverts convexes hornés de K et M= 1 X (le signe I au lieu de |} indigue que

la famille d'ouverts : pour tout me N, Xrn est réunion finie

la réunion est disjeinte). Pour tout m e N, s 1. Xm + M 1'inclusion. I1 en ré-

t
sulte des homomorphismes 1; : HT(M) « HP(X (1), @ HE(X,) ~ HE(M), d'od

WM - T HT(X ) et H

me 5N me N
On démoritre 3 la maniére de 2.9 (i1) que pour tout entier j < n

me N
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(bien entendy dans ce cis ol Ta famille est infinie le produit cartésien ne peut plus
Gtre remplacs par une socmme directe). Vérifier -il n'y a pas d'embiche- que " et 1,

sont des isomorphismes gui rendent le diagramme suivant commutatif pour tout entier

y 154 1 [
= 1 :
HUM) —————— T H ()
= m el
i i
P nrp
H me N Xm
s = n-1i *
He (M) ————— T H. (X ).
€ tI* melN .
Appliquer 1°) : P; est un isomorphisme pour tout m ; donc Il P! est un isomor-
m meN “m

i 1 s b
phisme . Donc Py est un isomorphisme.

3”) M est un ouvert quelcongue de Rr",

On recouvre M par une suite exhaustive de compacts Kp (et LN:5.8) @

M= U K et, pour tout p e N, K = K (voir figure ci-contre}.
pen P p ptrl
Par compacité de KO, il existe une famille finie {BO,...,Bp } de boules ouvertes
0

contenues dans Rl telle que KO o BO u. . .uB on pose V0 = wo = B0 Urssn B

B - Po

Alors Kl\vo est compact et contenu dans RZ\KO ; donc 1] existe une famille fi-

ie 1 / AW
nie IBPO+1,. .,Ble de boules ouvertes contenues dans kz\ko telle que
KivWg = Bp0+1u...u Bpl. On pose W, = Bp0+1 AT Bpl et ¥y = Vg u Wy ¢ ainsi

Klr Vlcp\zetwano=@.

Ensuite, on chtient une famille finie {Bp +1,...,B } de boules puvertes conte-
1

o
nues dans Kq\Ky telle que KZ\V1 c Bp1+1 el Y] Bp? = wz. Si V2 = V1 U NZ on a
Kz VE " K3 at wz n Kl = & ; a fortiori w2 VO =@,
En itérant le processus, on construit une suite (WD)vaiN d'ouverts de M possé-
dans Tes propriétéds suivantes (ol 1'on note Vp = Wy T wp) 5

pour tout p = N, wp est une réunion finie de boules ouvertes contenues dans M ;

t 3 e
pour tout p ¢ N, b D
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pour tout p N Mp Hp+2 S

Ainsi M = |] /u = [} W_et, pour tous entiers p,q tels que |g-p| = 2 ,
pe N pe N P

W, oW =2
p q

Soit alors U = || MW,. = U W, etV =1 W, .4 ainsiM=10Uu V. Les

peN P open pen  optl
ouverts U et V possédent par construction les propriétés requises au 2°) et 1'homo-
morphisme de Poincaré est donc un isomorphisme pour U et V. En outre lorsqu'on déve-
toppe U n ¥ par distributivité, les seuls termes non vides sont de la forme
[ - £ di = i ' ]
ng n N2p+1 ou wgp f pr—l’ autrement dit U n V kend (W, n H,q)» Plus exactement
UnmVos il (MM o).
ke It K k+1

Comme 1'intersection de deux boules ouvertes est un ouvert convexe borné, U n V
entre aussi dans le cadre du 2°) et 1'homomorphisme de Poincaré relatif a U n V est

un isomorphisme. 11 ne reste plus qu'a appliquer 2.13.

4°) M est une variété différentiable de dimension n admettant un atlas (orien-
té ) 4 une carte.

Soit (M,$,A) cette carte. Alors ¢*: H*(A) 4~>H*(M) et ¢E 2 HE(A) _“’HE
des isomorphismes, ou & vrai dire des identités par définition (cf. II1.7.7 et
I¥.2.3). Et comme ]'intégrale de n'importe quelle w ¢ QE(M) est définie 4 1'aide de

(M) sont

1.16, 1a commutativité du diagramme

HE (M)
C N
o by
7/,/"
y ///,/
HY(A) — S

2st non seulement vraie mais ftautologique.

11 en résulte pour tout entier i < n 1a commutativité du diagramme



.i Y n"‘: 3
H (et ()

* * |~ - T
!ij &\lt‘ = m
c | o
: [ Rl
Himend T(a) YA
donc celie du diagramme
.. Py )
i ———
| |
- I
$ | F Sl
. X
HY(A) g HE ()
A

N i ; : i
D'apras 3°), PA est un isomorphisme donc PM en est un.

5%) M est une variété différentiable de dimension n admettant un atlas orien-
té & un nombre fini de cartes.

On procéde par récurrence sur T2 nombre p de cartes teiles que leurs ouverts
Xl""’xp recouvrent M.

Sip =1, la question a 2té résolue en 47)

Sipz=2, poser U = Xl e ool Xp-l et V = Xp . Alors U,V et UanY¥ sont recouverts
par moins de p cuverts de cartes et 1'hypothése de récurrence assure gue 1'homomor-

phisme de Poincaré est un iscmorphisme pour U, V et U n V. Appliquer 2.13.

6°) M est une variété différentiable orientable de dimension n, réunion dénom-
brable disjointe de variétés du type précédent.

Procéder & la maniére de 2°).

7°) M est une quelcongue variétéd différentiable crientable de dimension n.

Si M est compacte, elle ressortit au cas 5°).

Si M est non-compacte, procéder comme en 3°) en remplagant "boules ouvertes"

par "ouverts de cartes" et en utilisant 6°). O



2.15, REMARCUE © IT1 est souvent commode de reformuler 2.1. 3 1'aide de D& plutét que
pour simplifier les notations, on pose méme, pour tous
Zo (M), % = [E], y =(n]
Kay® = 0% & y)
(= PE(X\ A= }v’ £aAm)
M } JM = H

La variété M et le degré i ont disparu de 1'écriture, le contexte se chargeant de

les préciser. lLe symbole < , > est dit crochet de Kronecker.

2.16. EXERCICES :

(i) Lorsque <xy,z» a un Sens, <x,yz> en & un aussi, et alors

XYLI> = ANy

{i1) 51 M est compacte et que <x,y> ait un sens, <y,x> en a un aussi, et alers
deg x}(deg y)
cxy = (=1)i9e9 x)(ced ¥} o .,

(iii) Si M est compacte de dimension n, £ « Zn(M}. x = [E] et ] est la fonction
constante égale 3 1 sur M, alors

{iv) Si i et N sont des variétés différentiables compactes orientées de dimen-

sions respectives met n, X Hm(M), Y- & Hn(N), alors
R T TN T T
fef. 1.2L).
De ce paint de vue, le théoréme 2.1 devient

2.17. THEGREME : Si M est une variété différentiable orientée de dimension n, alors

pour tout entier i = n, 1'application linéaire



HUM) —» H2TH MY 0 x s <x, >

ast un isomorphisme.

2.18. COROLLAIRE : Sous ces hypothéses, le crochet de Kronecker est non dégénéré,

c'est-a-dire gue

(1) etant donné un entier i = n &% un X ¢ H](N), Si pour tout y ¢ HE_T(M),
<x,¥> = 0, alors x =0 ; et

(ii) etant donné un entier j s net un y ¢ Hg(M), si pour tout x ¢ Hn"J(M),

<X,y> = 0, alors y = 0.

E I i
Démonstration : L'assertion (i) énonce gue PM est injective.

n-J
M
(1i'} étant donné un entier j = nmet un y ¢ Hg(M), si pour tout 4 « HS(M)*,

{y) = 0, alors y = 0 , ce gui est un résultat classique d'algébre linéaire. [

Par surjectivité de P, ~, 1'assertion (ii) est équivalente &

-

Parmi les conséquences immédiates du théoréme de dualité de Poincaréd on trouve

le

2.19. THEQOREME : Si M est une variété différentiable orientable connexe de dimension

n non compacte, Hn(H) = 0.

Démonstration : Par dualite H'(M) ¥ HO(M) = 20

aue f = U, seule fonction constante sur ! & support compact. fl

(M). Or si .« 6O(M) ot df = 0, c'est

2.20. COROLLAIRE : Soit M une varigcé différentiable connexe, orientable et de dimen-
sion n. Alers M est compacte ssi H (M) # 0, auguel cas Hn(M) = R.
Démons=ration : Utiliser 2.19 et 1.23, se rappelant que, pour M compacte,

He (M) = H* (M)

on obtient aussi les résultats suivants, relatifs aux variétés de dimension pai-

re, qu'on retrouvera plus loin {voir § 5)
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2.21. THEOREME : $1 \i est une variété différentiable orientable compacte de dimen-
Zn+1l

sion 4n+2, H (M) est de dimension finie paire.

. o : - ’ Zn+l Terre et Lp
Démonstration La finizude de dim H™ /M) a J8ja été observée (2.2). Dans ce cas,

pe w8 g H2n+1(M) i H2n+1

est impair...! non dégénérée (2.18). 3§ une fella forme est définie sur un espace

(%, —= R est une forme bilinéaire alternée (car 2n+1

vectoriel de dimens.un 7Vinie k, sa matrice X par rapport & n'importe quelle base

véritTie

dét X £ 0

d'od dit ¥ = gét{ X) = (—1)k Jét X, ce qui implique que k soit pair. O
2.22. DEFINITIONS : Four n = 0 (auquel cas M est une variété différentiable compacte
de dimension 2) on dit que M est une surface orientable.

On pose dim Hl(ﬂ; = 2g : g 5'appelle le genre de la surface M {cf. 5.12 pour

vair que g "compte les trous" de M).

Si M est une variétéd différentiable compacte orientable de dimension 4n,

2n 72 [l ol 3 e e

<, o HOUM) = HTU{M) e R définit cette fois une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée sur HL”(M}. On sait qu'une teile forme ayant v, valeurs propres posi-
tives et i_ waluurs propres négatives a pour signature r, - v .
¢.23. DEFINITION : S1 M est une varidte différenticble orientable compacte de dimen-
sion 4n, Ta signaturs de M est la sigrature de

2h

WMy« PN — R

Entin nous montrons comnent la dualité de Poincaré permet de déterminer la struc-

ture m

ré
iitiplicative des slgebres de cohomologie des espaces projectifs complexes.

Mous avons déja etabli leur structure vectorielie (V.4.21)
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=0 singn .

Comme 1 s'agit d'algebres graduges, peur tout % e HC(EPn) et tout entier i,
L },Zil . 1|1)

E : Soit r un entier, v > 2. On suppose qu'il existe un y « HZ(QPF) tel
£ 0. Alors yr # 0.

Démonstration : Comme IP" est compact, HC(EPF} = H'(TP") ; en particulier,
<, HEPTY x ey - R.

Si <v,yr_1> = 0, il résulterait de la ron-dégénérescence du crochet de

2(EPV) = dim HTE(EP") = 1, que y = O ou vt = 0,

Kronecker, et du fait que dim H
donc de toute facon y' © = 0, ce qui est exclu par hypothése. Ainsi fy,yr_l* A

Mais (2.16(i) et (iii))

dod y" £ 0. D

2.25. THEOREME : Pour tout entier n = 1, si x est un &lément non nul de HZ(GP”),
i et s = . et NHL
alors la premi€re puissance ds x qui s0it nulle est x .

Demenstration ¢ Sin =1 le résultat est trivial, et dens tous les cas on sait déja

n+1

gue x
; S -, O S i-1 i
Supposons qu'il existe un entier i, 2 < 1 < n, tel que x £#0et x' =0C. On
: g . ol i, _ r " - .

considdre 1'inclusion 1 @ CP == 0LP ', composée des inclusions ciassiques

iy} oy 4 n-1 N g et L A p <

L' e ,91r1 2, .. P = TP {cf. ¥.4.21 (fii)) et fournissant par conséquent pour

tout eatier k £ 21 un isomorphisme

= ey ——— WS
il i ¢ la restriction de 1" & H'klr”).



Comme 1~ est un horomorohisme d'algébres,

& 1=1] - =1 =1
() = ) = (T £ 0
t y={2j- = <'(t') = .21(a]} = 0, ce qui contredit le Lemme 2.24 avec r = i et

2.26. COROLLAIRE : Pour tout entier n, U*(ZP") est une algébre de polyndmes tronquée

Wi

e e
H ey = mexa ()
Démonstration

Sin =0, le résultat est trivial.

[}
Sin =1, on retrouve bien 1a cochomologie de $°.
2
Pour n = 2, prendre un &lément non nul % ¢ HL(EPn) = R : il existe alors un

unique homomorphisme d'algébres
¢ = BEXT —= H(TP™)

tel que p{¥) = x.

T ; . r . i e
D'aprés 2.725, pour tout entier i, 1 = 1 < n, x est un générateur de 1'espace
2.‘

frep™y = R, d'on 1a surjectivité de ¢. Enfin i1 est clair (toujours

!

vectoriel H 1 ER
oA e

Al

2.28) gue Her ¢ est |'idéal engendré par X

Pour les Grassmanniennes complexes, voir 5.17 et Ta suite.

5, A VARIETE COMPACTE COHOMOLOGIE FIMLE, FORMULE DE KUNMNETH : SUITE ET FIN.

La dualité de Poincare a permis de montrer aue, si M est une variété différen-
tisbie compacte et orientable, alors, pour tout entier k., Hk(M) st un espace vecto-
rigl de dimension finie : cf. 2.2.

Le premiére partie de ce paragraphe a pour but de se débarasser de 1‘'hypothése
A'orientaliTité dans cette assertion. En fait nous étendrons méme le résultat & une

classe plus vaste de variétés :
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3.1. DEFINITION : Une variétié différentiabie M de dimension n est dite de type fini
s'il existe un recouvrement ouvert (Ui}i_I de M vérifiant les conditions suivantes
(i) T est fini

(i1) pour tout J = I, f] U, est soit ¢ soit homéomorphe & R".
jed

On appelle type de M le nombre minimum d'ouverts nécessaire pour former un tel

recouvrement.

11 n'est pas étonnant que cette définition se préte bien aux démonstrations par

récurrence, comne on le vérifie tout de suite

3.2. THEQREME : Si M est une variété différentiable de type fini, alors, pour tout

entier k, Hk(M) est un espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration : La récurrence se fait sur le type de M.
Si M est de type 1,0u bien M = ¢, ou bien ¥ est homéomorphe & Rn, et le résul-

tat est évident.

Supposens e théoréme &tabli jusqu'au type r-1 inclus et soit M une variété

vérifie 3.1 (i1).

On pase U = Uy u...u Ur-l et V = Ur ;alors U n V= (H1 n Ur) TIPS (Ur~1 0 Ur)’

Uet Un V sont de type au plus r-1 et V est de type 1 : par hypothése de récurren-
L

ce, pour tout entier k, H (U}, Hk(V) et Hk(ule) sont de dimension finie. De la

suite exacte de Mayer-Vietoris‘(V.Z.l) peut s'extraire pour tout k la suite exacte

différentiable de type r ¢ M = Uy u...v U, ob Ta famille {Ui}l

zi<r

Ky o My,

(o) Lo ufony Lok
A AT =) AL b " . Ly ; =y
Ainsi HY{M) est sommm directe de Im & et d'un sous-espace vectoriel envoyé isomor-

: 0N X k )
phinuement par 1 sur un scus-espace vectoriel de HR(U) @ Hk(V) : H (M) est de dimen-

sion finie comme somme directe de sous-espaces vectoriels de dimension finie. [

11 re reste plus qu'a montrer qu'une variété compacte est de type fini. La
clef du raisonnement tient dans le
3.3. LEMME : Seoit U,V deux ouverts de Rn, ¢ U=V un difféomorphisme (de classe
-

J, 0 un ouvert de V dont 1'adhérence { soit un compact de V.

[xS]
Lo
951
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Alors i1 existe un o, > 0 tel que, pour tout b e |l
(i) 12 boule ouverte B(b,= ) soit incluse dans ¥V,

tel que 0 < &8 < . & {E{b,2)) soit convexe.

Soit U= " : ¥ = U et T = ). Sixe Uety =d¢(x), ¢ est dérivable en y et

Comme o est un compact de Y, = = y{0) est un compact de U : il existe donc une

famille finie LBl,...,Bp de boules ouvertes de R" telle gue = © B1 R Bp et,

pour tout 1 ¢ f1,....p}, ﬁi S, On pose 2' =By u...u Bp, R =g(=')5 dlod
ie ', Par finitude, E* = El o poll ﬁp : c'est un compact de U ; 7' = ¢(Z') est un

compact de V.

(Dessin ci-cantre}.

Par compacité de %, i1 existe un o = 0 tel gue, pour tout x ¢ =, B(x,u)

Etant donné gue, pour tous x ¢ U, ¥ « ¥V, &' (x) et §'{y) sont des isomorphismes,

an a
Ko=sup [l (x}i »0etL=sup fu' iy >0
Xe=' yail!
Alors, si x ¢ =', ¢ - 1, Tes inBgalités suivantes sont vraies pour tous h,k ¢ R"
Lt %) chif [t G R = Kl
ot [ (s okl = Ly el ) k) = LBkl 5
en particulier si y = ¢(x) #0etk=¢g"(x).h (d'od h = ¢'{y).k),

TP R | I
inl i (y)

cela entraine que, pour tous x ¢ | et h ¢ R,

224
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B < for (=00 s Kinl-

On notera & = sup  [¢"(x)].
XE—El
?) Une_conditign suffisante de convexité pour & (B(b.s)).

Soft b e V, & = w(b) et & » 0 tel gua B{b,e) « V. Alors

1B} = dx e U | fa(x) - 0iF < &)

on considére donc 1'application de classe C°

iU R, oxejalx) - $(a)i% = Je(x) - b :

ainsd x = & N(B(b,e)) ssi &(x) ¢ 2.
Pour tout % ¢ U, soit Q(x) la Fformu gquadratique sur R" definie pour tout
ho- B par Q(x).h = &"{x).(h,h). On sait que s'il existe un & > 0 tel que

B(a,8) < U et que so1t positive (c'est-a-dire gue, pour tout x ¢« U tel que

TN e
[x-a| < & et pour tout h ¢ R, G{x).h = 3"(x).{h,h) = 0) alors la fonction & est

convexe sur B{a,8), ce gui signifie aue, pour tous x,x' < B{a,d} et tout t = 70,11,
gtk o Jl-tet) E sa ey A -1 ety -

Dans ce cas i! suffit de prendre un - > 0 qui assure & la fois B(b,g) = V et

¢'1(B{b,a)) = w(B(b,g)) « B(a,8) -ce qui est possible par continuité de ¢ en b-

pour qus i_I(R(b“f)) 501t conwexe : en effet, si x,x' « @_i(B(b,s)) = B(a,8), alors,
pour tout t = 70,13,

Kivg » cletyn") e 0k 4 (e @it ¢ 6 07 2 (gt =

37) Etude de a" et Q.

Pour tout » e U, (%) = [¢(x®) - ;\a)uz = (o(x) - s(a)|e(x) - ¢(a)), d'oa, pour

FEns x ¢ U, B s B,

2{0" (}) higlx) - w{a))

246
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et, pour tous x e U, (h,k) e (ﬂn]L,

3"(x). (hok) = 2(4"(x). (hok) | B(x) - #(a)) + 2(¢"(x).h | ¢'(x).k} ;

en partitulier, pour tous x ¢ U, h « Rﬂ.
: ; ; ) fah 7 w2
Qlac) b = @"(x).(hoh) = 2{a"(x) (huh) | @lx) - dlad) +2 [l&' (x). 0

L' infgalité de Schwarz assure que, pour tous x ¢ U, it e r",

(8"(x).(hh) | oalx) - ¢fa)) = = 8" (x).(hah)i-la(x) - d(a)l

d'oi
Q(x).h = 20’ (x) .02 - T (). thah)l detx) - e(a)fs .
i - b | h | 1] i '2 1 Ac 1]
$ix e Z' 8" (x).h] = — et ¢ (x).(h,h) =S |h]© d'aprés 1°).

Sia+ = et |x-a] € 4, x = B(a,n) « £' : le theoréme des accroissements finis

s'appligue & & sur le segment [x,al < Z', d'ol [4(x) - ¢(a)] = Klx-a|.

Finalement, pour a « = &t x « U tel gue |x-a] < o« (d'oll x € 3'), on a, pour

tout h = R,

. 1
GEx).h = EMHHE e SK|[ #=all 1

S1'S > 0, on pose & = inf{a "[éﬂ) . singn & = o ¢ 11 est capital d'observer
que & ne dépend que de ¢ et du recouvrement lﬂl.....Bp}, et ne depend pas de a.
Alors; si a € =; GiB{a.ﬁ} est positive.

Sous Tes hypothéses de 1'énoncé et avec les potations de 1°), on pose, & la

suite de 1'&8tude précédente,

B = » ainsi 42> 0

inflagg) st $>0



continue

B ounirormement

Par acité de , 8 il existe un g > 0 tel que,
pau 5 1. st [ly- y alors [p(y) - gb)] < s.
¢ compacité d existe un ) tel que, pour tout b ¢ @, B(b,ey) < Q'.

O pose €y in ) i)

On prend b « § et a = (b} e =

(i) com 9.5 €5 B{b,;uj 7 L

(1) comme B(b,z U) c Q' at =y < E1 51 ¥ € !i(b,-_'o) aiors Y(y) « B(a,8), autrement
dit " La(b, o)) € B(a,8) ; a fortiori, pour tout ¢ tel que 0 < e < ¢,
¢ (B(b,e)) © Bla,&) : d'aprés 3°) et 2°) ¢ 1(B(b,e)) est convexe.l

3.4. THEOREME :

Si M est une variété différentiable compacte, M est de type fini.

Uémonstration : Soift n = dim M. On part d'un recouvrement U =1 de M oG I est finij
et, pour tout i 13 'J_i est 1'ouvert d'une carte ﬁi E Ui - R". Soit {u1}171 une
partition de 1'unité subordonnée au recouvrement {Ui}' On pose, pour tout i « I,
e ':1(]0,1J) at = 31(:-) ; aussi, comme d'habitude, pour tous 1,j ¢ I,
R {1 TR TR
dij - L} n U.j : Aij & (U1 37 ®1j =y o (¢J ‘A1]) ainsi M = 1UI Z, et, pour
£
tout i ¢ I, Z; {resp. ui) est un ouvert ralativement compact dans Ui {resp. Ai)
5i 0 st donng, i1 existe pour tout i 1 un ensemble fini Ki et une famille
Vil ko, d'€léments de ﬁ1 tels que ii e U Blysy.e). Soit K= [ ({i} x K;)
i : ek 1l
la famille 'u:"ﬁ[yik,a))}(ﬁ k)ek est un recouvrement cuvert fini de M. Pour trouver

d guelle cenditi

on 3.1 (i) peut Btre satisfait, considérons d'abord, pour (i,k) ¢ K,

(js2) « K, 1'intersection
& o P = -11—1(8(_\/ r‘)) ._;'".”‘h,-. ;—)) (et ! NN
iKJe ? i i ek UL =y
0 R TIPS iy
un a r'J 'Ik_]'-’ (./ﬂ\:‘-): Lyl
- = i =) \ =13 > n
= ,1.].(9_,_,”( 1) B(fjk""} Agi < R
D'apres 3.3, 11 existe un >0 tel que, si O S 44 ¢ (B(y k,a)) sQit
conve (53 1 = d.. 25t 1'identité, 3.3 est trivia i, £ arb1tra1re). Alors

i if
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., est un convexe biorné de R" [Gventuellement %)

95Tk

Pour i1térar ce raisonnement, si L « K, on choisit un indice quelconque J e I

figurant dans L : N be {Efy;k,g)) est envayé€ homdomorphiquement par ¢4 sur
[7,k)el :
un convexe borné de RT (Gventuellement &), pourvu que 0 < ¢ < inf €95 la borne in-

férieure étant prise sur 1'ensemble des indices i « [ qui figurent dans L.

11 suffit donc de faire la construction précédente avec ¢ = inf £jj pour
(1,3)elxl
obtenir un recouvrement de M satisfajsant 3.1, puisgue, d'aprés 2.6, un ouvert con-

\ n . .
vexe Dorné non vide de R est homéomorphe a R". 0

3.5. COROLLAIRE : Soit M une vari&té différentiable compacte (orientable ou non).
Pour tout entier k, Hk\M) est un espace vecteriel de dimension finie.

Démonstration : Utiliser 3.2 et 3.4. |

Nous summes ainsi conduits & remplacer la version "forte" (V.3.1bis) du théore-
me de Kinneth, qui reste & démontrer, par une version plus forte encore, mais suscep-

tible d'un traitement aisé par récurrence

3.6. THEOREME (kiinneth; : Soit X une variété différentiable de type fini (par exem-

'

ple une variéié compacie) et Y une varigté différentiable guelcongue.

o

Alors Ye cup-produit (V.3.2) induif un isomorphisme d'algébres graduées

Démonstration : Par récurrence sur le type r de X.
® w
|

Sir=1letX=u,dot XxY=2e H(X = H(X) & H(Y) = H*(X=Y) = 0.

s i f = = n —aga
Si v = 1, ¥ étant hom@omorphe & R, an est ramené § vérifier que, pour tout
-

entie

wi KR e #ity) —=w'(®" « ¥)



est un (somorphisme. [1 suffit de considérer le diagramme commutatif induit par

1'inciusion 1 d'un point dans R" :
,U L (I ot | B s § = i
Ho{{pt}yaH (Y] H ({pti=Y) =H (Y)
A
1"eld (LxIdY)*
Uy, i y A
HY(R) @H (Y) — — H(R =VY)

On sait que " ot (1 » IdY)* sont des isomorphismes (11.6.3) de méme que la fléche
horizontaie du haut (cf. Vv.3.lbis (ii}) : donc la fléche du bas 1'est également, ce
gqui établit le théoréme dans ce cas.

On suppose r > [ et le théoréme vrai jusqu'au type r-1 inclus. Si {Ul,...,Ur}

désigne un recouvrement de X vérifiant les conditions 3.1, on pose U = Ul Vomidl Ur-l
et V = Ur' Alors U et U n V sont au plus de type r-1 et V est de type 1 : par hypo-

thése de récurrence, pour tout entier k,

Gt THU) & W) 1, —— HE (U Y),
G THY(V) ® HY(Y)3, — KK (V= V)
et Ut CHY(URY) & H(Y) T, —> HE((UaV) « 1)
sont des isomorphismes (o0 [H*(U) & H (V)1 = 1+?=k W (U) » H(Y) 5 de méme pour les

deux autres).
On se référe alors au diagramme commutatif (A) de V.3.1.bis (ol U' = U x Y,

V' =V x Y) pour conclure. [3

L 'hypothése de finitude sur le typs de X n'est pas seulement une commodité de
démonstration. Le thécréme devient faux si on la supprime, comme on peut voir sur le

3.7. CONTRE-EXEMPLE : Si X = ¥ = N, H'(X) o H'(Y) et H'(X»Y) ne sont pas isomorphes.
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DEmonstration : I1 s'agit 1ci de variétés de dimension 0, d'ou H*(N)} = Hﬁ(l‘«l) et

Ho(oix M) = WO <l . En outre #O(N) = a0ty = RN puisquiune application de
classe € n'esl dans ce cas rien de plus gu'une fonction. De méme HU(H x N} = RN’N,
dont Tes eléments peuvent &tre notés sous Torme de matrices infinies a coefficients

reels.

Le cup-produft «: HG(N) aHjl,'Te} — Hﬂf!'i x N} se réduit @ la multiplication :
51 f,8 « Hr’{m et u.y e N, [(f _qg)(x.y) = £(%) aly), soit. en notation matricielle,

(F(1)g(1) N 5 (R o BT ;
fl2)al(l) il 12 E 2SN Susts
fug =
Flx)all) filxyale): —-.. fOaly) ...
‘ J

On voit inmédiatement qu'une telle matrice est de rang au plus 1, tous ses détermi-
nants d'ordre 2 étant nuls. I1 en r@sulte qu'une combinaison lin@aire finie de telles
matrices est de rang fini (démonstration facile par récurrence sur la longueur de

Ta combinaison linéaire). Ainsi 1'image par w de HG{N} e HO(N) ne contient que des
matrices de rang fini.

Or 1a matrice

Il 0 0 a N
0 1 0 .0 A
0 0 1 o

I = e -
g 0 0 1 .

n'est @videmmant pas de rang fini. [I

Par contre nous allons étabiir une Tormule de Klinneth en cohomologie & supports

(25
ta
oy
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compacts, valide szns restpiction sur les variétés qui y figurent.

On observe d'abord que, @tant donné deux variétés différentiables X et Y, si
.‘?.l_'.‘-:) at 0 e ..rﬁr,?J. alurs (avec les notations de 1'introduction & V.3.2)

Supy (wR8) = Supp (p"w) n Supp (q"6)
= ({Supp w) =¥} n (X =x(Supp B))

= {Supp w) = (Supp 8).

Ainsi Supp (whn), fermé dans un compact, est compact et le cup-produit se res-
treint en un homomorphisme d'algébres

i HA(X) & HE(Y) —>HE(XxY)

Les proprietés formelles de celui-ci qu'on utilisera par la suite sont rassemblées
dans Te

3.8. LEMME :

(i) 51 %, X', ¥, V' sont des variétés différentiables et f : X' = X, g : ¥' =+ ¥
des- applications [de classe " ou méme seulement continues) propres, alors
fxg: X' =¥ « ¥ xYest propre et le diagramme suivant est commutatif :

HE(K)BHE (V) ————=2—————+ H(X % Y)

« |

e »
'._‘:S'!ﬁc * {ﬂ"g){*
H:(H']s.‘-Htf'\"] = Ht[?(' M

(i) 5i X, ¥ sont des varietds différentiables, U un ouvert de X, V un ouvert de
Y, e: U +¥%, n: ¥ =¥ les inclusions respectives, alors le diagramme suivant

est commutatif :

He (U)shz (V) S — HE U+ V)
E'ﬂﬂ* (E-\f‘.}‘_
HE(X)eHg (V) = — HE(X = Y) .



(i11) S1 X, ¥ sont {U,VE un recouvrement cuvert

de ¥, U' =L =Y, ¥ =V =Y, alors les suites exactes de Mayer-Vietoris & supports

gramme commutatif (10} de

compacts relatives 4 {U,V) et {U',V']} donnent iieu au d

la page sujvante.

DEmanstratlion :

b

un compact de X = ¥, alers, p et g désignant les deux projections

(1) 51 K est
canoniques, p{K) et g{K) sont compacts. Comme K = p{K) x q(K), on a

¥

{(Fxg)"(K) = (fxg)" " (p(K)xq(K)) =

il

(p(K)} = g L{a(K)) .

Comme f et g sont propres, f_l(p{K)) et g—;{q(K)) sont compacts, et (fxg)_l(K), qui

est de toute fagon fermé, est compact.

lL.a commutativité du diagrammne se vérifie comme en V.3.3.
(19) Si w e RL(U) et 8 e QHV) , T =€ (u) e szé(x) et al

<o?

, = (8) ¢ Ql(Y) desi-

grant les formes prolongées par 0 en dehors des supports, @ A o coincide avec
w A G osur {(Supp w) % (Supp 8) ; & T'extérieur de ce compact, & et/ou A , donc
o

- v o e
A B, sont nulles : autrement dit w ~ B =

= oA B,

fash]

La comnutativité du diagramme en résulte par passage au guoiient.

{ii1) La démonstration est copiée sur la démenstration relative au diagramme (a)
de V.3.1bis : la ligne superieure est exacte parce que 1'exactitude s conserve par
rensorisation et sommes directes finies ; Ta commutativité des premier, deuxiéme
et quatriéme carrés provient de (ii) ; pour le troisiéme carré, on remonte & la
définition (V.4.3) des bords 3 et

si ; 4{3?_ af[@]) =[E] oli £ = d('u“)lJ L= d(sdnj'unv » +;bf-vL étant
une partition de 1'unité subordonnée au recouvrement {U,V} ; formule analogue pour

Fed

4', Comme en V.3.1bis, on chotsit pour partition de 1'unité subordonnée & fU',V'}

les applications de classe C dé&finies, pour (x.,y) ¢ ¥ =Y, par o DGY) = ay{x)

=t JL.';.".’.,_’:./} = g%y,
v W

)

~ = iz Lis ol 7 A i 5
On vérifie sur-le-champ que, pour toutes 2 = uC(A), Yo Lélf), Gy (AAR) =
L]

(i3} A

—
n
-
—

{omme Cfmﬁ,:si;) o (AAu) + el d(AA)

) 4= i e
+ .‘:,.(tl,'.,.'-L:) + (=1} .',,."J.( wady)
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) ~ 5 PUMIE A B deld
——r [HE(UNY)BHE (V) T, ———> THE(U)SHZ{Y) 1 @LHE (ViBHZ (¥) 1), —— LHE(X)eHE (Y) 1) 3
) : (S ) ' ¥ J
Kooy o k
> Ho(U' V) s HE(U)BHL (V') e e HE(XY) e

=g [HE(UGV)@HE(Y)]k+1 e fHE(U)éHE(Y)jk+le[H€(V)éHE(Y)jk+1 =
bes; L [ I
i vy HE*d YR (V) —————

(N.B. @ CHIUY B HE(¥;), = o HI(U) e HI(Y) , etc...)
isjek

Diagramme ( .fx.c)
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et d(((:tv.k) au) =dlagd) Ap+ (=1 (ayr) A du

- ] -

= (-‘.iu\f,/\.'u) Ao+ (aydr) A w+ (-1)° (u\_{)\) A dp o,
i1 résulte qu'cgalement
(dﬁ."],) A {dAp) = (dav/\},) .

En outre (,‘\;.‘_,") Uy = -‘iUr‘V A Hi%

Tout cela permet d'écrire, pour w ¢ Zé(X), Bilg ZC( )y (lwl)ols] = (ol ol
e))

0 = d{aya) |,y A 6> et 8" (6] w [01) = (11 ol 1 = dlay: (whe)) |y yv 3

o = ((day)aa) |y~ 8+ (oydu)]yy A 6

= ((day)) [y F

1 1 o i} 1
= ((du.v:) A (wh )){U'.".V' + Ol'V'(dW\e)IU’nV' + (=1) O'V (wada) ‘U by

m
Lol
1

= (((do)rw) & 8]y

= ((d‘ui\,)!\m) :,“ Wy B

Tout est prét déscrmais pour é&noncer et démontrer le
3.9. THEOREME : Soit X et Y deux variétds différentiables. Alors le cup-produit in-

duit un isomorphisme d'algébres graduées

w1 HE(X) ® HE(Y) — He(X « ).

Démorstration @ Elle reprend les techniques du §2. Pour Tes mettre en oeuvre de fa-

con aussi claire gue possible, on note X(X,Y) la proposition "ie Théoréme 3.9 est
yrai pour les vari@tes différentiables X et Y" et on démontre les deux lemmes suivants,
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dont 3.9 est évidemment un coroliaire immédiat :

3.10. LEMME -

Pour tous entiers n,p, gg(LRn . JR"]) est vraie.

3.10. LEMME :
{1} Soit Y une variété différentiable et n un entier. Si }((an,Y) est vraie,

alors pour toute variété différentiable X de dimension n, K(X,Y) est vraie.

{11} Soit X une varigté différentiable et p un entier. Si }((X,JRD) est vraie,
alors peur toute variété différentiable Y de dimension p, ®{X,Y) est vraie.

Démonstration de 3.10 : Dans ce cas HE(]R”) = Hg(an) R, HE(JRP) = HE(IRP) ER,
HE(]Rm-p) = Hg+p(]Rﬂ+p) = R {cf. V¥.4.19) et tout se réduit & vérifier que 1'appli-
cation linéaire

"

ot HHR™) ® H(RP) — HI'P(R™P)

n'est pas nulle.

Seit G : }R+ —» R 1'application de classe C* définie en IV.5.10 telle que
G{x} = 1 pour x = 1 et G(x) = 0 pour x = 2. S1 on pose, pour tout entier m et tout
{Xl,...,xm) s B

um(xl,...,xm) = G(!xll)...G(‘.xm\) d><1 Auih dxm i

cn obtient une forme By & :.z.’é‘(]R”‘) telle que J " > D : clest dire que S(":'m]) #0

5"
(. 1,43, ¥¥ol Lol # 0.

Par ailleurs i1 est évident que pour tous entiers n,p, oy A 0y = On+p’ d'ed
[7,] up] = Ecnﬂw'l # 0, et w est dans le cas présent un isomorphisme.

Démonstratien de 3.11 : On se contentera de dé&montrer (i), la démonstration de (i1)

étant identique 3 1'ordre des facteurs prés. On procéde par 8tapes successives, pre-
nant peur X des variétés différentiables de plus en plus "compliquées".

17) X est un ouvert convexe borné de o

Soit v : ¥ —R" un homéomorphisme (cf. 2.6). I1 en résulte d'aprés 3.8 (i)

236



fopaiogre A

un di agramme Commutatic

HE.L Lﬂ”) & Hel ¥y — Ty HE\J’.(W i Fy
|
1 i
L-’ ba I :Ullr\r-
v 1
HE(X) s HE(Y) = He (X = Y)

oil les fléches verticalas, induites par des homéomorpnismes, sont des isomorphismes
{cf. IV.7.8) ; la fléche horizontale du haut en est un par hypothése, celle du bas

aussi par consequent, ce qui prouve le lemme dans ce cas.

e s _y F
2°) k est un ouvert de R, raunion finie d'ouverts convexes bornés de R .

On procéde par récurrence sur le nombre r d'ouverts.
S1r =1, le lemmwe est vrai d'aprés 1°).
"
=Ty oy _—t ¥ = [, el supposons le résultat établi jusqu'a r-1, donc pour
U, Vet UnV=(rn r.) v...u (?r—i i I'.}. Le diagramme commutatif (AC) de (3.8)(111)
montre alors, d'aprés le lemme des Cing et !'hypothése de récurrence, que, pour

Seit maly X= Tl vaw i Mol :l""’rr sont des ouverts convexes bornés de Rn,

o

cut entier k,
S - I"r(h) ® HC(‘!" ]k » H '\)'\ ® f)

est un isumorphisne, ce qui établit le Temme dans ce cas.

. . ios VL el
un ouvert de Rr" , Yreunion déngmbrable disjointe d'ouverts du type

L2

précédent.

Soit X = | ¥ oil, pour tout me I, Xm est
X+ X ; deolme, X x ¥ = g (Xm:<Y) sous les inclusions
me N

un ouvert du type précédent, sous

. ol f
BS 1ncliusions

oo weldy ¢ X —eX x ¥,

Par souci de clarté on note, pour tout m « N et tout entier k,

1

A Yo rdéﬂﬁ) ; ces homemerphismes induisent respecti-

i

la restriction de (1

vement
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Eor e M) e Oy
me IN =
et i, 4 @ Hi(ij-—mr HF(X} s QUi sont des isomorphismes (2.14.2°)).
melN 7 o

Notatives enalogues pour 3.

Pour tou® m ¢ M et teut entier k, le diagramme suivant est commutatif (3.8(ii)) :

. 1S iy = k 5
,il‘?:;,{"LC(xm)@HC(')’I He Xy x Y)
o (1] s1d;) ’ )
i+j=k " ' i i
o e (i) — HE(X % Y)
1+j=k
avec Idi = Id i ). car cruséquent le diagramme suivant est commutatif
. HZ (V)
° um
® & [HY o yamd (v)g —T e HI(X xY)
el T+j=k o me N B
. k
= I‘j*
¥
1-? k[H;:(X)EaH‘é(Y)“. . H (% < V)

ra fléche de gauche est un isomorpnisme parce gu'elle se déduit de
s (1'wld,) en permutant Tes deux sommations et en distribuant ® par rapport d e;
i+i=k :
ta flache du haut est un isomoerphisme d'aprés 2°) et par somme directe. Ainsi, pour
tout entier k.

u i [HE(X) & HE(Y) Y, —— HE (% x ¥)

u

est un isomorphisme et le lemme est encore vrai dans ce cas.



Ly = i et
47) X est un ouvert gueiconque de R,

Procéds): comme en 2.14, 3°) pour obtenir un recouvrement {U,V) de'X tel que

U, ¥ et Un V soient du type précédent. Conciuve A 1'aide de 3.8. (iii).

5%) X est une varifté diffarentiable de dimension n recouvrable par un nombre

fini d'ouverts de cartes.
51 X admet un atlas & une carte, utiliser cette carte et 3.8(1) pour se ramener

iU cas précédent

A=l vhal, ollre 2 ek Ul""’Ur sont des ouverts de cartes, poser
U=Y; u.owu ”r-l’ V= Ur et proceder par récurrence a 1'aide de 3.8 (iii).

67) X asl une réunion dénombrable disjointe de variétés du type précédent.

Imiter la démonstration de 39).

7°) % est une variéts différentiable quelconque de dimension n.

Si X est compacte, elle ressortit au cas 5%). Sinon, adapter 4°) (cf. 2.14.7°))
Il

Evidemment, 51 X et Y sont toutes deux compactes, 3.9 ne se distingue pas de
3.6 et n'a pes @ Btre redémontré... C'est le cas dans 1'exemple que nous donnons pour
terminer ce paragraphe ot qui généralise ¥.5.11 {Tui-méme déduit de la forme faible

¥.3.1bis du théorzme de Kinneth).

3.12. THEOREME : Soit X une H-variété (V.5.9) connexe compacte. Alors le premier en-

tier r = 0 tel gue Hr(X) # 0 est impair.

n & %
Pour aucun entier n, CP ne peut &tre muni d'une structure de

H-variétsé,

Démonstration de 3.12 : Tous Tes espaces vectoriels considérés sont de dimension fi-

nie par compacité de X.

sott E ¢ Hr(x}ﬂ £ #0ets le plus petit entier tel que £ =0 : on a donc

1

532 et B2 4D,
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L'application @ : X » ¥ — X définissant la structure de H-variété induit un
homomerphisme d¢'algéprss

*

" B = W) = RTOO) & KO0
d'aprés 3.6. Ln particulier, en degré r, [H'(N) o H*(X)]r - HT(X)wHO(X) @HO(X) e H (%),
tous les autres termes étant nuls par hypothése.

En compesant m avec les injections ¥ = ¥ = X : x> {x,e) et XXX : x+—> (€,x),
o e est 1'élément tel que, pour tout x ¢ X, m(x,e) = m(e,x) = x, on vérifie comme en
¥.5.13 et gridce @ la connexité de X gue

m*(:) =00 B L iag

d*os 0 = m"(£%) = m'(1)® = (gel + lst)®.

Si on suppose r pair, on a (I1.8.11(ii)) :

(il + lxg)s =

cette somme directe &tant un sous-espace vectoriel de o HI(X) B HJ(X) = HrS(XxX).
i+j=rs

s )
£” sont nuls mais, comme s > 2, Ta som-

Certes Tes termes extrémes £° » 1 et 1
] '1)(X) e H'(X). Or, par hypothése,

®
w ! 1 (s
me contient au moins le terme s 2 £ eH

20 et =t # 0, d'ol s{s_l ® & # 0 (utiliser par exemple 1.2.3 (iv)) et une contra-
diction & supposer r pair. [n
3.14, EXERCICL : Soit X, Y deux variétés différentiables compactes, p : X x Y — X,

q: X xY-—Y les projections.
Montrer que, pour tout x e H1(X), pix) = % hJ;Y e H1(XA'Y) et, pour tout
Yy € HJ(Y), g {y) = EX oy HJ(X>vY), oi 1y e HO(X) {resp. lY £ HO(Y)) est 1'unité de

H*(¥) (resp. de H*(Y)), c'est-d-dire Ta fonction constante &gale & 1 sur X {resp.

sur Y).

En déduire que, X, Y, Z étant trois varietés différentiables compactes,

f:Z+X,g: L+ Y deux applications continues et h = (f,q) (c'est-&-dire que pour
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tout z « Z, h{z) = (f(2).a(z))), alors, pour tous X « H1(x}, ¥ € HJ(Y),

hYxuy) = £(x) g™ ly) « H'HX =) .

4. LE THEOREME DE LEFSCHETZ.

La premiére partie du paragraphe est consacrie a la construction d'un nouvel
hemomorphisme, 1'homomorphisme de Gysin. Celui-ci joue un rile fondamental dans Ta
démonstration (sinon dans 1'énoncé) du théoréme de Lefschetz (4.17) qui est notre
put ultime, mais son intérét intrinséque dépasse de loin cette utilisation.

Jusqu'd 4.10 dncius, M et N désignent des variBtés différentiables orientées de
dimensions respectives met n ; £ : M —+ N est une application continue.

La datinition de |'homomorphisme de Gysin se faisant par dualité ('3 travers"
les isomorphismes de Poincarg), 11 faut supposer f propre pour 1'obtenir en cohomalo-
gie prdinaire. 51 f est propre, on a pour tout entier § une gpplication lindaire
£t s Hywy = Wi, da'on brp HEM ™ —=HLN)*. On a aussi, pour tout entier 1, Tes
isomorphismes de dualite Pl « H'(M) == HT ()" et By : H'(N) - HETU(N)® definis

en 2.1,

4.1, DEFINITION : L'homomorphisme de Gysin induit par f, noté t,, est celui qui,
pour tout entier i, rend commutatif e diagramme sujvant

. : ) H
|I1(MJ . i - H1+n_mﬂ”)
i = - itn-m
T = | Py
* I
=~ = =y
He ' (M) .T_,-H’g )

fe
Remarquer que si n = m (donc en particulier si N =M i cf 4.15 bis), f_est de degré
0.

: i+n=-m,-1 £ i
Autrement dit, £, = (Py Vivera fE “ Py -
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En d'autres termes encore (traduire le diagramme, ou cf, 4.@), 5§ le Z’(M),
fIE]) = (w] of we 2" ™(N) est telle que, pour toute A « Z?—1(N) ;

Enfin, si 1'on utilise Te crochet de Kronecker (cf. 2.15), on a le résultat

suivant gu'on peut, de ce point de vue, prendre pour définition de f_

4.2. THEOREME : L'homomorphisme de Gysin induit par f est 1'adjoint & gauche de fE
pour < , » , c'est-d-dire 1'unique f* tel que, pour tout entier i,
f, 0 HI ) —HT(N) et, pour tous x ¢ H'(M), y  HL '(N),

<f (x),y> = o, foly)> -

Démonstration :

{i) Unicité : I1 est immédiat que 1'égalité ci-dessus définit f, sans ambiguité :
sig: Hi(M) ——>H1+n'm(N) est telle que, pour tous x e Hi(M), Y e Hg—i(N),
<g(x),y> = 0, alors, pour tout x e Hl(M), g{x) = 0 (cf. 2.18 (i)) et g = 0.

(ii) D'aprés 4.1 et par définition de < , > et d'une transposée :

itn-my-1  t i
<f () ay> = <[Py (ML o PRix) Ly

= Pu(x).foly)
ry ':x:fE(.Y)"" ¥

u

Les propriétés formelles essentielles de 1'homomorphisme de Gysin sont les sui-

vantes :

4.3. THEOREME :
{i) Si P est une variété différentiable orientable et g : N - P une application

continue,

(&), = o B .



{i1) Formule de projection : pour tous x ¢ H' (M), ¥ ¢ HJ(N},

Démons tration :

{i) tmmediat par juxtsposition de diagrammes 4.1, ou comme composée d'adjoints.

(11) Comme f_(x.F*{y}) ¢ WM My,
on prend z ¢ hg_i_jtlj
<f,(x.F (¥)),2> = . (y),fe{z)> (d'aprés 4.2 (ii))
= <o, f {y) fé(z)> (d'aprés 2.16 (i))
= <x,fg(yz)> (d'aprés 1V.7.6)
= «f (x),yz> (4.2 (ii))
- :fi(x).y.z? (2.16 {i))

d'oi f (x.f (y)) = f _(x}.y d'apres 2,18 (i). 0O
4.4, REMARQUE : De toute fagon, ne serait-ce que pour des raisons de degré, il
etait vain d'espérer que £ Ot un homomorphisme d'anneaux. Par contre, la "formule
de projection" signifie que f_ est H*(H)-1inéaire 4 droite. Comme elle n'est pas de
degré 0, cela n'entraine pas (cf. note de bas de page au début du §7 chapitre IV},
sinZzm (2], la linéarite & gauche : en effet, pour X ¢ H1(N), Y oe Hj(M),

d'og (f, étant quand méme R-Tinéaire !)
. AR o peE =
Flf (x).y) = (-1} 7 f.0y.f (X))
= (-13" £ (y).x

T w j+n-n : i(j+n-n ‘. "
d'apres 4.3 (ii). Mais f, (v} € TR ”(N) et 1 {-1) (J#n ")x.t*;y) ; ainsi

ot
=,
*
—
e
—_—
>
un
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F Ay _ P 'i(n-n'.) .
£ F(x)y) = (-0 Mg (y)

Toutefois, dans le cas o0 n = m, la situation algébrique s'éclaircit, et nous la
décrivons plus explicitement. {(Prendre garde gue le signe * désigne tantdt un dual,

tantdt une graduation : se ré&férer au contexte.).

On pose, pour tout entier i, Ai = HE_T(H)* et B! = HQ'T(N)*. Ainsi, pour tout

entier 1,

: Hi(N) —p

Ph ) AT et bl

M

d'oi deux R-isomorphismes de degré 0

Py H'(M) — A" et Py : H'(N) —B" .

Corrélativement, on munit B* d'une structure de H*(N)-module duale de celle de
HE(N) (cf. 1V.7.1) en definissant, pour X ¢ H'(N) et we BY, w.d € 8' 79 = HT'I(N)"
oar w.i : ngl_J(N) — R : v (i) (et, bien entendu, r.w = (1) w.A).

De fagon analogue, A" est muni d'une structure de H*(M)-module.

4.5. THEOREME : Avec ces conditions de dimensions, de degrés et de signes, les iso-
morphismes de Poincaré et th {et donc f_ comme composée) sont H*(M)-Tinéaires.

Démonstration : Comme ces trois applications sont de degré 0 (car, &tant donné que
tfé
H*(N)—1fﬁéar1té d'un seul c6té (cf. note de IV.7)

. : i 3 - T
n=m, ona, pour tout entier i, IR v»-B]) il suffit de vérifier leur

Soit x ¢ H(N), y e HI(N), z e HITT9(N). Alors

P&+J(xy).z = <XY,Z> = <X,yZ>

n
o
=
—
Pd
-
it
b
~
~—

clest-a-dire, d'aprés la définition de la structure de module sur B''Y,

" 3
P& J(xy) = PN(x).y s
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sy
1y
-

d'al Ta H'(N)-Tingarité de Py.

La H (M)-linéarite de Py e démontre de la méne manigre. Sa H'(N)-linéarité s'en-
suit puisqu'elle est définie "a travers £ 7 (elle signifie gue, pour U ¢ H1(M) et

e i+3 = Trle s
y & BIN), Py (ufy)) = pN._UJ.r*U-}).

Juant & la HY(N)-linéarité de 'fé eile provient du lemme suivant, qui resservi-

4.6. LEMME : Soit U", " deux H'(N)-modules graduds, ¢ : V* —»U" une application
H’(H)~iiﬂéaire de degré 0, m un entier. On note, pour tout entier 1, X! Te dual de

(= ey ¥ e doad de Y1 ; on définit la structure de H*(N)vmodu1e e
F}Dsant pﬂur tous e .(1' ) b HJ[N}- . Un1_1—J)

('_.J.".J.é' = '.._.{‘_MJ')
(Définition analogue pour ¥*)

Alars

est H'(N}-Tingaire.

; . 3 - i Jn=1=3 { T g 3
DEmonstration : Seit o e X', X & HJ[M], ®e ¥ J. Par definition des diverses struc-

tures de H'(N)-module et par H'[N)-linéarité de ¢ :

t?(m.w].x = (o) -d{x)

-y
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clldas

On revient au cas général : a pricri n # m.

Pour définir 1'hememorphisme de Gysin en cohomolngie & supports compacts, il
faut supposer que ies cchomeiogies de M et N (ordinaires ou & supports compacts,
peu importe d'aprés la dualité de Poincaré) sont de dimension finie en tant que
R- espaces vectoriels : c'est Te cas si M et N sont de type fini (cf. 3.2).

Alors les espaces vectorieis s'identifient & leurs biduals. De fagon précise,
a i e A -1
st % € H&(M;. on définit x ¢ AE(M)** en posant, pour toute w ¢ HE(M}* = AT

x(wy = (-1 ™)y

les dimensions étant finies, le monomorphisme canonique

~

q 8 HOT) = HLOD™ 2 x e

M
est un isomerphisme. On a de méme, pour tout entier i, un isomorphisme
eyt oMy = HLM™ : y oy
(00 n remplace m dans 1a définition de 7).

On forme pour tout entier i les isomorphismes composés

i tom-1i i iz i F m-1
Qu = Py o ey @ He(M) — Ho(M) sl ()

et b = 071w ol ooy — Wl W)

n
i ]

4.7. DEFINITION : L'homomorphisme de Gysin & supports compacts induit par f, noté
ny est celui gui, pour tout entier i, rend commutatif le diagramme suivant :

\ 'FC P
He (M) = - He TN
:
i,m-‘}(mﬂ >—Hmh1(N)*
t *®
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Autrement dit fC = (gi*"™1 o ter o gf - Cap L IUR oty

En d'autres termes encore (traduire le diagramme ou cf. 4.8(i)), si o « ZE(M),

)
fE([hjj = Tg) ol o ¢ Z}+”'m(N) est telle que, pour toute ue I '(N),

( . il (_]‘)(n-—m)(m-f) J (f*}) e
In il

Les propriétés formelles sont analogues, & certains signes prés, & celles de #) 3

4.8. THEOREME :
(i) L'homomorphisme ff est 1'unique homomorphisme qui vérifie, pour tous

x e BN, y « H™ Ny,

a8, B> = ()M ey
{ii) Si P est une variété différentiable orientable et g : N -~ P une application

continue,

€ _ 4€
(gef)f =g o f

(ii1) Pour tous x e HE(M), Y e HJ(N),

Cix () = FUx).y

kg ES

Démonstration :
(i) Unicité : comme en 4.2(i). Par ailleurs,

G m-1 Cre
ay £ (x)> = PR Y)F(x]

'y ot -
(=gjARIEAL R0 AR

(_1)(1+n-m)(m—1) tP$'1(fE(x)).y

- (_1)(i+n~m)(m-1) tpﬁ—i ; E;+n—m(fﬁ(x)).y

*

[
Ha
~I
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in-m) (m-1) t, m-1i *y
= (-plimmimd) tpid e 3y

v (_1)(1+n~m)am—i) i-tpmhi(f*(Y)))

{_1)(1+n—m)\ﬁ—1)+i\m-i) Pﬁ_i(f*(y)).x

= (nHE ey e

(11) per juxtaposition de diagrammes.

(i11) Soit z ¢ H™ "TI(N) :

@ Fo(xFly))> = (LI ey ety

= (o) IS A e

(_1)(n-m)(m—i—j)+ij+(n—m)(m-i) <Zy,fE(X)>

(_1>(n~m)(m-i—j)+ij+(n—m)(m-i)+j(1+n-m) fz,fS(x).

Or {n-m)(m-i-3)+ij+(n-m) (m~1)+{i+n=m)j = {(n-m){m-i-3)+2ij+(n-m){m-i+j) = O mod. 2,

d'od Fo(x.F*(y)) = £5(x).y d'aprés 2.18(i1).0

ici encove la situation algébrique est complétement satisfaisante si n = m.
Procédant comme en 4.5 on pose, pour tout entier i, C' = (A" )" = HE(M)** et

s a; i HE(M) -+ HZ(M)** D XX et g; : Hé(N) - H;(N)** : ¥ —y induisent-ils des
R -isomorphismes de degré 0 ey HE(M) +C* et ey ! HE(N) s D¥.

i m-1 L P P : . . e L
o' = (8" - HC(N)* . Ainsi les isomorphismes canoniques, définis pour tout entier

On pose de méme, pour tout entier 1, E' = H™ '(M)* et F' = H™ '(N)*, ce qui don-
ne le degré 0 aux transposés des isomorphismes de Poincaré tPM gl i et

I G|
PN S e T

* k. * *

On munit C*, D*, EY, F' des structures duaies de celles de A", B*, H*(M), H"(N)
d la maniére de 4.5 et 4.6.

*
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*
4.9. THEQREME : Dans ces conditions, Eys By Py tPN et tf (et donc fE comma com-

posée) sont H*(Nj-linéaires.

Démonstration @ 51 X « H;(N), Ae HI(N) et we 8™ 7Y,

Dhw= (-1HHR3) )
2 oy (=D
- ey ()M
(o) (D I ) 5

a (_1)(i+j)(m—1—j)+1j+i(m—i)+j{m—i-j) ;_(Am)

L. (_1)(1+j){m-i-j)+ij+1(m—1)+j(m—i-j) (B

Or (i+j){(m-i-7)+id+i{m~-1)+j(m-1-3) = i(m-1)-ij+ij+i{m=-1) =0 mod. 2, d'ol
£1= XA Ainsi gy est H'(N)-Tingaire.
De méme €, est H'(M)-(donc H"(N)-) 1inéaire.
- 5T i * GRE i t * * Lom oy
D-aprés 4.6 et 4.5, Py est H (N)-linéaire et Py est H (M)~ (donc H™ (N)-) linéai-
re.

D'aprés 4.6 et IV.7.3, “f" est H'(N)-Tincaire. [

Si M et N sont compactas (pas forcément de méme dimensicn), les deux défini-
tions (4.1 et 4.7) sont valides. Comme en outre H*(N) = HE(M) et H*(N) = HE(N) dans
ce cas, on se ndte de vérifier Te

4.10. THEOREME : Si M et N sont compactes, - = f,.

Démonstration : Soit x e M), y e i (M) 5 alors
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<f*(x),;>‘: %, F (y)> (4.2)
- (—1)i (m-1) <f*(y), x> (2.16(11))
) -'1)1{muij+(n—m)(m—i) <y,f5(x)> (4.8(i))

- (_l)ijm—i)+(nvm)(m—i)+(m—i)(1+n—m) <Fc(x),y> (2.16(ii))

= <fY{x),y>

d'ot le résultat d'aprés 2.18 (1). O

Enfin, i1 est une situation intéressante, en soi et pour la démonstration de
4.17, celle d'un ouvert U d'une variéte différentiable orientge M, les cohomologies
de U et de M étant de dimension finie. Comme U est alors une variété orientée de méme
dimension que M, 1'inciusion 1 : U - M induit un homomorphisme de Gysin de degré 0

1, ¢ Ho(U) — He (M)
Mais on dispose aussi de 1'homomorphisme d'extension défini, pour teout entier 1, par
T HMU) = Ho () 5 fw) e TR

ol wiy = w et I Supp w = 0
(cf. IV.7.5. ; on a rebaptisé ce dernier par précaution sans doute excessive, 1

n'étant pas propre, donc 1'homomorphiisme de Gysin "ordinaire" pas défini, en généralj.

G

4.11. THEOREME : Dans ces conditions, 1 = 1.

Démonstration : Seit n = dim M = dim U. Il suffit d'aprés 4.8 (i) de
vérifier que, pour tous X e Hé(U), y e By,

~ *
@ T00> = a(y) e,

2 -k r a3z
c'est-a-dire que, pour tous & & ZE(U), e () [ hake { (W‘U) A
‘M ‘U



Topologie Algdbrique

cela est yrai puisgue Supp (n,\g) < Supp £ = Supp £ gui est un compact de U. |

Cette situaticn se présente en particulier dans le cas suivant : X est une va-
riété différentiable orientZe de dimension n dont la cohomologie (en tant que R-es-
pace vectoriel) est de dimension finie ; P est une sous-variété fermée de X, de di-
mension p et dont la cohomologie est de dimension finie ; U est un voisinage tubulai-
re de P dans X (ou un Tibré en boules dudit voisinage tubulaire : cf. V.4.16 et 17).
L'inclusion £ : P+ X est alors la composée des inclusions n : P> Uet 1 : U~ X,

n" : H*{U) » H*(P) &tant un isomorphisme par contractilité des fibres, cf. démonstra-
tion de V.4.10 {4)) : ainsi H"(U} est également un R-espace vectoriel de dimension
finie.

Dans ces conditions, pour tout entier i, nE i Hé

(P = Hé+"'D(U) est un isomor-
t

phisme (puisque n*, denc "n”, Te sont).
4.12. DEFINITICMN : L'isomorphisme de degré n-p
B i *
Aei dC{P) ~—+HC(U)

ainsi défini s'appelle isomorphisme de Thom

11 rend, pour tout entier i, le diagramme suivant commutatif
. € .
Ha(P) ————H. " P(x)
Oz <
n* \ /.*
i+n-|
e P (V)
Si on suppose X compact (ce qui rend aussi P compact, et assure les hypothéses
précédentes sur la finitude des cohomologies) ce diagramme devient, utilisant 4.10

et 4.11

251
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et il en résulte ie

4.13. LEME : Spit ¥ une variéte différentiable compacte orientée de dimension n, P
une sgus-variété fermée de A de dimension p, € : P+ X 1'inclusion ;

it ¥ une variaté différentiable compacte orientée et f : Y » X une
application continue.

Alors, si f(Y) Ped, T ag =

Démonstration : Par compacité de P et de f(Y), on peut trouver un fibré en boules U
a'un voisinage tubulaire de P dens X tel que U o f{Y) = ¢ (cf. V.4.16). Avec les no-

tatfons précédentes, on a donc
o = f o7 ont: H(P) - H"P(x)

Ur, pour tout entier j, si w « u%(u}, il est évident sur la définition (cf. IV.2.1)

que (W) = 0. Donc " e« T =0 et £ s g =0,

Yy *
Le résultat suivant, dont on aura besoin, est laissé en

4,14, EXERCICE = 51 X, Y, 7 sont des variétés différentiables compactes orientées de
dimensions respectives m, n, pet ¢ : X > Y, ¢ : Z~ Y des applications continues,

3 - AEUE mFp-n-1
alars, pour tous a e M (X), b e H" P-4 1(Z)

@ vy, ip).a> = (DI gy fa)

et toul est prét pour la démonstration du thécréme de lLefschetz, méme si son énon-

cé ne fait pas intervenir 1'homomorphisme de Gysin et ne semble pas a premiére vue

reTever de ses propriétés.

On y considéra en effet une variété différentiable compacte orientée M de dimen-
cion continue. On note en cas de besoin

sion n et f: M =M une applica

£1 0 KMy > HYMY 12 1™ composante de £ @ HT(M) - H¥(M). La cohomologie de M
i | P {
gtant de dimension Finie {3.5), on pose la

4.15. DEFINITION : Le nombre de Lefschetz de f est

g = (-:): Trifs)
i=0 ;



ol Tr désigne ia trace.
[Signaltons tout de suite Tes

4.16. DEFINITIONS : Si f = Idy , Tr({Id,)]) = dim H'(M) s'appelle Te i°"° nombre de

Betti de M

te nombre de Lefschetz de 1'application identique se note
x(M) = T (-1)" dim K'(#)

et s'appelle la caractéristique d'Euler-Poincaré de M. Voir 5.1 et sujvants].

On peut alors éncncer le

4.17. THEOREME : (Lefschetz) Sous ies hypothéses de 4.15, si Ae # 0 alors f a un point

fixe : i1 existe un x ¢ M tel que F{x) = x.

En fait il existe des versions "doubles" de 4.15 et 4.17 qui font, elles, inter-
venir 1'homomorpnisme de Gysin : soit M, N deux variétés différentiables compactes
orientées de méme dimension n, ¥ : M = N, g: Mo N dgu% applications continues. On
note f: 3 F]{NJ —+-H](M) et gl 2 HT(M} —~>fﬂ(N) T Fre composantes de f, q, res-

pectivement.

4.16bis DEFINITION : Le nombre de Lefschetz de (f,g) est

n ; ~ :
& o Al . L
J\fig ,_I’)\ L) ||'(l_| : gl’[
4. 17bis T Dar= ces conditions, si lf g # 0, il existe un x ¢ M tel que
- 5
I
1

11 est évident que, si 1'en fait N = M et g = Idy,, on trouve A 8 Ag 3adnad
M 714 f

Poest un corollaire inmédiat de 4.17bis, et c'est celui-ci que nous allons prou-

Démonstration de 4.17bis : Le retour de 1'homomorphisme da Gysin se fait d'abord par

le Liais de 1'opération suivante
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[1 existe alors un x « M tel que f{x) = g(x) ssi h(M) n A(N) # #, d'ou 1'idée
3

d'avoir recours au Lamme 4,

En effet AW} est notoirement une sous-variété fermée de N x N de sorte que, si
Tlon note = ¢ A} = N = N 1'inclusion, le Lemme 4.13 assure que h(M) n A(N) # & si

Par aiileurs, comme A(N) est C -difféomorphe & N par 4, h* « g, ='0:s51
h A& = O.
Ainsi le Lemme 4.13 fait-il apparaitre le présent théoréme comme un corollaire

immédiat du

4.18,  THEOREME : Si h = 4, =0, alors kf,g = 0.
A l'aide de 6.14 et de 2.18, ce théoréme apparait & son tour comme un corollaire

immédiat du

4.19. THEOREME : 5§ a7 = h_ =0, alors A . = 0.

LR~

stration de 4.19 : C'est une affaire de calcul (cf. 4.24),

3 - = L [ - - . 3 k
Sait, pour tout entier K (0 = k = n)'”k = dim H™ (M), et ( Kﬁ{l,---,uk} une
base de IK_H;. On definit par dualitd de Poincaré une deuxiéme famille de bases ;

. By

C N
a .
LS

pour tout entier k (0 < k = n),la nouvelle base de HK(H) est notée (é&)fﬂ{l URTE
relliouy

Les deux Tamilles sont duales en ce sens gque, pour tous entiers k (0 = k < n),

"\1 -5 iJ:.‘- r.':l = X=4

i
K

{Bien entendu, 1a dua!ité de Poincaré impose que e pn_k).
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La méne construction relativement 4 N donne, pour tout entier k (0 = k < n), des

bases (bk‘ , et {LE)V 1 de HK(hj {oli v, = dim Hk(N)) telles que

“klwell, cesVy ) ve‘x,....»}} k
<bk__,bn,_k3' Ak o
€K KX

4.20. LEMME : Soit, pour tous entiers k (0 s k = nj, w1 =€ s vy), x(l = xs vk),

k Lk -k ‘ . Tk ~k) ©n-k k
ck, = bk b N my et & - fqymenRl g, bk < HI(N ).

. - =
Alors les familles (c¢) = (ciy) et (¢) = (cix), ol k,e.x parcourent les ensembles sus-

indigués, sont des bases de Hn(N‘xN), duales 1'une de 1'autre au sens ol

Démonstration : Qu'il s'agisse de bases est une conséquence immédiate du théoréme de

Kinneth (3.6 ... cu 3.9). Par ailleurs,

=

<Ck,,EL.' e )n(n—k) (bELJBﬂ—k éﬁ-ﬁu b%>
£ ot K X g T

y = [}
_ (_l)n(n k) gibﬁ =
¥ X

S T T

) zx

{elt 1, ¢ HO(N % N} est la fonction constante égale @ 1 sur N x N) d'aprés 2.16 (i).

Ainsi, d'apres V.3.3.(i),

]

Comme , paur J > n, :-:‘-I{'d,' = 0,

kon=4 = - X
bb"* = 0 si  ken-t > n
e b, by =0 st n-kFk =T,
s I K- SR y
ce qui falt que <c ,€_> = U s¥ & i
X Uil

On suppose désormais ¢ = K. Utilisant 2.16 (v}, en cbtient :
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ko=koo L k{n=k) o kem-k . en-k ke 4
*Coyr = ) 'bs«:bo ’;N) >bx b’:’lNJ

9l Ly e Hi(N} designe la fonction constante &gale & 1 sur N. Ainsi (2.16(1) de nou-

veau) :
kb kL (_j\k(nwk) cb%,Bn'k> qﬂ“’k,b$>
Ky g ) K* o X T
L k{n-k kin-k) .
= (-1MnK) g ppknk) 5

par définition des bases duales et d'aprés 2.16 (ii). D

On pose alors, pour *ous entiers k (0 s k = n) et x (1 =2k < vk) i

"k
U I R

kX;]. K

pour tous entiers ¥ (0 < R 2 n) et x (1 =% = v,) :

£
My,
Wl My t\ PL
) (b\,' L e L v
IS -=1

4.21. LEMME : Avec ces notations, si 1y e HO(M) désigne la fonction constante égale

d 1surM ,

Ve N i
n oy Tk Yk M _ =5
h (1 ef SEAN IR Frmse n(n-k) § ¥ R kK En=k bn—k bk
oy = 0T L B0 =z, xil i Ko ek 5

L
Démonstration : D'eapres 4.20, le coefficient relatif a E:X dans la décomposition sur
: - Wixi A
la base (T) de h_(L,) « H'(M x M) est <G h*(éﬁ)> :

=M

Compe dim (N = N) = 2n et d'aprés 4.8 (i), ce coefficient est

2

(_1:n <h™ k_rn-k

n * ;
):; _> = (-1) <h (b}:“bx ):;M"

D'aprés 3.14,

Lot
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A lbkuhr‘ k} s b } ph k)
1 1
k k
B B k Zn-k ==K
d'ou
n* ek ) o = u"i “’; kognck gk gnek o o
KX ‘;M os1 T;l KO YT ot '=M
W U
kK "k
_ T ko on-k _koTn=k
= 1‘J£1 T)=:I o yBT pL L g
u
K %
D NN
|J'=l )(
Finalement,
n Yk Yk W
[e - v k -Pn’k _k
htlw = F 1 1 -1 § ot BTN
L, T A=< | gel FONR; C TEy
qui est e résultat annoncé. [I
4,22, CORDLLAIRE :
N u
f k Tk -
hﬂtl-h (1 )-l B ad )‘ I }“ k i n-k
Adhed> = 4 0L K

ﬂémnnstratinn : Utilisant de nouveau 3.14, on voit que A*(b"%.b%) = 67K bk | gon,
S 1 N <b" =k Ky o (_llk(n~k) K X X
£ H \(‘ D.‘x'
Vi
% n (-ynin-k) _ok{n-k) Kk zn-k
(-1) (-1) 421 051 (-1) e B

«'ﬁ ol {1)
=N
k

L3

Or nen{n=k) + kin-k) =n +(n-k)2 mod.

o

= MiF Nk mod. 2

=k mod, 2 ,

d'od le résuyltat anmoncé, [
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Mais, d'un autre cOté,

4.23. LEMME : Pour tout entier k 0 =k = n),

ke Tk Tk K .
Tr{f*ng‘] =3 § m el
* iy gy 3% 95

Demonstration : Four tous entiers k (1 s x = ) et x (15 x % “k)4

SIS TS b SRR (e L
-B.iﬂﬁiabk = “a..4 (bx I (4:2)
My
n-k
= T;J. 'XET <8 .4
n-k
- Abi
K
k “n~k , k
Aipsi g = SN
nsi g (a)) le IE‘ i
De. 14,
v i
ko k
Ll k = ) n-k k _k
T o R ){gl e oy o %

it

? don effici B e
. Keti.....uk} a donc pour coefficient en o~ 1i

La matrice de f: a gf dans la base (a
W

i -n-
gne et k- colonne xuk g R

axe " La somme des Eléments diagonaux donne le résultat
=i 5

annoncé. 10
4.24. COLLAIRE :
af.g e <A e hi(iM)';N’
DEmonstration : Triviale d'aprés 4.22 et 4.23,

Fin de 1a démonstration : De 4.24 résulte immadiatement 4.19, donc 4.18, 4.17bis
et 4.17.

(ARA N
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4.25. REMARQUE : L'hypothése de compacité faite sur M dans 4.17 (sur M et N dans
4.17 bis) n'est pas quiune commoditéd de démcnstration. Elle est véritahlement fonda-
mentale comme on peut le voir trés simplement en prenant M = R (dont la cohomologie
est bien de dimension finie !} et f : R > R : x v+ x+1.

L'importance des théorémes de point fixe est universellement reconnue (cf. ici
¥.5.2). On trouve parmi les applications classiques de celui-ci :

4.26. THEOREME : Soit M une variété différentiable compacte orientée.Si f : M > M est
une application continug homotope a une application constante, f a un point fixe.

Démonstration : Soit ¢ : M + M une application constante homotope a f. Le nombre de
Lefschetz est évidemment invariant par homotopie : Ap = A

Or, pour tout entier k > 0,

= 0 : WMy — o

¢y = M) .

Par ailleurs, soit Ml,‘..M les composantes connexes de M et supposons gue, pour
une renumérotation prés, n'est pas une restriction

o 0y

tout x ¢ M, c(x) e My (ce qui,

de généralité). Alors HO(M) ¥ RY et 1a matrice de c; : RY » RY est
N SN

04 0 , d'od Tr(c;) = 1. Finalement Ap = A =1 #0. [

0 6...0

4.26 bis EXERCICE : Démontrer la version "double" du résultat précédent :

Si M est une variété différentiable conpacte orientée ; f : M - M une application
continue homotope & une application constante ; g : M » M une application continue
homotope a IdM $

alors il existe un x ¢ M tel que f(x) = g(x).

4.27. THEOREME : Soit M une variété différentiable compacte orientée, telle que
x(M) # 0 (cf. 4.16). Si f : M+~ M est une application continue homotope 2 1'applica-

tion identique, f a un point fixe.

Démonstration : L'invariance du nombre de Lefschetz par homotopie montre gue hp = x(M).
g N
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4.28. THEOREME : Lorsque - esi pair, i1 n'existe pas d'application continue
768 w9 salle que, pour tout Koo e fix) soit orthogonal & x.

Cémonstratvion : Montrons que 1'existence d'une telle f impligue que n est impair.

Ue toute fagon (gquezlle aue soit la parité de n), si a « S", b e Sn, b étant or-
thogonal & a, alors, pour tout t « R, ta + (1-t)b # 0.

§'i1 exista une application f possédant les propriétés de 1'énoncé, on peut donc

définir une homotopie entre f et I o en posant, pour tous t = R et x ¢ S
<

2

fi oy '
Fef{x) + (1-t)x]
Alors by :E(S”). Far ailleurs ure teile f est &videmment sans point fixe, d'ol x(S"):O.

Or (cf. V.2.3) x(S™ =1+ (=12". Donc a est impair. O

4.29. REMARQUE : Eien que nous rn'ayons pas défini le fibré tangent & une variété dit-
férentiable {cf. {111}, la notion de champ de vecteurs tangents est facile a énoncer

dzaas le cas d'une sphére : un champ de vecteurs tangents & s" est simplement une ap-
3 - - . - . - 00
nlication continue (resp. différentiable, de classe C )

o I W i IRn+1

telle que, pour tout ;i Sn, w{xX) so0it orthogonal & x.

Le Théoréme 4.28 peut se vé&écrire de ce point de vue sous 1a forme suivante, la
pius célébre :

n

4.3C. THEOREME : Larsque n est pair, la sphére S n'admet pas de champ de vecteurs

tangents partout non hul.

(Ce résultat est décrit classiguement pour n = 2, par la remarque qu'"il fait
toujours beau guelque part" (i1 existe un point & la surface de la Terre ol le vent

tangentiel est nul) ou par 1'impossibilité de “peigner une sphére chevelue").

- - = n+1
Jémonstration : Siw : S" - BT est un tel champ de vecteurs, poser, pour tout

T 1 " a0

x 5%, f(x) = (%) wur se ramener a 4.28
wl %}
S i
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4.31. REMARQUE : Par contre, dans le cas ol n est impair, un tel champ de vecteurs est
trés facile & construire : poser, pour tout x = (x,.xo,...,xzp_l,XZp) € Szp-1 = RZp,

wlx) = (-xz,xl,—x4,x3,...,-xzp,xzo_l). 0

Un dernier exemple d'application ol la parité apparait encore plus nettement
{cf. aussi 5.4 et suivants)

4,32, THEOREME : Quel que sc¢it 1'entier n, si un groupe cyclique fini opére libre-
ment sur EP”, ce groupe est d'ordre 2.

Démonstration : Soit C un groupe cyclique fini opérant librement sur EPn, r son ordre,
w e C un générateur.

Comme w' est 1'élément neutre de C, & : OP" » €P" (cf. I11.7.6) vérifie
()" = (@) = 1d__, donc G* : H*(EP") > WH(EP") vérifie (W)" = (@")* = 1d

tp H* (zp")
Or, pout tout entier i (0 s § = n),}zi(EP") = R ; ainsi, pour tout i (0 < i = n),
ke 21 n L i -
g2 O CBF Y = W TP Bst soft Id . . soit (-Id ,. ).
21 H21(IPH) HZI(EPn)
Dans 1'un et 1'autre cas, (5;1)2 =1Id ,, et finalement (52)* = (ﬁ*)2 =
: H"(CP)
Id | " d'oll Ay = X(GPn) =n+l # 0 : i) en résulte que 52 a un point fixe donc,
H{ep™) w

C opérant librement sur tP", que ® est 1'élément neutre de C. [

5. COMPLEMENTS ET PROBLEMES,

D'abord qualgques exercices relatifs & la caractéristique d'Euler-Poincaré. On
n'a pas besoin pour la définir {(cf. 4.18) - non plus d'ailleurs que pour définir le
nombre de Lefschetz - de supposer la variété orientable. Par contre la cohomologie
de celle-ci doit étre de dimension finie, ce qu'on supposera de toutes les variétés
qui interviendront dans les énoncés qui suivent.

5.1. : Si U et V scnt des ouverts de la variété différentiable M tels que M= U u V,
w{Mr o= w(U) o+ x(V) - x(UnV)
5.2. : Pour un preduit cartésien :

X(Mox N) = x(M).x(N) .
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Pilus genéralement on peut aéfinir (de fagon analogue & V.4.11} la notion de
Tibration Jifférentielle : (E,n,B) est une fibration différentielle de fibre F
(B,k,F etant des variétés différentiables et = : E + B une application de classe ¢

=

si tout point de B posséde un voisinage V (dit trivialisant) au-dessus duguel le
dlagramme suivant est rendu commutstif par un difféomorphisme ¢ :
T —2 o % F

Ry
\, / '

S1 B est compacte, il existe un recouvrement fini de B par des ouverts trivia-

iisants possédant la propriété 3.1. (ii).

5.3. & S1 {E,n,B) est une fibration différentielle de fibre F, B &tant compacte,

En déduirs

5.4, : S1 G est un groupe fini copérant Tibrement sur la variété compacte E (II11.7.6),

son ordre |G divise x(E).

Og 1
Zn
J Seul le groupe Z/ZL peut opérer librement sur 5
‘ .Zn-1 . . e g n o,

Par contre, Ta sphére S pouvant étre regardée comme sphére unité de € (en
particulier sl=fzet \ [z] =.11) .,
p ; 1 2n-1
5.6. 1 s opbre librement sur S ;

B A i ) emes - A
Pour tout entier q, Z/of (isomorphe au groupe des racines qene de 1'unité) opeée-

; Zn-1
re librement sur S :
En ce qui cuncerne les espaces projectifs compiexes (cf. 4.32)

5.7. : 81 n est pair, aucun groupe cyclique fini ne peut opérer Tibrement sur (=

Par contre



