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4.31. REMARQUE : Par contre, dans le cas ol n est impair, un tel champ de vecteurs est
trés facile & construire : poser, pour tout x = (xl’XZ""’pr-l’pr) € 52p-1 = RZP,

m(x) = ('Xz,xl."X4,K3,...,'XZP:xzp_l)- a

Un dernier exemple d'application ol la parité apparait encore plus nettement
(cf. aussi 5.4 et suivants) :

4.32. THEOREME : Quel que soit 1'entier n, si un groupe cyclique fini opére libre-
ment sur CP", ce groupe est d'ordre 2.

Démonstration : Soit C un groupe cyclique fini opérant librement sur tP", r son ordre,
w € C un générateur. y ey

Comme w" est 1'élément neutre de C, o : GP" > CP" (cf. 111.7.6) vérifie

(@7 = (u") = 1d donc &* : H*(CP") » H*(eP") verifie (@*)" = (&")* = Id

e H*(tP")
Or, pout tout entier i (0 <1 < n),HZi(mP") * R ; ainsi, pour tout i (0 =i < n),
ok 21 pph 21 ppn + ’
Wns : HE'(TP") + H®'(CP) est soit Id ,, s S0% (=1dh o Yo
2i H21(EP“) H21(EP")
2 et finalement (32)* = (&*)% =

2

1 1 ~% =

Dans 1'un et 1'autre cas, (wZi) = IdHZi(EP“)

Id o, d'od A, = x(P") = mkl # 0 : i1 en résulte que &
H™(CP) w

C opérant librement sur ", que wz

a un point fixe donc,

est 1'élément neutre de C. 0O

5, COMPLEMENTS ET PROBLEMES,

D'abord quelques exercices relatifs & la caractéristique d'Euler-Poincaré. On
n'a pas besoin pour la définir (cf. 4.16) - non plus d'ailleurs que pour définir le
nombre de Lefschetz - de supposer la variété orientable. Par contre la cohomologie
de celle-ci doit étre de dimension finie, ce qu'on supposera de toutes les variétés
qui interviendront dans les énoncés qui suivent.

5.1. : Si U etV sont des ouverts de la variété différentiable M tels que M=U vy V,
x(M) = x(U) + x(V) - x(UnV) .

5.2. : Pour un preduit cartésien :

X(M x N) = x(M).x(N) -
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Plus généralement on peut définir (de fagon analogue & V.4.11) la notion de
fibration différentielle : (E,m,B) est une fibration différentielle de fibre F
(B,E,F étant des variétés différentiables et m : E ~ B une application de classe Cw)
si tout point de B posséde un voisinage V (dit trivialisant) au-dessus duquel le
diagramme suivant est rendu commutatif par un difféomorphisme ¢ :

TT-I(V) P I
i) \ /)rl
.V

Si B est compacte, il existe un recouvrement fini de B par des ouverts trivia-
lisants possédant la propriété 3.1. (ii).

.

5.3. : Si (E,m,B) est une fibration différentielle de fibre F, B &tant compacte,
x(E) = x(B) .x(F) .
En déduire

5.4, : Si G est un groupe fini opérant librement sur la variété compacte E (111.7.6),
son ordre |G| divise x(E).

De 13
5.5. : Seul le groupe Z/2Z peut opérer librement sur 32".
Par contre, la sphére SZ"'1 pouvant &tre regardée comme sphére unité de " (en

particulier sl=1(z el | |z| =.1}) ,

2n-1

1 opére librement sur S 3

5.6, = §

Pour tout entier q, Z/qZ (isomorphe au groupe des racines qémes de 1'unité) opé-
re Tibrement sur S2"°1,

En ce qui concerne les espaces projectifs complexes (cf. 4.32) =2

5.7. : Si n est pair, aucun groupe cyclique fini ne peut. opérer librement sur TP".
Par contre
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Zn-1

5.8. : L'opération de Z/2Z sur CP définie par

[2)0ZpsesesZpalp qoesaZpgd > [-5;21,...,-i;;,ii,...,i;]
est Tibre.
Toujours la caractéristique d'Euler-Poincaré :
5.9. : Si M est compacte de dimension impaire,
x(M) =0 .
(Démonstration directe si M est orientable. Sinon construire une fibration dif-

férentielle (M,n,M) de fibre Z/2Z ol dim M = dim M et M est orientable : M est 1a
variété d'orientation de M) .

5.10. : Si M est une surface (variété différentiable compacte de dimension 2) orien-
table de genre g (cf. 2.22),

x(M) =2 - 2g .

Soit Ty = S1 F S1 le tore a 2 dimensions. On admet que 1'objet obtenu en

- prenant deux exemplaires de T1

- 6tant & chacun d'eux 1'image d'un disque par une carte
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- recollant 1'un & 1'autre les bords des deux découpes

peut-étre muni d'une structure de surface, notee TZ et baptisée tore d deux trous.
(I1 est facile de voir que T, est une variété topologique. Le probléme est de "lisser
la soudure" : cf. [131.).

5.11. : Montrer que T, est orientable.
Calculer x(T,).

En itérant le procédé, on obtient le tore & m trous To (T est le bretzel, T,
le coup-de-poing américain, etc...).

5.12. : Montrer que Tm est de genre m.

Dans le cas ol M est une variété compacte de dimension divisible par 4, sa si-
gnature est définie : 2.23.

5.13. : Montrer que Sign (M) = x(M) mod. 2
5.14. : Pour un produit cartésien :
Sign (M x N) = Sign (M).Sign (N) .

On revient aux surfaces : on appelle décomposition (en polygones curvilignes)
d'une surface M la donnée d'une famille finie de compacts Kl,...,Kp de M et, pour
tout i e {1,...,p}, d'un voisinage ouvert Ui de Ki dans M et d'un difféomorphisme
¢; + Uj > V4 o0 V; est un ouvert de R® tels que

(i) M= Kl U...qu

(i1) pour tout i e {1,...,p}, ¢;(K;) est un polygone convexe de R

(iii) pour tous i, ¢ {1,...,p} tels que i # j, ¢i(Ki n Kj) est soit 4, soit
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un sommet de Pi’ soit un cité de Pi'

(Exemples de figures ci-dessous).

On appelle sommets de la décomposition les images des sommets des Pi par les
¢;1 ; arétes les images des chtés ; faces les images des P,.

Soit S, A, F les nombres respectifs de sommets, arétes, faces, de la décomposi-
tion.

Décompositions de 52

S-A+F = 4-6+4 = 2 S-A+F = B-12+6 = 2
"Tétraédre" "Cube"

Décomposition de T
(a 1a différentiabilite
prés...)
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5.15. : Montrer que S-A+F = x(M).

(Utiliser des disques centrés sur les sommets des polygones Pi’ et des polygones
inclus dans les Pi et de cbtés paralléles a ceux des Pi’ pour obtenir des voisinages
ouverts des sommets et arétes de la décomposition inspirés par les figures suivantes :

Appliquer 5.1 de fagon répétée).

5.16. REMARQUE : Le résultat précédent montre que, pour une surface donnée, le nombre
S-A+F est indépendant de la décomposition. C'est historiquement sous cette forme que
s'est introduite la notion de caractéristique d'Euler.

Les exercices suivants donnent des résultats sur la cohomologie des Grasman-

niennes complexes.

ta
o
o
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On décompose en somme directe " - E"hl el ol t"'l est "inclus" dans C" comme
d'habitude par (zl,...,zn_l)r—+ (zl,...,zn_l.O) et En = [ est le sous-espace vecto-
riel des &léments de la forme (0,...,0,z). Dans ces conditions, on a pour tout entier
p < n une "inclusion"

-1
€3 G,p_l(fl:n )——Gp\ﬂ'.n) iLbi=>Lel .

L

N
T

Y

Fiqure avec n = 3, p = 2 (et, bien sOr, R au lieu de )

Alors Gp(E“)\G _I(G"'l) est 1'ensemble des éléments de Gp(I") dont 1'intersec-
tion avec En est réduite & {0}. Par conséquent 1'inclusion Gp(E"'l) = GP(E") facto-
rise d@ travers

: n-1 n n-1, .
v Gy(e ) —6,(T NGy (E777) s Ll
et la projection m sur Enul parallélement a En induit

- sp(a")\ap_l(m”'l) —>Gp(m"'15 e b il

telle que m o 1 = Id Sl
Gp(En 1)

267



Max KAROUBI et Christian LERUSTE

/ n(L)

>
[
-t
3
A
b
\
o\

L'=1(L")

Figure avec n = 3, p=1, R au lieu de C .

n-1

5.17. : Montrer que (Gp(En)\Gp_l(E ),n,Gp(tn'l)) est un fibré vectoriel, la fibre

au dessus de L &tant m 1(L) ¥ L*.

5.18. : Montrer que 7", donc 1*, donc lE sont des isomorphismes. (cf. 4.12).

En déduire d 1'aide de V.4.8 et V.4.10 une suite exacte infinie (préciser £) :
= g = [} o =
LA CRC) — w0 ) —He,@" 1)) — H(G,(8") — K5y (0" by
5.19. : Montrer que, si k est impair,

Hk(Gp(En)) .0,
n n
Montrer que x(Gp(I )) = (p) . =

Ce résultat suffit & calculer la cohomologie de GZ(E4), par exemple :
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5.20. : Si M= 82(14), montrer que

HO(M) = we(w) =

R,

n

Hh ()
tous les autres espaces vectoriels de cohomologie de De Rham &tant nuls.
Si 1'on veut trouver la structure multiplicative (cf. 2.26) de H*(Gp(tn)) il

faut faire appel & la théorie des classes caractéristiques, qui n'est pas développée
dans ce livre (cf. [81).

On trouve que H*(Gp(mn)) est une algébre de poiyndmes & plusieurs variables
tronquée :

5.21., 2 THEOREME. :

e

H*(ep(m")) 1 SRR T3 PR,

P *'n-p
oii, pour tout entier i (1 =1 < p) X; € H21(Gp(¢n)), pour tout entier j (1 < j < n-p),

Yj € HZj(Gp(En)) et J est le plus petit ideal de R[Xl,...,xp,Yl,...,Y"_p] tel que
(1+X1+...+Xp)(l+¥1+...+Yn_p) = 1 mod. J.

5.22. : Vérifier que, pour p = 1, on retrouve la structure de H*(EPn'l) établie en
2.26,

D'autres classes caractéristiques permettent de déterminer la cohomologie des
groupes classiques. Par exemple on peut définir (comme en II.2.4 mais sur € au lieu
de R) la forme o p € Qp(GL(n,E)) par o = Tr((M'ldM)p). On montre encore que,

s
=0, et que d“n,Zp-l = = 0. On note alors
2p-1

n,p

pour p pair, %y 2p

O.n’p

1 e HP(su(n)).

y 1 e HPTH(U(n)) et by, = [ay oo

a = [a o
2p-1 n,2p-1 U(n) 1 su(n)

5.23. : On peut montrer (exercice difficile !) que les cohomologies de U(n) et
SU(n) sont des algébres extérieures :

H (U(n)) = M(agsazs.--sdpy 1)
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* -
et H*(SU(n)) = A(b3,b5,...,b2n_1) :
(Noter 1a cohérence de ce résultat avec dim U(n) = n2 et dim SU(n) = n2-1).

Enfin les @noncés suivants sont ceux de divers examens et partiels tenus a
1'Université Paris VII

5.24 : Soit sP*% le sous-ensemble de RP*9 formé des points de coordonnées

(xl,...,xp+q) vérifiant 1'équation

(xl)2 ot (xp)2 - (xp+1)2 e | )2 =1

*ptq
1) Vérifier que P9 est une sous-variété de pPHa

2) Montrer que 1'inclusion naturelle i de S'p'1 = Sp,O dans P9 est une équi-
valence d'homotopie (c'est-a-dire qu'il existe r : sPeq Sp_1 telle que

rei = Idsp_l et ier = Id p ). En déduire la cohomologie de la variété sP9,

sPq
3) Montrer de méme que la sous-variété de t" définie par 1'équation
g 2
) )

=1

(z9)" +...+ (2,

a le type d'homotopie de S"'1 (c'est-d-dire qu'il existe une équivalence d'homoto-

pie entre les deux).

5.25 ¢
1) Soit X, le sous-ensemble de UP" formé des points de coordonnées homogénes
fxl,...,xn+1] vérifiant 1'équation

(x)% *...t (x,1)2 = 0

Montrer que Xn est une variété analytique complexe de dimension (complexe) n-1 et
que X, est naturellement une sous-variété fermée de X . En déduire que X est une
variété réelle orientable de dimension 2n-2.

2) Montrer que X, est difféomorphe a s2,

3) Quel est le nombre de composantes connexes par arcs de Xn ?
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4) Soitzn_1 le sous-ensemble de " formé des points de coordonnées (zl,...,zn)

vérifiant 1'dquation
s 2
(z9)" #...4 (23" =1 .

Montrer que X - X est diffeomorphe & ;.

n-1
5) Soit gl 4y sphére usuelle de R" et soit 15" 1 son "fibre tangent" c'est-a-

dire 1'ensemble des couples (x,y) ol X e Sn'1 ety e R" avec x orthogonal & y. Mon-
trer que 7" est une sous-variété de dimension 2n-2 de R et que £, lui est dif-

féomorphe. Décrire complétement Ta situation lorsque n = 2.

6) Montrer que TS"'l x R est difféomorphe a S"'1 x R". En déduire la cohomolo-
gie & supports compacts de TS"'I. Peut-on aussi déduire cette cohomologie de 1'iso-
morphisme de Thom ?

7) A partir de ce qui précéde décrire de la maniére la plus compléte possible
la cohomologie des variétés X3, X4 a5 o

8) Montrer que X s'identifie & la Grassmannienne des 2-plans orientés de
R™1. Retrouver ainsi 1'isomorphisme X, = e

5.26

1

a) Calculer le degré de 1'application f : S° - S1 définie par f(z) = zk, z étant

ici un nombre complexe de module 1 et k ¢ Z.

b) On identifie S2 a GPl et on considére 1'application g : 52 -+ S2 induite par
1'endomorphisme (z,t) +— (zk,tk) de Ez. En utilisant par exemple la suite exacte de
Mayer-Vietoris, montrer que g est de degré k.

c) Soit P(z) = aozk +ooot @ Un polyndme de degré k > 0 & coefficients complexes

2 1

et soit h 1'application induite sur S° = CP" par

(z,t) Fa—(auzk + alzk_lt Fouot aktk . tk) .

Montrer que h est homotope a 1'application définie en b). Quel est son degré ?

d) Déduire de c) que 1'application h définie en c) est surjective si k # 0
(Thécréme de d'Alembert).
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e) Soit m : N L 1'application propre définie par

s K k
(zl,...,zn) i (111,222,...,zn")

ol les ki e Z. Quel est le degré de 1'application

8 SZn = S2n

qu'on en déduit en considérant le compactifié d'Alexandroff 52" de " ?

5.27 : Soit n un nombre pair et soit f : s" » s" une application continue de degré
k # 0. Montrer qu'il existe un point x de Ta sphére tel que f(-x) = -f(x). Par des
contre-exemples appropriés montrer aussi que les restrictions sur la parité de n et
sur le degré sont nécessaires.

n-1

5.28 : Soit m o O(n) + S la fibration standard qui associe & une matrice ortho-

gonale sa premiére colonne.

a) On suppose que T admet une section s : S"‘1 + 0(n) (c'est-a-dire une appli-
cation s telle que myes = Id n_1) et on considére Ta fibration 7, : 0(n) » g qui
0

associe a une matrice orthogonale sa deuxiéme colonne. Montrer que 1'application

v+ Wz(s(v))

g : V> e T o

est une application continue de S"'1 dans elle-méme homotope & 1'identité avec
6(v) # v pour tout v.

b) Si n est impair, en déduire que m; n'a en fait pas de section.
5.29 : Soit n un nombre entier strictement positif et soit
m: s x s s"

une application continue de bidegré (p.q).
1) 51 & g g « gh désigne 1'application diagonale, montrer que
med : S" -+ S est une application de degré p+q.
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2) A tout point x de s" associons 1'isométrie By de Rn+1 définie par la symé-
trie orthogonale par rapport & 1'hyperplan orthogonal & x. Ainsi ex(v) =y si x est
orthogonal 3 v et ex(x) = -x. On désigne encore par @, : s" . s" 1'application indui-
te sur S". Quel est le degré de eX ?

3) Soit maintenant

mos shsogtash

définie par m(x,y) = 6,(y). Quel est le degré de 1'application x + m(x,x) = 6,(x) ?
En déduire le bidegré de cette application m.

5.30 : Soit A : €P" > TP" x TP" 1'application diagonale.

1) Déterminer 1'homomorphisme de Gysin
o,z W@ - AN (ep" xoP")

2) Pour tout couple d'entiers (n,k) avec k < n on désigne par

k

: ¢ > "

Meon

1 n+l

1'application induite par 1'inclusion Ik+ c0'"". Si rets sont tels que
ns<res <2netsif: P -+ tP" et o g tP® > tP" sont deux applications continues
homotopes & i, et ) s respectivement, montrer que f(IP") o g(IP®) # ¢ (On s'ins-
pirera pour cela de la démonstration du théoréme de Lefschetz).

3) Si r+s < n trouver f et g homotopes a ir'n et is - respectivement telles que

£(TP") n g(CPS) = 2.

Les deux derniers énoncés font mention des groupes d'homotopie, mais rien d'au-

tre n'y est nécessaire que leur

5.31 : DEFINITION : Soit n un entier > 1, M une variété différentiable. L'ensemble
des classes d'homotopie d'applications continues définies sur la sphére s" et a va-

leurs dans M se note nn(M).

On montre (cf. [17], etc...) que wn(M) est muni naturellement d'une structure de

groupe et que ce groupe est abélien pour n = 2.
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5.32 : On identifie TP" & Gl(En+1) c'est-a-dire & 1'ensemble des matrices carrées
complexes d'ordre n+l vérifiant les identités

pf=p p*=p Tr(p) =1 (cf. 111.4.15 et 4.23).

1) Soit w la forme différentielle de degré 2 sur tP" definie par

w= Tr(p.dp.dp) -

Montrer que w est une forme différentielle invariante par 1'action du groupe unitai-
re : si g e U(n+l) et si ¢g : 0" > 1P est définie par ¢g(p) = g.p.g"l, on a ainsi

d:;(m) =w .
2) Pour k = n en déduire (par des arguments cohomologiques par exemple) que

W T W AW AAW
"

k
est une forme différentielle de degré 2k partout différente de 0.

2n+l 2n+2 o En+1

3) Soit S la sphére de R identifiée ici a 1'ensemble des matri-

ces colonnes complexes & n+l lignes telles que u*.u = 1. Soit

o : sl gph

1'application associant & u le projecteur u.uh Quelle est 1'interprétation géométri-
que de 8 ?

4) Pour n = 1 on obtient en particulier une application remarquable

2

Expliciter les cocrdonnées de 8(x) dans S° en fonction de celles de x.

5) Montrer en général gue e*(m) = do oll o est Ta forme différentielle de degré 1
définie au point u de SZ"+1 par
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a == Tr(u".du) .

2n+l invariante

6) Montrer que w = e*(w")Aa est une forme différentielle sur §
par 1'action du groupe unitaire U(n+1l) opérant par 1'action usuelle (g,u) +—g.u
(produit d‘une matrice carrée par une matrice colonne). En déduire que w est une for-
me volume sur SZ"+1 (On pourra admettre que 6 : 52"+1 ~ tP" est une fibration loca-

lement triviale).
7) Soit maintenant

L "

F2 S
une application différentiable quelconque et soit B une forme différentielle telle
que f*(w) = dB. On pose

H(F) = J W' A B.
S2n+1
Montrer que H(f) ne dépend pas du choix de B et ne dépend que de Ta classe d'homoto-
pie de f. En déduire que 1'application explicitée a 1a 3e question n'est pas homoto-
pe a une application constante. En particulier n3(52) n'est pas réduit a 0.

5.33 : Soit GL(n,C) 1'ensemble des matrices complexes inversibles d'ordre n muni de
la structure de variété différentiable d'ouvert de E“z. Soit W, la forme différen-
tielle sur GL(n,I) définie par la formule

1

= terlam o am L Me GL(n,T) ,

od le produit entre parenthéses est effectué dans 1'algébre des matrices & coeffi-
cients des formes différentielles (r facteurs M_1 et r facteurs dM).

1) Montrer que w, est nulle pour r pa1r et est une forme fermée pour r 1mpa1r
(On remarquera pour ce1a que d(M” ) dM M et que Tr(AB) = (- l)pq Tr(BA) si
A et B sont des matrices de formes d1fferent1e1les de degrés p et q respectivement).

(Cf. introduction & 5.23).
2) Soit

6 1 S° -+ GL(2,L)
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1'application définie par
x+iy z+it]

d(X,¥,2,t) =
-z+it  x-iy

Montrer que la classe de cohomologie de ¢*(w3) n'est pas nulle.

3) Soit V un espace vectoriel complexe de dimension m muni de 2r automorphismes
JI’JZ""‘JZr satisfaisant aux identités

Ja'JB = 'JB'Ju pour o # B

Id

.y

Soit J = i" J;.5...0,, avec i = /-T et soient Vj = Ker(J-1d), V; = Ker(J+1d). Mon-
trer que J2 = Id, que V = VO ) Vl’ que chaque automorphisme Ja applique Vg sur V1 et
V1 sur Vy (remarquer que J,.J = -J.J,). Quelles sont les dimensions de V0 et V1 2

4) Soit Gpsligse s sty UNE suite d'indices telle que p soit pair < 2r et

150y <ay<...< oy 2r. Montrer que 1'automorphisme J' = Jal'Jaz"'Jap laisse sta-
bles VO et V1 et que la trace de la restriction de J' a V0 est nulle.

5) Soit

2r-1 . ut(Vp) ¥ 6L(n,8) , od n = dim (Vy),

¢ =S
1'application définie par

¢(x1,...,x2r) = Jl.(xld1 + x2J2 +...+ erJZr)

restreinte a VO‘ En remarquant que (x1J1+...+x2rJ2r)2 = Id et que
(Jy-dx ) (I5.dxg) = (Jg.dxg) (J,.dx ) montrer que " (wy,._1) s'€crit

2r =
@1)tn 5 (=13 dxp aceon @ A dxy,

J=1 $

En déduire que le groupe d'homotopie “Zr-l(GL(n‘E)) £ 0.
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On va voir maintenant que la situation précédente se réalise pour V = A ¢’ (algé-
bre extérieure de &r). Pour tout vecteur v de L' on note dv : V=V 1'application
linéaire définie par dv(w) =V Awet par 3, 1'application adjointe pour la forme her-
mitienne associée & la formg hermitienne standard sur "

6) Avec les notations précédentes montrer que (d, + Bv)2 = Q(v)Id od Q désigne
la forme quadratique standard sur t" = RZr (On pourra remarquer que tout élément de
A(tr) peut s'écrire v A w + w' o0 w et w' sont orthogonaux a v). En déduire que les
automorphismes JOt définis par

Jo. 2 d. #8 et Jyol, 2 do 0o = H{d =)
2s e ey 2s-1 ieg ieg e, e,

satisfont aux hypoth&ses énoncées en 3). En déduire que er_l(GL(n,G)) # 0 avec
-1
s Ty
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