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Résumé

Dans cette Note, nous introduisons un morphisme nouveau erkreéHéorie algébrique et I& -théorie hermitienne. L'ana-
logue topologique en est I'opération d’Adang€ en K -théorie réelle. Nous en déduisons une minoration d& fénéorie
algébrique supérieure d’'un anneden termes du groupe de Witt classique de 'annéa&uA°P. Pour citer cet article: M. Ka-

roubi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

From algebraic K-theory to Hermitian K-theory. In this Note, we introduce a new morphism between algebraic and
hermitian K -theory. The topological analog is the Adams operatichin real K -theory. From this morphism, we deduce a
lower bound for the higher algebrait-theory of a ringA in terms of the classical Witt group of the ring® A°P. To cite this
article: M. Karoubi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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1. Laconstruction fondamentale

Soit A unek-algebre unitaire, telle que/2 € A. Nous nous proposons de construire une «classe caractéris-
tique » nouvellek (A) — L(A ® A°P). Ici K (A) désigne laK -théorie algébrique da et L(A ® A°P) la K-théorie
hermitienne de I'anneali = A ®; A°P, muni de I'antiinvolution permutant les deux facteurs.

Plus généralement, cette construction algébrique permet de décrire dans la Section 3 une application continue
entre les espaces classifiants gethéories algébrique et hermitienkgA) — L (B) d’ou on déduit une applica-
tion K, (A) — L,(B) qui est un homomorphisme de groupes si 0.

La construction est basée sur le foncteur suivant. Bailn A-module a droite projectif de type fini et soit
E* =Homy(E, A) son dual, qui est uAd-module a gauche par laréegle. f)(x) = A(f(x)) ou f € E* etou les
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lettres grecques désignent des élémentd dAlors E* ®; E est unB-module a droite par la regle du produit

suivante (f @ y)(A ® ) = uf ® yA.
Le B-moduleF peut étre muni de la forme hermitienne suivante

o[(few. @] =r0"e f .

Si, pour simplifier, on pose = f @ y etu’ = f' ® y’ etb = A ® p, on a, en effet, les identités suivantes
pub,u’) = p[(uf @ y2). f @] =1f ) ® f'Mi=wm@M(fO)® f' () =bpu.u),
e, u'b) =p(f @y, 1uf @ YN =fONAQuf (M =(fO)® f(M)*®u) =¢u,u)b

etenfinp(u',u) = f'(y) ® f(") =, u').

Par ailleurs, la forme hermitiennge permet d’identifierF a son antiduaF* (en tant queB-module a droite),
grace au morphisme antilinéaife F — F* défini parf(u)(u') = ¢(u, u’). En effet, par additivité, il suffit de le
vérifier pourE = A, ce qui est évident.

2. Interprétation en termes detraces

Supposons qud soit un anneau commutatif avec involution, notée> a. On définit un homomorphisme
A ® A% — A par la formulea ® b — ab. Par extension des scalaires, le produit tens@fél® E) @agaor A
s'identifie & Hom (E, E) (ou E désigne leA-module conjugué d&). Plus précisément, cette identificatigrest
définie par( f ® y) ® a — [x — f(x)yal.

On vérifie aisément que([uf @ YAl ® a) = ¢ ([f ® Y] ® Ajia).

Proposition 2.1. Compte tenu des identifications précedentes, la forme hermitienridosng (£, E) est définie
par la formule suivante (f, g) — Tr(fg), ou f est I'application linéaire deE dansE sous-jacente & .

Exemple 1. Si A est le corps des complex_é:set E = C,Homy(E, E) s'identifie C et la forme hermitienne
n'est autre que la forme standagd, 1) — Ap. D’une maniére générale, la Proposition 2.1 permet d'associer a
tout A-module E unefamille de formes hermitiennes, , o parcourant 'ensemble des involutions de I'annéau

3. Retour ala K-théorie

Soit E un A-module projectif de type fini et soit de nouveAu= A ® A°P. On notey (E) le B-module projectif
de type finiE* @ E, muni de la forme hermitienne définie dans la Section 1.

Proposition 3.1. SoientE et F deuxA-modules projectifs de type fini. On a alors un isomorphisme canonique de
B-modules hermitieng (E ® F) =¥ (E) ® ¥ (F) ® H(E* ® F) ou H est le foncteur hyperbolique standard.

Démonstration. Notons d’abord qué&* ® F est bien unB-module par la regle de multiplication suivante (déja
explicitée plus hautsE = F) : (u @ v)(A ® 1) = pu Q@ vA.
Par ailleurs, on a un isomorphisme

(E@F)*QESF)=(E*QE)®(F'QF)®[(E*®F)® (F*®E)].
Enfin, lesB-modulest* ® F et F* ® E sont en dualité par I'accouplement induit

[(fe. (f @]~ fO)e (),
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analogue a celui défini plus haut Bi= F). Il s’en suit que(E* ® F) @ (F* ® E)], muni de la forme induite, est
isomorphe au module hyperboliqi& E* ® F).

Pour étendre) au groupe de Grothendiedk(A), on remarque que la correspondangevérifie I'identité
suivante sur le semi-groupe des classes d’isomorphig-gdedules hermitiens

Y +y)=vx)+¥ () +yx,y)

ou y est une fonction biadditive (c’est le foncteur hyperbolique appliqué au produit tensoriel du dupbde).
D’aprés une remarque due a Dold [3], on peut étendre la fongtian groupe de Grothendieck en posant

Yx—=y)=vx)—vQ) -y, y»)+yQ, ).

On vérifie que cette formule a un seng(x — y) ne dépend bien que de la classexde y dans laK -théorie deA.
En d’autres termes, elle définit une application (pas un homomorphikiie) — L(B).
En particulier, siy est la classe d’'un module libt&, on voit que

Y(E—A")=y(E)—y (A" + H(A)*®A") — H(E* @ A").

Il convient de noter que le foncteuf — ¥ (E) donne naissance a une représentation remarquable (pour
E=A")

GL,(A) — Op,q (A® AOp)

avecp =n + (n2 —n)/2 etqg = (n?> — n)/2. Cependant, il n’est pas évident a priori d’en déduire une application
continue

BGL(A)" — BO(A ® A°P)T

entre les espaces classifiants usuelskig¢kéories algébrique et hermitienne.

Pour définir une telle application (et expliciter ses propriétés multiplicatives), nous allons procéder de maniéere
indirecte en interprétant I1& -théorie algébrique (et hermitienne) en termes de fibrés plats. Par exemplessi
un CW-complexe fini, & -théorie algébrique d¥ a coefficients dand peut étre définie en termes de fibrés plats
«virtuels » surX, dont la fibre est um-module projectif de type fini (cf. [5] pour les détails). Plus précisément, le
groupe de Grothendieck des classes d’'isomorphie de tels fibréskno#), s'identifie a I'ensemble des classes
d’homotopie deX dans I'espace& (A) x BGL(A)™ ol K (A) est muni de la topologie discréte. En particulier, les
groupesk, (A) peuvent étre définis en termes de fibrés plats sur des spheres homologiques de dimension

On définit de maniéere analogue k&théorie hermitienne d& a coefficients dans un anne&uavec antinvo-
lution, notéeL g (X), qui s’identifie & 'ensemble des classes d’homotopieXdéansL(R) x BO(R)*. Puisque
la correspondancg +— i (E) est fonctorielle, elle définit unapplicationentre les groupes de Grothendieck de
fibrés virtuels associés, par la méthode de [3] avec B, soit K4 (X) — Lp(X).

On en déduit une application continue bien définie & homotopie faible prés entre les espaces classifiants corres-
pondants. En choisissant paXirune sphere de dimensian> 0 par exemple, on a un homomorphisme de groupes
K,(A) — L,(A® A°), qui étend I'application définie précédemment peut 0. O

4. Interprétation topologique

Supposons maintenant gde= C(X) soit I'algébre des fonctions continues a valeurs réelles sur un espace com-
pactX (on pourrait aussi considérer les fonctions a valeurs complexes, en mumsdarinvolution définie par
la conjugaison). Le complété naturel dex A°P = A ® A est alors I'algébre des fonctions continues ¥ux X,
munie de I'involution associée a la permutation des variables. Le choix d’'une métrique sur les fibrés permet d’iden-
tifier la K -théorie hermitienne d€ (X x X) a laK -théorie équivariant&z,>(X x X). L'analogue topologique de
I'nomomorphisme précédeni est alors la « power operation » d’Atiyah [1K:(X) — Kz,2(X x X), ou K (X)
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désigne laK -théorie topologique réelle. En particulier, si on se restreint a la diagonate>d&, on trouve une
opérationyr réduite

Y K(X) — Kz/2(X) = K(X) @ K(X)

dont les deux composantes sont les opérations de Grothenshiecket A2(x). La différences2(x) — A2(x) est
I'opération d’Adamsy2 considérée comme morphisme d’anneauxkilel) dans I'anneau de WitW (A) qui
s'identifie 8K (A) d’aprés un théoréme bien connu. On notera ¢deest la multiplication par une puissance
de 2 sur laK -théorie réduite des sphéres. Par conséquent, c’est un isomorphisme modulo la 2-tofsést sn
CW-complexe fini. En effet, le foncteur dé-théorietopologiqueransforme une suite exacte courte d'algébres de
Banach en une suite exacte longue de groupds-tleeorie topologique.

5. Un exempled’application ala K-théorie algébrique supérieure

Puisque I'opérationy s'étend aux espaces classifiants, elle induit un homomorphisme sur les théories a coeffi-
cients (avedB = A ® A°P) : K, (A; Z/p%) — W, (B;Z/p%), pourn > 0. Il est bien défini sh = 0 en convenant
de poselKo(A; Z/p%) = Ko(A)/ p* etWo(B; Z/p*) = Wo(B)/p“.

Supposons maintenant gpesoit un nombre premier impair et désignons farl'image dek, (A; Z/p*) dans
W, (B; Z/p%). Nous comptons trouver une minoration Hg, donc dek,, (A; Z/p%), en utilisant le théoreme de
périodicité enk -théorie hermitienne [4].

SoitZ’ = Z[1/2]. D'aprés [2], il existe un « élément de Botbx,, dansKy,,(Z’; Z/p*) dont I'image dans le
groupe deK -théorie topologiquel(ffr’ﬁ(R, Z/p*) = Z/p* estle générateur topologique (avee= p*~1(p—1)/2).

Théoréme 5.1. Avec les notations précédentes, on a un diagramme comniutatif
K, (A; Z/Pa) — W,(B; Z/pa)
X I
Kp+am(A; Z/p*) ——= Wyiam(B; Z/p®)
ol y est le cup-produit paby, et oup est ’lhomomorphisme de périodicité &nrthéorie hermitienne. Puisqug

est un isomorphisme pour> 0 et est injectif poun = 0, on en déduit que I'ordre du group®, 4, €st minoré
par celui deH,,.

Démonstration. L'image du générateur de Bolty, dansWa,(R;Z/p*) est un générateur de ce groupe qui
s'identifie lui-méme an,rf;p(R;Z/p"‘) = Z/p® dapres [4]. On conclut la démonstration en remarquant que
les morphismes horizontaux sont compatibles avec les structures multiplicativésttedorie algébrique et en

K -théorie hermitienne (utiliser les fibrés virtuels de la Section 3).
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1 on notew, le groupe de Witt « supérieur » qui est le conoyau de la fleche naturelg dansL,,, induite par le foncteur hyperbolique.



