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DIMENSION ALGEBRIQUE
DE SOUS-GROUPES ANALYTIQUES
DE VARIETES DE GROUPE

par Michel WALDSCHMIDT

Soient G une variété de groupe définie sur le corps Q des nombres
algébriques, et ¢ : C" > G un sous-groupe a n paramétres de G, de
dimension algébrique d. Nous nous proposons de majorer le rang !
(sur Z) des sous-groupes I' de C” dont I'image par ¢ est contenue dans
le groupe Gg des points algébriques de G.

Ce type de résultat n’est pas nouveau [4, 9]. Ainsi, le théoréme
2 de E. Bombieri et S. Lang [2] montre que, (si les points de I' sont
trés bien distribués dans C" quand n > 2), pour d=>n + 1, on a
I <n?+ 3n pour des variétés linéaires, et I < 2xn? + 4n pour des
variétés abéliennes. Ces majorations sont obtenues a partir d’un cri-
tére arithmétique pour que des fonctions, analytiques dans une boule,
soient algébriquement dépendantes sur Q. Ces résultats sont donc
locaux.

Nous montrerons que, sous les mémes hypothéses,on ald < n(l + d)
dans le cas linéaire, et Id < n(l + 2d) dans le cas abélien. Nous ob-
tiendrons d’autres inégalités sous des hypothéses de répartition moins
fortes. Ces majorations étaient déja connues pour des sous-groupes
a | paramétre [7, 9] ; nous les obtiendrons, pour n = 2, a partir d’'un
critére concernant des fonctions méromorphes dans C", d’ordre fini.

1. Un critére de dépendance algébrique de fonctions
méromorphes d’ordre fini.

Les notations sont celles de [2] ; la taille (“‘size”’) d’un nombre
complexe algébrique « sera notée s(w).
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Nous commencerons par démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 1. — Soient I, X ,p,,..., py des nombres réels posi-
tifs, K un corps de nombres, (Sy)y>, une suite de sous-ensembles de
C", fi,...,f,; des fonctions méromorphes dans C", d’ordre (strict)
inférieur ou égal a p,,...,p, respectivement, et g,,...,8, des
fonctions entiéres dans C", d’ordre (strict) inférieur ou égald p,, . . ., p,
respectivement, telles que g,f,,...,8,f, soient entiéres dans C".

On suppose

max |z| <N ; Card Sy > N' ; min Ju—v| >N, (1)
2E€ES, u#v
u,vESN

pour N = + oo ;
hi(z) #0 et fi(z) EK pour z&Sy, et

1
1h; (2)]

max (s (f;(z)) ; Log

max ) <N pour N-+oo (2)
Si linégalité

d-DI>p, +---py+2d(n—1D A+ 1) 3

est satisfaite, alors f,, ..., f, sont algébriquement dépendantes sur Q.

Etant donné que, dans une boule By (de centre O et de rayon R)
de C", le nombre maximum vy de points vérifiant

min |u — v| > R
u*v

est majoré par
VR £ R2n . R2n)\ ,
les relations (1) entrainent /< 2n (A + 1).

l
Inversement, pour / = 2n et A = 2— — 1, la relation (3) s’écrit :
n

ld>n(+p, +--+p,).

On peut démontrer un analogue local de ce résultat, qui contienne
le théoréme 1 de [2] ; on suppose seulement que les fonctions f; , g;
sont analytiques dans une boule By (il n’y a donc plus de condition
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sur leurs ordres), que les ensembles Sy sont contenus dans une boule
B,, avec R > 12 sr (on aura donc !/ < 2n]), et on remplace I'inégalité
(3) par

d-DI>p, +---+p,+2d(n—1)A

Si la suite (Sy) est A-distribuée au sens de [2], alors les relations (1)
sont vérifiées avec [ = 2nA.

Pour démontrer le théoréme 1, nous utiliserons une variante
du lemme de Schwarz a plusieurs variables. '

LemME 1. — Soit f une fonction analytique dans une boule By
de C", admettant des zéros z,,...,z, (comptés avec leur ordre de

multiplicité) dans une boule B, ,, avec r < R/7n. Soit

6 = min

; ,
— 5 inf |z, — z;| %
2 ’ zi;ézl- ! /

Alors on a

Log Ifl. < Log If] 1 ( ) )2n—-2 L R
O _—— . . —_ . (o) —
08 /1, = HoR Uk 7 ® r & 7 nr

Démonstration du lemme. — D’aprés le corollaire de la proposi-

tion 3 de [2], la masse moyenne Oy, (r, 0) du diviseur W de f dans la
boule B, est minorée par

d\2n-2
. >s-( —
Oy (r - 0)>s (r) .
o 6 .
La proposition 4 de {1] (avec T = -7-) donne alors le résultat.

Démonstration du théoréme. — On commence par se ramener,
par récurrence sur d, au cas ou

+ ...+ + 1/
max p,.</ol Pa
I<i<da d

en effet, si, par exemple, on avait

d=Dpg=p,+--Fp,, +1,
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on déduirait de I’hypothése (3) 'inégalité
d-2Ii>p, +---F+py_, +2d-1(n-1) A+ 1),

et il suffirait alors que 'on démontre le résultat pour les fonctions
fioeo s faoq-

D’autre part, quitte a remplacer chaque ensemble Sy par un
de ses sous-ensembles, on pourra supposer '

N < Card Sy < N'.

On notera C une constante (indépendante de N) telle que, pour N

assez grand, on ait :

max |z| < C.N.
ZESN

Soit p = (p, + --- + py)/d la moyenne des p,. Considérons un
entier N suffisamment grand. D’aprés un lemme classique de Siegel
[3], il existe un polyndome non nul Py € Z [X,,...,X,], de degré
R; par rapport a X;, (1 <i < d), et de hauteur H, avec

—l+p—pi iH?

R, < N¢ , 1<i<d), et LogH<N! |
pour N - + oo tel que la fonction Fy = Py(f,, ..., [fy) vérifie
Fy(z) = 0 pour tout z € Sy.
Soit
Gy =g, - 2a* - Fy.

Nous allons montrer, par récurrence, que ’on a, pour tout M = N,

(Dy : Fy(2) = 0 pour tout z € Sy,

et
(H)M : Log lGNIC(M+1) < — M1—2(n—1) ()\+1).
On en déduira

lim Log |Gylg =0,

R—+ o

donc Fy = 0, ce qui montrera que les fonctions f|, ..., f; sont algé-
briquement dépendantes sur Q.
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Nous avons construit Fy de maniere a vérifier (I)y ; montrons
que (I)y implique (II)y, puis que (II),, implique (I)y,,.
(I)y = (1)y. Supposons que (I),, soit vraie ; on utilise le lemme 1
pour la fonction Gy et les deux boules B, et By, avec r = C(M + 1)

et R = 14nr, en remarquant que les fonctions enticres g, f; sont
d’ordre < p,.

On a :
d _l_+p—p,- ) .I_+p
Log IGylg < 3 N? R <M
i=1
d’autre part, on a, pour s = Card Sy, et 6 = min |u — v :
#
:,uéSM

1 §\2n-2 R M~ > \2n—2
5. (= . L >M . S M2 k).
7°° (r) 8 Thr (C.M)

Grace a I’hypotheése (3), on en déduit (II)y,.
(IDy = (Dy,,. L'inégalité (II)y montre que, pour z € Sy,,, on a
Log Fy(z) € — M!72 (=D G+

or Fy(z) appartient a K, et sa taille est majorée par
LA
s(Fy(2)) <M
I’inégalité
—2.[K:Q]-s(x) <Log |al
étant vérifiée pour tout élément non nul o de K, on en déduit

Fy(z) = 0 pour tout z € Sy,,,

et le théoréme 1 est démontré.

2. Application aux sous-groupes a plusieurs paramétres.

Le théoréme 1 permet de majorer le nombre de points Q-
linéairement indépendants ou un sous-groupe a n paramétres d’une
variété de groupe, linéaire ou abélienne, prend des valeurs algébriques.
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THEOREME 2. — Soient G une variété de groupe définie sur Q,
¢ : C" > G¢ un sous-groupe d n paramétres de G, de dimension al-
gébrique d, et u,,...,u, des éléments Q-linéairement indépendants
de C", tels que

¢) € Gg pour 1 <j<I.
Pour N = 1, soit

Py ={ku +---+ku ; k €Z,1kI<N};

on suppose
min |z|> N~* pour N = + oo,
zGI‘N
z#0

Alors

1) si G est une variété linéaire, on a
ld-—1)<d+2dn-1D A+ 1);
2) si G est une variété abélienne, on a
Id-1)<2d(n\+n— ).

Pour démontrer le théoréme 2, on utilise des coordonnées pro-
jectives ¢ = (@,, ..., ¥,), avec 9, ¥ 0 ; les fonctions g; sont entiéres
dans C", d’ordre inférieur ou égal a4 1 dans le cas linéaire, 4 2 dans le
cas abélien, et la dimension algébrique de ¢ est égale au degré de

transcendance sur Q du corps Q (ﬁ, - ,ﬁ) Comme les fonc-
Yo %o

tions ¢;/p, (1 <i < h) prennent des valeurs dans un corps de nombres

aux points de I' = UT'y qui ne sont pas poles de ¢, il ne reste plus

qu’a vérifier I’hypothése (2) du théoréme 1.

Cette vérification est facile dans le cas linéaire (avec p = 1 et
Sy = T'y) ; dans le cas abélien, on commence par éviter les poOles de
¢, en construisant un sous-ensemble Sy de I'y tel que

< N? .

b

Card Sy > N’ et max Log
ZESy "po (2l

(cf. [7] § 3.5). On vérifie ensuite la majoration
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max ( il @) <N’ @)
ZESy Yo

en utilisant la forme quadratique de Néron Tate (cf. [3] § IL.4).

Sous-groupes trés bien distribués de C".

Remarquons que le paramétre A du théoréme 2 doit vérifier :

A =2 max (O,EIZ—I).

Inversement, si [ = 2n, pour presque tout (u,,...,u,) de (Ch,
on a :

min |z| > N~*
zEI‘N
z#0

l

dés que A > 2— — 1 (cf. [2,5). Dans ce cas, la conclusion du théo-
n

réme 2 devient :

ld < n(l + d) dans le cas linéaire,

et
ld < n(l + 2d) dans le cas abélien.
DEFINITION. — Nous dirons qu’un sous-groupe T' de C" est trés
bien distribué s’il posséde une base (sur Z) u,,...,u, telle que,

l
pour tout X > max (0 -y 1) , On ait
n

min |z|> N7,
ZEFN
z#0

avec
Py={ku, +---+ku ; KE€EZ , |k <N.

Par exemple un sous-groupe de C" engendré par des éléments R-
linéairement indépendants est trés bien distribué.

COROLLAIRE. — Soient G une variété de groupe, linéaire ou abé-
lienne, définie sur Q, ¢ : C" = G un sous-groupe de G d n para-
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metres, et T' un sous-groupe trés bien distribué de C", de rang | sur Z,
tel que (I') soit contenu dans le groupe Gg des points algébriques
de G. On suppose que l'on a

| > n?® + n dans le cas linéaire,

et

1> 2n? + 2n dans le cas abélien.

Alors ¢(C") est un sous-groupe algébrique (fermé) de G, de di-
mension algébrique n.

3. Valeurs de sous-groupes a plusieurs paramétres
en des points algébriques.

On peut améliorer le théoréme 2 quand u,,,..,u, appartien-
nent a Q".

THEOREME 3. — Sous les hypothéses du théoreme 2, on suppose
que les coordonnées de u,,...,u, sont toutes algébriques, Alors
on a :

ld—-—1)<d—-n+2dmn—1)(N+ 1) dans le cas linéaire, et
Id-1)<2(d—n)+ 2dm — 1) (N + 1) dans le cas abélien.

La démonstration est semblable a celle du théoréme 2 ; on ap-
plique le théoréme 1 a d fonctions f,,...,f, algébriquement indé-
pendantes, avec

fizy=2z, pour z=1(z,,...,2,) , 1 S<i<n,
etf,+,,...,fy appartenant a ’ensemble
Y i<i<nhl.
L

Comme on a supposé que chaque u; avait ses coordonnées algé-
briques, il est facile de trouver des valeurs convenables pour A. Par
exemple, si on écrit les coordonnées de u; dans R?” sous la forme :

Uy = (G s e e & g) , 1 <i<U,
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avec o;; réels algébriques, on peut choisir A = max h;, ou h; est
’ 1<j<2n
la dimension du Q-espace vectoriel engendré par Qp iy O (cf.

[S] 7 D). De plus il existe des caractérisations simples des sous-groupes
I' de Q" qui sont trés bien distribués (voir par exemple [5] théoréme
7E).

COROLLAIRE. — Soit A une variété abélienne définie sur Q. Soit
¢ 1 C" = A un sous-groupe d n paramétres de A, et I' un sous-groupe
trés bien distribué de Q", de rang = 2n + 1 sur Z, tel que o(I") soit
contenu dans le groupe Ag des points algébriques de A.

Alors o(C") est une sous-variété abélienne (donc fermée) de Ac,
de dimension n.

4. Compléments.

Dans les théorémes précédents, on peut remplacer partout le
corps Q des nombres algébriques (ou le corps de nombres K) par une
extension de Q de type de transcendance inférieur ou égal a 7 sur Q
(et de type fini sur Q) ; cf. [3, 7]. Dans ces conditions, ’hypothése
(3) du théoréme 1 doit étre remplacée par

d-7nI>7(, +...+p))+2d(n— DA+ 1),
et la conclusion du théoréme 2 devient :

Id—-1)<dr+ 2d((n — 1) (A + 1) dans le cas linéaire,
et
I(d—7)<2dr+2d(n— 1) (A + 1) dans le cas abélien.

La seule difficulté nouvelle réside dans la vérification de (4) ;
au lieu d’utiliser la forme quadratique de Néron-Tate, on utilise la
fonction taille sur les variétés abéliennes, introduite par A. Altman

(cf. [8]).

D’autre part, on peut améliorer tous ces énoncés quand on norma-
lise le sous-groupe ¢, de telle maniére que sa dérivée a I’origine soit
algébrique [3].
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Enfin ces résultats possédent des analogues p-adiques (voir [6]
théoreme 2 et [7] proposition 7) ; les fonctions considérées ne sont
plus définies que localement, et 'equivalent p-adique du théoréme 1
doit étre énoncé pour des fonctions analytiques dans un disque ; le
lemme de Schwarz correspondant a été démontré par J.P. Serre {6].

ADDITIE. On peut améliorer le théoréme 3 dans le cas abélien :
In+d—1)<2d+2n+d)y(n—- 1A+ 1),

et généraliser son corollaire a des variétés de groupe quelconques
(Sém. P. LELONG, Analyse, 14° année, 1974/75).
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