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ALGEBRE COMMUTATIVE
ET INTRODUCTION
A LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Antoine Chambert-Loir

Résumé — Ce cours de Bcycle a deux visages, I'algebre et la géométrie : d’'une part
des parties définies par des équations polyndmiales, d’autre part des algebres de type fini
sur un corps. On montrera sur quelques exemples (théoreme des zéros de Hilbert, dimen-
sion, régularité) comment ce sont deux faces d’'une méme téte et comment les aspects
géométriques et algébriques s’éclairent mutuellement.

Abstract — This graduate course has two faces : algebra and geometry. Indeed, we
study simultaneously loci of points defined by polynomial equations and algebras of finite
type over a field. We shall show on examples (Hilbert’s Nullstellensatz, dimension theory,
regularity) how these are two faces of a single head and how both geometric and algebraic
aspects enlight the one the other.
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AU LECTEUR

Avant que tu n’entames la lecture de ces pages,
L'auteur un peu coupable de leur aridité
Voudrait par ce sonnet te donner du courage
Afin que par I'étude tu ne sois rebuté.

L'algebre commutative est certes un peu austéere
Mais en en dénouant les belles subtilités,

Tu entendras souvent le nom d’Emmy Noether
Dont les anneaux jouissent de grandes propriétés.

A la géométrie, elle offre des méthodes
Dont je ne puis, hélas, dans cette petite ode
Louer comme il se doit la force inégalée

Et j'espere dans ce cours par trop accéléré
Te guider sGrement parmi ces équations
Qui par I'algébre trouvent une démonstration.






CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES D'’ALGEBRE COMMUTATIVE

1.1. Anneaux, idéaux

Nous supposons connues les notiongaripe d’anneay de corps demodule ainsi
que celles d’homomorphismes de groupes, d’anneaux, de corps, de modules, etc.

Par convention, un anneau possede toujours un élément unité, noté en général 1. On
noteraA* ou A* le groupe multiplicatif des éléments inversiblesAle

Si k est un anneau, urlealgebreest un anneaé muni d’'un homomorphisme d’an-
neauxf : k — A. Lorsque cet homomorphisme est injectif, on considére soutent
comme un sur-anneau #eSi (A, f : k - A) et (B, g: k — B) sont deux-algebres,
un homomorphisme dk-algébres est un morphisme d’annegux A — B tel que
g=¢go f.

Si (Xj)iel est une famille d’'indéterminées, on définit ukalgebrek|[ X;] des poly-
némesen les X;. Cette algébre vérifie la propriété universelle suivante : pour toute
algebreA, I'application canonique

Homeaig (K[ Xi], A) = Homeng(l, A), = (i — f(X)))

est une bijection.

On ne détaille pas la notion diegréen une des indéterminées, voire de degré tout court
si| estun singleton. On a umkvision euclidiennelans les anneaux de polynémes : soient
f etg € A[X], le coefficient dominant dg étant inversible dang. Il existe alorsq et
r € A[X] uniques tels qud = gq+r etdeg < degg.

Unidéal d’un anneatA est un sousA-module deA. Lintersection de deux idéaux de
A estunidéal dé\. Limage réciproque d’'un idéal par un homomorphisme d’anneaux est
un idéal; en particulier, le noyau d’'un homomorphisme d’anneaux est un idé&sal’
engendrépar une partie dé\ est par définition le plus petit idéal d& contenant cette
partie. Sil etJ sont deux idéaux dé, les idéaux + J etl - J (noté aussl J) sont les
idéaux engendrés par les somraes b (resp. les produitab) poura € | etb € J.

Si | estun idéal deA, la relationx ~ y si et seulement si — y € | est une relation
d’équivalence. L'ensemble quotieAt/~, noté A/l, posséde alors une unigue structure



2 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES D’ALGEBRE COMMUTATIVE

d’anneau telle que la surjection canonigue A — A/l soit un homomorphisme d’an-
neaux. Lanneau quotient Al vérifie la propriété universelle suivante : pour tout anneau
B et tout homomorphismé : A — B tel quef (I) = (0), il existe un uniqgue homomor-
phisme d’anneaux : A/l — Btelquef =g om.

L'application qui & un idéall de A/l associer~1(J) c A est une bijection entre
I'ensemble des idéaux d&/1 et les idéaux dé\ qui contiennent .

On dit qu’'un élémena € A est undiviseur de zérs'il existeb € A, b # 0 tel que
ab = 0. On dit queA estintegres’il est non nul et s’il n"Tadmet pas d’autre diviseur de
zéro que 0. On dit qu’un idédl de A estpremiersi I'anneau quotienA/| est intégre.
Cela revient a la proposition suivante :fay € |, alorsf € | oug € |. On dit qu’un
idéall estmaximalsi A/l estun corps; cela équivaut a dire duest un eélément maximal
pour I'inclusion parmi les idéaux dA distincts deA. On prouve a I'aide du lemme de
Zorn que tout idéal est contenu dans un idéal maximal ; en particulier, il existe des idéaux
maximaux, et fortiori des idéaux premiers. Un anneau qui ne contient qu’un seul idéal
maximal est ditocal. On démontre qu’un anned\est local si et seulement sil'ensemble
de ses éléments non inversibles est un id@edicice).

LEMME 1.1.1 (Lemme d’évitement)— Soient |, J ep des idéaux de A. $iest pre-
mieretsilJC p,alors | C pou JC p.

Démonstration — Si | ¢ p, il existex € | tel quex ¢ p. De méme, siJ ¢ p, soit
y € | n‘appartenant pasja Alors, xy € | J mais,p étant premierxy n’appartient pas a
p. Autrement dit,] J ¢ p. O

LEMME 1.1.2 (Un autre lemme d’évitement— Soientp, ..., py et | desidéaux de A
tels que 1 C |J; pi. Si A contient un corps infini, ou si au plus deux gesie sont pas
premiers, il existe i tel que & p;.

Preuve(cf. [4], p. 91) — Aucun espace vectoriel sur un corps infini n’est réunion finie
de sous-espaces vectoriels stricts. AStontient un corps infink, ce fait appliqué aux
k-espaces vectoriefs N | implique que 'undeg; N1 = 1.

L'autre cas se montre par récurrencersue résultat étant clair pour = 1. Supposons
guel n’est contenu dans aucun dgs Par récurrence, pour toutl ¢ U#i pj, i bien
gu’il existex; € | tel quex; ¢ p;j pouri # j. En particulierx; € pj.

Sin = 2, x1 + xp appartient d, mais il est facile de voir qu’il n'appartient ni j&
ni a pp, d’'ou une contradiction. Si > 2, on peut supposer qug est premier. Alors,
a= X1+ X2...Xp appartient d. Cependant, pour# 1,x2...Xn € p; donca ¢ p;. De
méme, comme@; est premier et que pour> 2, x; ¢ p1, leur produitxz. .. Xy & p1. Par
suite,a € p1. On a encore une contradiction. O]
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On note Sped le spectre premigrou spectrede A : c’est I'ensemble des idéaux pre-
miers deA. Soit f : A — B est un homomorphisme d’anneaux. Pour tout idéal pre-
mier q de B, f ~1(q) est un idéal premier d&, d’ol une application Spe8 — SpecA.

Le spectre maximatle A, noté SpmA est I'ensemble des idéaux maximaux AeOn
prendra garde qu’'un homomorphisme d’anneduxA — B n’induit pas d’application
SpmB — SpmA car I'image réciproque d’un idéal maximal n’est pas forcément un idéal
maximal. Exercice : trouver un contre-exemgple.

1.2. Localisation

On dit qu’un élémena € A estnilpotents'il existen > 1 tel quea" = 0. L'ensemble
des éléments nilpotents deest un idéal deA appelénilradical. Si cet idéal est égal a
(0), on dit queA estréduit Plus généralement, siest un idéal deA, on appellgadical
del 'ensemble not&/1 des élémenta € Atels qu'il existen > 1 de sorte qua” < |.
C’estunidéal dd qui contientl. Un idéal égal a son radical est ditdiciel.

LEMME 1.2.1 — Le radical d’'un idéal est I'intersection des idéaux premiers qui le
contiennent. En particulier, le nilradical d’'un anneau est I'intersection de ses idéaux pre-
miers.

Une partie multiplicativede A est une partiecS C A contenant 1 et telle que s
b € S, alorsab € S. L'anneau de fractions S A est le quotient de I'ensemblg x S
par la relation d’équivalencé, s) ~ (a/,s') si et seulement s'il existe € S tel que
t(a’s — as) = 0. Notanta/s la classe du coupl@, s), St A est muni des lois

(@/s)+ (@'/s) = (as +a's)/ss, (a/s)-(a'/s) =ad/ss

qui en font un anneau. L'applicatian: A — S 1A donnée paa — a/1 est un homo-
morphisme d’anneaux. Il vérifie la propriété universelle suivante : pour tout homomor-
phisme d'anneauxX : A — B tel quep(S) C B*, il existe un unique homomorphisme
d’anneauxg : S'A — Btelquef = goi.LanneauS 1A est nul si et seulement si
0 € S. LanneauS~1A est appelé anneau localisé Aen la partie multiplicatives.
Donnons des exemples de parties multiplicatives :
—si f € An‘est pas nilpotent, la parti8 = {1, f, f2,...} est multiplicative et ne
contient pas 0 ; on notd; 'anneauS™tA.
— Si p est un idéal premier d&, S = A\ p est une partie multiplicative ; on note
A, = ST1A
—sil estunidéald\, S=1+1 ={ae A; a—1 € |} estune partie multiplicative.
— Si AestintéegreS = A\ {0} est une partie multiplicative. Lanne&r! A est alors
un corps, appeléorps des fractionde A.
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Emmy NOETHER (1882-1935)

Fille d’'un mathématicien réputé, les travaux d’Emm
Noether en algébre furent fondamentaux : introductid
des anneaux noethériens, théoréme de décomposit
primaire, étude des extensions entiéres et le lemme
normalisation, etc.

— Limage réciproque d’une partie multiplicative par un homomorphisme d’anneaux
est une partie multiplicative.

Si | est un idéal deA, on noteS~I idéal i (1)(S"1A) engendré par 'image de
dansS~tA. Cest un idéal de&5 1A, égal aA si et seulement sBN | # @. De plus,
tout idéal deS~1 A est de cette forme. Enfin, l'applicatipn— S~p définit une bijection
de I'ensemble des idéaux premiers Aequi ne rencontrent paS vers I'ensemble des
idéaux premiers d& 1 A. En particulier, 'anneau, est local, d'idéal maximai A, ; on
I'appellelocalisé de A em.

On déduit aussi de ce qui précéde gaer tout idéal | disjoint de S, il existe un idéal
premier contenant | disjoint de @onsidérer un idéal maximal & 1A contenanS11).

Preuve du lemme— Si f € A n’est pas nilpotent, il faut prouver qu’il existe un idéal
premier deA qui ne contient parff . LanneauAs n’étant pas nul (si Af = 0, il existen

tel que f" = 0 alors quef est supposé n’étre pas nilpotent), il contient un idéal premier
qui est de la forme A pour un idéal premigp de A qui ne contient pag. O

1.3. Chaines, anneaux noethériens

De maniere générale, utgbainedans un ensemble ordonné est une famille finie stric-
tement croissantgy < X1 < --- < Xp. Salongueurestn.

On dit gu’'un anneau estoethériersi toute suite croissante d'idéaux éeest station-
naire. Cela équivaut a dire que tout idéalAlest engendré par un nombre fini d’éléments.
Tout quotient d’'un anneau noethérien est noethérien. Enfin, othaédeeme de Hilbert
si A est noethérienA[ X] est noethérien. En particulier, pour tout cokp&[ X1, ..., X]
est noethérien.
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LEMME 1.3.1 — Un anneau noethérien est integre si et seulement s'il est réduit et n'a
gu’un seul idéal premier minimal.

Démonstration — Si A est intégre(0) est I'unique idéal premier minimal d&. Réci-
proquement, sA n’a qu’un seul idéal premier minimal, on a en vertu du lemm#&.2.1
I'égalitép = /(0). CommeA est réduitp = (0) et A est intégre. O

Je renvoie par exemple &]] 8 6 pour 'énonceé général du théoreme de décomposition
primaire. J'en extrais le résultat suivant qui précise quelque peu le lemme précédent.

PROPOSITION1.3.2 — Soit A un anneau noethérien réduit. Alors, A n’a qu’'un nombre
fini d’idéaux premiers minimaux. Leur intersection est égal@yaet leur réunion est
I'ensemble des diviseurs de zéro dans A.

Démonstration — La description du radical d’'un idéal montre que tout idéal radiciel
est intersection d'idéaux premiers. Séitensemble des idéaux radiciels qui ne sont pas
intersection finie d’'idéaux premiers et montrons guest vide. Comme est noethérien,
on pourrait sinon trouver un €lément maxinhalanse. En écrivantt comme intersection
d’'idéaux premiers, on voit que I'on peut trouver des idéaux radidigkst |, tels que
| = 11N 1y maisl # I1etl # l,. Commel est supposé maximal dadsl; et 1, sont
intersections finies d’idéaux premiers et par conséquesissi.

Ecrivons alors

VO =) =p1N...pr.

Il n'est pas restrictif de supposer que jgssont des idéaux premiers minimaux distincts
de A et que la décomposition est minimale. Si alprest un idéal premier, on @) =
(pi C p. D’'apres le lemme d’évitemerit1.1, cela implique que contient I'un desp;

et tous les idéaux premiers minimaux Aesont parmi legp;.

Il reste @ montrer qu’un élémeate A est un diviseur de zéro si et seulement s'il ap-
partient & I'un deg;. Sia € pj, commeﬁj;,éi pj # (0), il existe un elément non nxlde
cette intersection. Alorgx e ﬂj pj = (0) eta est un diviseur de zéro. Réciproquement,
sia € A estun diviseur de zéro, soite A\ {0} tel queax = 0. Commex # 0, il existe
i tel quex ¢ p;. L'égalitéax = 0 implique quea € p;. O

Soit A un anneau integre. On dit qu’un élémant A non inversible esirréductible
si I'égalité a = bc implique queb ou c est inversible. Un élémert € A est dit pre-
mier si I'idéal (a) est premier; cela implique queest irréductible mais la réciproque
est fausse. On dit qua estfactoriel si tout élément deA qui n’est ni nul ni inversible
peut s’écrire comme produit d’éléments premierg®d@nique décomposition en facteurs
irréductibles).

On ale lemme de GauR : si 'anneALest factoriel, alors pour tout élément irréductible
a € A, albcimpliquealb oualc, autrement difa est premier. La réciproque est vraie si
A est noethérien. Enfin, $A est factoriel, A[ X] est factoriel (résultat que Gaul3 avait
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Carl Friedrich Gaul3 (1777-1855)

Peut-étre I'un des scientifiques les plus universels, s
ceuvre a eu une influence majeure sur un grand nom/3
de domaine des mathématiques (théorie des nomb
analyse, géométrie différentielle) et de la physique
(magnétisme, astronomie, optique).

démontré lorsqué\ = Z). En particulier, pour tout corgs, 'anneauk[ X1, ..., Xp] est
factoriel.

On dit qu'un A-moduleM est de type fini s'il est engendré commemodule par un
nombre fini d’éléments. Cela équivaut a dire qu'’il existe= 1 et un homomorphisme
surjectif deA-modulesf : A" — M. On dit qu'un A-moduleM estnoethériersi toute
suite croissante de sousmodules daVl est stationnaire. Cela équivaut a dire que tout
sousA-module deM est de type fini. Quotients et sous-modules d’un module noethé-
rien sont noethériens, de méme que les produits finis de modules noethériénestSi
noethérien, urA-module est noethérien si et seulement s'il est de type fini.

THEOREME 1.3.3 (Lemme de Nakayama)— Soient A un anneau, un idéal de A et
M un A-module de type fini tel que M aM. Alors, il existe ac 1+ a tel que aM= 0.
En particulier, si A est local et son idéal maximal, on a M= 0.

Démonstration — Soientmy, ..., my des générateurs dé. CommeM = aM, il existe
des élements;j € atels que pourtout e {1,...,n},
n
mi = Z ajjm;j.
j=1

SoientA la matrice desy; et la matrice identitér x n; ainsi,| — A annule le vecteur
colonne(mg, ..., my). La matriceB transposée de la matrice des cofacteurk €eA ve-
rifie B(1 — A) = det(l — A)l. Ainsi, det| — A)l annule le vecteur colonr@, ..., my),

ce qui signifie que dét — A) annule tous lem; et doncM. Posona = det(l — A) ; en
développant le déterminant, on voit qae 1 + a, ainsi qu'il fallait démontrer.
Si A est local d'idéal maximah, on aa € A*, ce qui impliqueM = 0. O

Exercice 1.3.4— Donner une autre démonstration du lemme de Nakayama suivant la
méthode suivante. Le prouver d’abord pour un anneau local en raisonnant par récurrence
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sur le nombre minimal de générateursMeEn introduisant la partie multiplicative-fla,
déduire par un argument de localisation le cas général du cas local.

1.4. Anneaux artiniens

On dit qu’un anneal estartinien si toute suite décroissante d’idéauxAest station-
naire. Unmodule artinierest un module tel que toute suite décroissante de sous-modules
est stationnaire. Produits finis, quotients et sous-modules de modules artiniens sont arti-
niens.

Un A-module non nulM est ditsimples’il n'ladmet que(0) et M comme SousA-
module ; il existe alors un idéal maximal de A tel queM =~ A/m. La longueurd’un
A-moduleM est la borne supérieure des longueurs de chaines defsmadules deM.

On la notel A(M) ou£(M).

PROPOSITION1.4.1 — Soient M un A-module et N est un sous-A-module de M. Si
deux des modules M, N et/ sont de longueur finie, le troisieme I'est aussi et on a
I'égalité

(M) = £(N) 4+ ¢(M/N).

Démonstration — SiNg € Ny € --- C Ny etMg/N C --- € Mp/N sont des chaines
de sous-modules d¢ et M/N respectivement,

NoC N1 C---CNaCMgC M1 C---C My

est une chaine de sous-modulesvide longueua + b, d’ou I'inégalitéZ(M) > £(N) +
2(M/N).

En particulier, sM est de longueur finid\l etM /N aussi. Réciproquement, on suppose
gueN et M/N sont de longueur finie et on veut prouver ddeest de longueur finie égale
al(N)+£(M/N). SoitdoncMg € M1 C --- C My une chaine de sous-modules deM.

On remarqgue que 8" ¢ M” sont deux sougx-modules deM tels queM’'NN = M”NN
etM" 4+ N = M” 4+ N, alorsM’ = M”. Par suite, pour tout, au moins une des deux
inclusions

MinNc Miz1NN et Mi+NcC M1+ N

est stricte, ce qui impliqgue qu&N) + ¢(M/N) > a. Autrement ditZ(N) + ¢(M/N) >
£(M) et la proposition est démontrée. O

Un A-module est de longueur finie est artinien ; réciproquemenf-omodule noethé-
rien et artinien est de longueur finie. EnfinMiest unA-module de longueur finie, toute
chaine maximale de sous-modules est de longlgd).
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LEMME 1.4.2 — 1) Un anneau artinien intégre est un corps.
2) Un anneau artinien n’a qu’un nombre fini d’'idéaux premiers, tous maximaux.

Démonstration — Soit A un anneau artinien.

1) SupposondA intégre. Six € A\ {0}, la suite d'idéaux(x) D (x? D ... est
stationnaire. Il existe ainsi tel que (x") = (x"*1), d’ot un élément € A tel que
ax"1 = x". PuisqueA est intégre ek # 0, on peut simplifier pax" etax = 1; x est
donc inversible.

2) Supposons par I'absurde géeposséde une infinité d'idéaux maximaux distincts
m1, mp,... La suite décroissante d’idéaux

m1 D mime DO mmomsD ...

est alors stationnaire, d’'ou une égatitg. .. mp_1 = m1... my quiimplique évidemment
I'inclusion m1...mp_1 C mp. D’aprés le lemme d’évitemerit. 1.1, 'un desm; pour
I < nestcontenu dansy, ce qui contredit le fait quey; est maximal. AinsiA n’a qu’un
nombre fini d'idéaux maximaux.

Enfin, sip est un idéal premier da, A/p est un anneau artinien integre, donc un corps
d’apres le 1). Ainsip est maximal. O

THEOREME 1.4.3 (Akizuki) — Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) A est artinien;
b) A est de longueur finie comme A-module;
c) A est noethérien et tout idéal premier de A est maximal.

Démonstration — La condition b) implique que toute suite monotone d’idéauxAdest
stationnaire, d’'ou a) et la premiére partie du c).

D’autre part, supposant b), giest un idéal premier dé, A/p est un anneau artinien
integre, donc un corps d’aprées le 2) du lemme. Par guitgt maximal.

Supposons c). Commk est noethérien, il existe une suite de composition

0C|nC|n_1C"'C|1C|0:A

ou lx/lker1 = A/pk pour un certain idéal premiggk. La condition c) implique quek est
un idéal maximal. Par suité est de longueur finie comm&module, d’ou b).

Il reste a montrer qu’un anneau artinien est de longueur finie cofsmedule. Soient
mi1, ..., mp les idéaux maximaux dé, en nombre fini d’apres le lemme précédent. In-
troduisons l'idéal

l=m1..mp=m1N---Nmp.

La suitel > 12 > ... étant stationnaire, il existe un entetel quels = I5t1, On va
montrer qud ° = 0.
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Emil ARTIN (1898-1962)

Les travaux d’E. Artin portérent sur I'algebre (groupe
de tresses, algebres semi-simples, groupes finis...) €
théorie des nombres (théorie algébrique et analytigt
des corps quadratiques, théorie du corps de classes

Soit doncJ = (0 : 1°) 'ensemble des € Atels queal® = 0. SiJ # A, commeA
est artinien, il existe un plus petit idéal c A contenant strictement. Soita € J’ un
élémént non nul. Onal + J # aA+ J. Sinon, posanM = (A/J)a, onaurait M = M
et d’aprés le lemme de Nakayama, il existerait 1+ | tel quexM = 0. Un telx est
inversible, d’ouM = 0, contrairement au fait quee # 0. L'inclusionJ c al +J c J
montre alors quel = al + J, soital c J. Pourtoutb € I, on aab € J, c’est-a-dire
abl® = 0 etdoncalst! = 0. Commel S = |51 al® = 0 eta € J. Ainsi, J' = J, ce
qui est absurde ; nous avons donc prouvé dlue A, c’est-a-direl S = 0.

Dans la suite décroissante d’'idéaux

ADmD---Dm..myp=1D>OlmyDlmmyD...
S51251%2m;>---21%5=0

chaque quotient successif estAmmodule artinien de la form®l /mM. C’est ainsi un es-
pace vectoriel sur le corps/m, nécessairement de dimension finie. Par suite, la longueur
de chaque quotient successif est finidatst de longueur finie comm&module. [

1.5. Eléments entiers

Soit f : A — B un homomorphisme d’anneaux. Un élémerd B estentiersur A si
et seulement s'il existe > 1 et des éléments, . .., a, € Atels que

X"+ f@apx" 4+ 4 fa_1)x+ f(ay) =0.

Une telle équation s’appellelation de dépendance intégrale
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PrROPOSITION1.5.1 — Un élément xc B est entier sur A si et seulement s'il existe un
sous-anneau R de B contenarfixPet qui est de type fini comme A-module.

Démonstration — Si x admet une relation de dépendance intégrale comme ci-dessus,
on voit que I'algébreA[x] engendrée pax dansB est engendrée comnf&module par
1, x, ..., x"L Il suffit donc de poseR = A[x].

Réciproguement, soR une sousA-algebre contenue daiset de type fini comme\-
module. Soientng, ..., m, des générateurs dd commeA-module. Puisqu&R C R,
il existe des elements; € Atels quexmy = }_; ajm;j. La matricex I, — (&) annule
tous lesm; doncR. Les formules de Cramer impliquent que son déterminant annule aussi
R et comme 1e R, ce déterminant est nul. En le développant, on trouve une relation de
dépendance intégrale poxir ad

On dit quef estentier, ou bien queB est entier SuA, ou encore qud est une algebre
entiére surA, ou bien encore quB est uneextension entiérde A si tout élément dé3
est entier suA. Si B est uneA-algébre de type finiB est entiere suA si et seulement si
B est unA-module de type fini. On dit alors qu& est finie surA.

L'ensemble des élémeniks € B entiers surA est une sougkx-algébre deB, appelée
cléture intégralede A dansB.

LEMME 1.5.2 — Si A C B sont deux anneaux intégres avec B entier sur A, alors A
est un corps si et seulement si B est un corps.

Soientk ¢ K deux corps. Les éléments #e entiers suk sont ditsalgébriquesles
autres sont dits transcendants. Si tout élément dest algébrique suk, on dit queK
est algébrique sk et on parle d’extension algébrique. La cléture intégral& dansk
s’appellecldture algébriquede k dansK. Un corpsk est ditcorps !— algébriquement
closs’il est algébriguement clos dans tout cobsontenank. Sik est un corps, il existe
une cléture algébrique de: c’est une extensiok c K algébrique et algébriquement
close. Deux clotures algébriqueskisont isomorphes (comniealgébres).

On dit aussi qu’un élément d€ algébrique suk estséparablsurk si son polynéme
minimal a ses racines distinctes dans une cléture algébrigie de, de maniére équiva-
lente, si la dérivée de ce polyndme minimal est non null&.&3it de caractéristique nulle,
cette condition est automatique. On dit qu’une extension algébrique est séparable si tous
ses éléments sont séparables.

THEOREME 1.5.3 (Théoreme de I'élément primitif}— Soit K = k[x, y] une extension
algébrique finie de corps. On suppose que y est séparable sur k. Alors, il exidfetel
que K= K[Z].

Si de plus k est infini, tout élément de K de la forme &y pour ce k convient, sauf
peut-étre un nombre fini d’entre eux.
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Démonstration — On ne fait la démonstration que dans le cag @8t infini. L'autre cas
est en un sens plus élémentaire et ne nous servira pas.
SoientP et Q € Kk[X] les polynbmes minimaux de et y respectivement et sof
une extension finie d& dans laquelle® et Q sont scindés. On notera= X, ..., Xp €t
Y = Y1,..., Yq leurs racines. L'hypothése queest séparable implique que lgs sont
tous distincts. Ainsi, si € {1,..., p}etj € {2,...,q}, I'équationx; + Cy; = X1 +Cy
n'a qu’une solution et commieest infini, on peut choisic tel que pour touset j, j # 1,
Xj + CYj # X1 + Cy1 = X + Cy.
Posong = x + cy et montrons qu& = K[z]. Le polynbmeR(X) = P(z—cX) €
k[Z][ X] s’annule pourX = y puisqueP(z—cy) = P(x) = 0, de méme que le polynéme
Q donty est méme racine simple. De plus, ils n’ont pas d’autre racine commune : d’apres
le choix fait pourc, sij # 1,z—cy; = X1+Cy1—Cyj n'est par un deg; dontP(z—cy;) #
0. Autrement dit, leur pgcd est égabé— y. Or, le théoréme de Bézdtitimplique que
ce pgcd est un polyndbme dont les coefficients appartiennent au corps engendré par les
coefficients deR et Q, c’est-a-dire &([Z].
Ainsi, y € K[Z], puisx = z — cy € K[Zz]. Par conséquenk[X, y] = K[Z]. O

On dit qu’une famille(x;)i<; d’éléments deK estalgébriquement indépendansél
n'existe pas de polynéme non nBle K[ Xj] tel queP(xj) = 0, autrement dit si 'homo-
morphisme canonique dealgébrek[X;] — K tel queX; — Xx; estinjectif. Unébase de
transcendancele K surk est une famille(x;) algébriquement indépendante d’éléments
deK telle queK est algébrique sur la sous-extensiorkdengendrée par les.

Il existe des bases de transcendance. On a en effet I'analogue suivant du théoréme de la
base incomplete : 4i ¢ G sont deux parties di, avecL algébriquement indépendante
surk et G telle queK est algébrique sur I'extension engendrée @ail existe une base
de transcendancB avecL ¢ B c G. Le cardinal d'une telle base ne dépend que de
I'extensionk C K et est appeléegré de transcendance K surk, noté deg ff K, voire
deg trK s'il n’y a pas de confusion possible skrEnfin, sik ¢ K c K’ sont trois corps,
on a la relation

degty K + degty K’ = degty K'.

Par abus de langage, on emploiera les mots algébriques, algébriquement indépendants,
degré de transcendance pour kralgebre intégréA. Il s’agira alors des notions corres-
pondantes dans le corps des fractions\de

() Etienne BzouT (1730-1783). — Ses travaux portérent notamment sur I'utilisation des déterminants
pour résoudre les équations linéaires, ainsi que sur le nombre de points intersection de deux courbes algé-
briques planes. Il publia en 1779 urihéorie générale des équation algébraiques.
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1.6. Produit tensoriel

Soientk un anneauM et N deux k-modules. Leproduit tensoriel M®y N est un
k-module muni d’une applicatiok-bilinéairep : M x N — M ®x N qui vérifie la
propriété universelle suivante : pour tckimodule P et toute applicatiork-bilinéaire
f: M x N — P, il existe une unique applicatidalinéaire f : M @x N — P telle que
f="foop.

On peut le construire en prenant le quotienkemodulek™*N) dont les éléments sont
les sommes finied_ ¢4 p(a, b) par le sous-module engendré par les éléments

A(@,b)—(a,b), i@b)—(@a,rb), (@+b,c)—(ac)— (b c).

La classe du coupl@, b) dansM ®k N est notéa ® b.
Si A et B sont deuxk-algébres A ®x B hérite d’'une structure naturelle #ealgebre
telle que(a® b) - (' ® b') = (ad) ® (bb'). Lapplication A — A ®x B définie par
a— a® 1 est alors un homomorphisme d’algebres ; de méme, on a un homomorphisme
d’algebresB —~ A ®k B.
Par exemple, iX;) et(Yj) sont des indéterminées, on a

K[Xi] ®k K[Yj] >~ K[Xi, Yj]
I'isomorphisme étant induit par I'application bilinéaire
K[Xi] x K[Yj] = K[Xi, Yjl,  (P(X), Q(Y))) = P(Xi)Q(Y)).
On laisse au lecteur le lemme suivant.

LEMME 1.6.1 — Soient | un idéal de A et J un idéal de B, ils engendrent un idéal
(I, J) dans A®y B et 'on a un isomorphisme canonique

(A®k B)/(I, J) = (A/l) ® (B/J)

qui envoie la classe de@ b vers le produit tensoriel des classes de a et de b.

1.7. Limites inductives

Soitl un ensemble ordonné. On suppose hest filtrant, c’est-a-dire que it j sont
deux éléments dk, il existek € | tel quek > i etk > j.

Soit € une catégorie. Usysteme inductiflanse est la donnée pour toutdansl d’'un
objet A de¢ et pour tous < | dansl d’'un morphismey;jj : Ai — Aj tels que :

—sii <] <Kk, gik = @jk 0 ¢ij ;

— pour touti, ¢jj = idp,.
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Soite/ = ((A)i, (¢ij)) un tel systeme inductif. SoA un objet deC et pour toui < |
un morphismé; : Aj — Atels que pourtous< j, 6 = 0jogjj. Onditque(A, (9);) est
unelimite inductivedu systéme inductif7 si pour tout objeB de @ muni de morphismes
Vi © A — B vérifianty; = ¥ o ¢jj, il existe un unique morphisme: A — B tel que
Y = o o ¢ pourtouti € I.

Si un systéeme inductif admet une limite, celle-ci est unique a isomorphisme unique
pres. On la note_liml\i.

Dans les catélgories des ensembles, des groupes, des anneaux, des modkies, des
algébres, tout systéeme inductd;) admet une limite inductive. On la construit comme
suit. SoitX la réunion disjointe deg\ et soit~ la relation d’équivalence suivante dans
X définie ainsi : sk € A etb € Aj, a ~ b si et seulement s'il existe € | tel quek > i
etk > j tels quec = gik(a) = ¢jk(b). L'ensemble quotienX/~ est alors une limite
inductive du systemeA,).

Si J est une partie dé et (A;) un systeme inductif indexé p&r on a un morphisme
naturel

IiLn Aj — IiLn A

jed iel
Si pour touti € I, il existej € J tel quej > i (on dit queJ est cofinal dang), ce
morphisme est un isomorphisme.

Exercice 1.7.1— Soit A un anneau e une partie multiplicative dé&. On munitS de
la relation de divisibilité s < s’ si et seulement si il existee Stel ques’ = ts.

Soit M un A-module. Pour tous € S, on poseMs = M et pours < st, on définit
wsst - Ms — Mg comme la multiplication pat dansM. Montrer que cela définit un
systeme inductif et que litMs) = S 1im.

seS






CHAPITRE 2

PRELIMINAIRES DE TOPOLOGIE

2.1. Faisceaux

Dans son article fondamental(]], Jean-Pierre Serre a montré que la théorie des fais-
ceaux inventée un peu plus de 20 ans auparavant par Jean'Le@yait s’appliquer
avec succes en géométrie algébrique. Désormais, c’est I'un des outils inévitables de tout
géometre algébriste.

Rappelons en brievement la définition.

DEFINITION 2.1.1 — Soit X un espace topologique. méfaisceau# sur X est la
donnée pour tout ouvert U de X un ensem#l@)) et pour tout couple d’ouverts \& U
d’'une application gy : #U) — Z#(V) tellesquengy =idetsisiWc V c U sont
trois ouverts, gyw = ryw o ryv.

On dit que# est unfaisceatsi pour tout ouvert U de X et toute famille d’ouvegts );
telle que U= J; U;, l'application naturelle

(ru) = ZW) — [[7 W)

est injective et a pour image I'ensemble dés; € [[-# (U;) tels que pour tout couple
(I ’ J )’

rUi,UiﬁUj(fi) = rUj,UiﬂUj(fj)-

Exemple 2.1.2Faisceau des fonctions}— Notons.# (U) I'ensemble des fonctions de
U dansR et soitryy I'application de restriction. Alors# est un faisceau.

Par analogie avec cet exemple, lgs, sont appelées applications de restriction et
ruv(f) est souvent noté |y. Des raisons historiques font qu&(U) est aussi noté
ru, ).

(D Jean IERAY. — Inventa aussi bien la théorie des faisceaux en topologie algébrique que la notion de
« solution faible » en théorie des équations aux dérivées partielles qu'il appliqua a I'’étude de I'équation
d’Euler en hydrodynamique.
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Exemple 2.1.8Faisceau des fonctions continues} Notons%'(U) 'ensemble des fonc-
tions continued) — R et soitryy I'application qui associe a une fonction continue sur

U sa restriction a I'ouverY. Alors, ¢ est un faisceau ; pour la surjectivité, il faut se rap-
peler qu’une fonction est continue si et seulement si elle est continue en tout point, et ceci
équivaut a ce que sa restriction a un voisinage de ce point y soit continue.

On définit aussi des faisceaux en groupes, en anneaux,... Par exemple, pour un faisceau
en groupes, on suppose que chagug@)) est un groupe et que les applications de restric-
tion sont des morphismes de groupes. Le faisceau des fonctions continues sur un espace
topologique est ainsi un faisceau Rralgebres.

DEFINITION 2.1.4 — Si.% et¥ sont deux (pré)-faisceaux sur X, amorphisme de
(pré)}faisceauxy : .% — ¥ est la donnée pour tout ouvert U de X d’'une application
eU): ZU) »> 4WU) telles quep(V) oryy = ryyv o p(U).

Si .7 et¥ sont des faisceaux en groupes, on ajoutera a la définition d’'un morphisme
de faisceaux en groupes la condition que les applicatigbly sont des morphismes de
groupes. De méme pour les faisceaux en anneaux,...

Exemple 2.1.5— Les injections naturelleg’(U) — % (U) définissent un morphisme
de faisceau — 7.

Si.% et¥ sont deux (pré)-faisceaux sMrtels que pour tout ouvetd, .7 (U) c 4(U),
on dit que.# est un sous-(pré)-faisceau @ Par exemple, le faisceau des fonctions
continues est un sous-faisceau du faisceau des fonctions.

On ne détaille pas la construction du faiscedll associé & un préfaiscedd : c'est
un faisceau muni d’'un morphism& — .ZT universel pour les morphismes dé dans
un faisceau. Dans le cas fréquent.@uest un sous-préfaisceau d’un faiscéauZ ' est
un sous-faisceau d€¢ que I'on peut définir ainsi : un élémerit € ¥ (U) appartient a
Z1(U) si et seulement s'il existe un recouvrement ouyekt; deU tel que pour tout,
ruy, (f) e Z(U)).

DEFINITION 2.1.6 — Soit f : X — Y une application continue entre espaces to-
pologiques. SiZ est un faisceau sur X, on définit un faisceawfsur Y en posant
f..7(U) = .Z(f~1(U)) pour tout ouvert U de Y .

Si¢ estun faisceau sur Y, le faisceauf/ est le faisceau associé au préfaisceau dont
I'ensemble des sections sur un ouvert U de X est la limite inductive @é$ lorsque V
parcourt les ouverts de Y qui contiennerJf).

Exemple 2.1.7— Si f : X — Y est une application continue, on a un morphisme de
faisceauxf* : f~16 — %x :siV est un ouvert d&, un élément def ~14, (V) est
une fonction continue sur un voisinage dé (V). On lui associe la fonctiop o f qui

est continue suy.
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On a aussi un morphisme de faisce&ix — f,%x : si V est un ouvert deY, un
élément def,%x (V) est une fonction continue sur—1(V). Ainsi, & la fonctiony €
%¢(V), on associe la fonctiop o f € Ex(f~1(V)).

Exercice 2.1.&cf. [5], Ex. 11.1.18) — Soientf : X — Y une application continue,
Z un faisceau suiX et ¢ un faisceau suly. Définir des applications « naturelles »
f 11,7 - 7 et9 — 9.071¥ et en déduire une bijection

Hom(f ¢, #) ~ Hom(¥, f,.%).

2.2. Espaces annelés

La « vraie » définition d’un espace annelé dont a besoin la théorie des schémas est
courte : c’est un espace topologique muni d'un faisceau d’anneau. Cependant, comme
notre introduction a la géométrie algébrique se limite aux variétés algébriques, nous pour-
rons nous contenter d’'une définition plus restrictive et supposer que le faisceau d’anneaux
est un sous-faisceau du faisceau des fonctions.

DEFINITION 2.2.1 — On appelleespace annel@ donnée d’'un espace topologique X
et d'un sous-faisceatrx du faisceau des fonctions sur X.

Un morphisme d’espaces annekst une application continue f X — Y telle que
pour tout ouvert U de Y et toute fonctigne &y (U), la fonctiong o f sur f~1(U)
appartient a0x (f ~1(U)).

(Autrement dit, on a0y C f.0x.)

DEFINITION 2.2.2 — Si(X, Ox) est un espace annelé et U un ouvert de X, le couple
(U, Ox|u) est un espace annelé, appelé espace annelé induit par X sur U.

Plus généralement, sii A — X est I'inclusion d’'une partie de A dans X, soifa
le sous-faisceau déx tel que pour tout ouvert Uc X, f € Za(U) si et seulement si
f(x) = 0 pour tout x e AN U. L'espace anneléA,i~1(0x/.a) est appelé espace
annelé induit par X sur A.

2.3. Espaces annelés modelés

En géométrie différentielle, on définit une variété comme un espace topologique plus
une structure supplémentaire (appelée en géadled) une famille de paramétrisations,
gui permet d’'identifier un voisinage de tout point a un ouveR8eCes paramétrisations
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sont « compatibles » en ce sens que sur l'intersection de deux voisinages, on passe d’'une
identification a une autre par un difféomorphisme d'ouvertRtie

Les paramétrisations permettent alors de définir la notion de fonction différentiable sur
une variété différentielle ; le fait que la notion soit bien définie provient de ce que la com-
position d’'une fonction différentiable et d’'un difffomorphisme est différentiable. Et si,
par hasard, on n'avait imposé aux diffeomorphismes qui identifient deux paramétrisations
de n’étre que des homéomorphismes, ou bien, de n’étre que de €l8ssa n’aurait pu
définir que des fonctions continues, ou que des fonctions de @&speurk < p.

Mieux, on peut méme définir maintenant intrinsequement, c’est-a-dire sans référence a
I'atlas, la notion deg’P-difféomorphisme de variétés : une application contifiueX —

Y est de class&P si et seulement si pour toute fonctiprde class&’P surY, la fonction
@ o f estde class&P sur X. Inversement, on peut retrouver les paramétrisations dont on
est parti : ce sont deg*°-difféomorphismes d’un ouvert d¢ sur un ouvert d®k".

Autrement dit, la structure intéressante n’est pas tant I'atlas — qui pour étre intrinseque
nécessite l'artifice lourd consistant a considérer des atlas maximaux — que le couple
formé deX et du faisceau des fonctiof™> sur X : un espace annelé! Le fait qué
soit une variété différentiable de dimensiorse retraduit en disant que tout point ¥e
possede un voisinadé tel que (U, €*°|y) soit isomorphe en tant gu'espace annelé a
I'espace annelé défini par un ouvertRe.

On veut généraliser un peu ces considérations. Donnons nous une sous-catégorie pleine
£ (pourlocale) de la catégorie des espaces annelés. Ce seront les modeles locaux. On dira
gu’un espace annelg est modelé sugf si tout point deX posséde un voisinage ouvert
isomorphe a un objet d&. Cela définit les objets d’'une catégoge(pourglobale dont
les morphismes sont les morphismes d’espaces annelés.

Pour construire des exemples non triviaux, la méthode suivante, dite de recollement,
est fondamentale.

THEOREME2.3.1 (Construction d’espaces annelés par recollement)

Soient(X;, Ox;)i une famille finie d’espaces annelés et, pour tout coyplg) un
ouvert X; de X, un isomorphisme d’espaces annelgs: Xij — Xji, tels que

—sii = j, Xji = X etgjj =idy; ;

— pour tous i et jgji = ¢ ;

— pourtousi j, k, ¢ij (Xij N Xjj) = Xji N Xjkx eton ala relationpjk o ¢ij = @ik Sur

I'ouvert Xj; N Xjk de X.

Alors, il existe une (a isomorphisme unique pres) unique espace afXetéx) muni
d’une famille d’ouverts J et pour tout i un isomorphisme d’espaces annelés

¢i (Ui, Oxlu) — (Xj, Ox;)

tels que pourtousi et j, X = ¢ (Ui NUj) etgij = ¢j ogai_l.
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Démonstration — L'unicité est a peu prés tautologigue : si on a deux tels espaces anne-
lés(X, Ox) et(X’, Ox/), on constate qué = (<p{)—1ogoi est un isomorphisme; — U/
et que sutj NUj, 6 = 6, d’ot un isomorphisme canoniqde X — X'

Il nous faut donc maintenant construire un ¥l Soit d'abordX, = [] X; I'espace

annelé réunion disjointe des; ; un point deX, est ainsi un coupléi, Xx) ou x € X;.

On définit une relation suk, en posant(i, x) ~ (], y) si et seulement st € Xjj et

y = ¢ij(X). C'est une relation d’équivalence et on définit 'espace topologique sous-
jacent aX comme le quotient d&X, par cette relation d’équivalence. (Autrement t,

est 'ensemble des classes d’équivalences de poink.deuni de la topologie quotient
pour laquelle une parti@ c X est ouverte si et seulement si son image réciproque dans
X, est ouverte.) On note I'application continue canonique, — X.

On définitU; = (X)) et il est facile de verifier que : X; — Uj est un homéomor-
phisme. L'image reciproque dans. deU; est 'ouvert] |; X;j ; par suite,X; est ouvert
dansX. LesU;j forment donc un recouvrement ouvert e

Pour définir le faiscead’yx, on doit donner ses sections sur un ouwérarbitraire :

Ox (V) estl'ensemble des fonctiorfssurV telles quef o € O, (r~1(V)). ll est facile
de voir que cela définit bien un faisceau. Par construction méme, I'image réciproque du
faisceauﬁxmj sur X;j est canoniquement isomorpheﬁ’aj . O

Il nous reste a énoncer deux lemmes faciles et néanmoins utiles.

LEMME 2.3.2 — Soient X un espace topologique(gk); un recouvrement ouvert de
X. Une partie Z de X est ouverte (resp. fermée) si et seulement si pour toOtW; st
ouvert (resp. fermé) dans;U

Démonstration — Démontrons le pour ouvert, I'assertion correspondante pour les fer-
més s’en déduit par passage aux complémentaires eSt ouvert, il est clair qug N U;

est ouvert dan¥); pour touti. Réciproquement, soit € Z. Il existei tel quez € U;.
CommeZ N U; est ouvert danbJ;, il contient un voisinage ouvert dedansU;, qui est
donc de la forme2 N U; pour un ouvert2 de X. Puisquel; est ouvert,Z N U; est un
voisinage ouvert de contenu dang, si bien queZ est ouvert. O

LEMME 2.3.3 (Description locale des morphismes} Si f : X — Y estun morphisme
d’espaces annelésetsid X,V c f(U) Cc Y, alors f: U — V est un morphisme
d’espaces annelés.

Réciproquement, une application: X — Y est un morphisme d’espaces annelés s'il
existe des recouvrements ouvetis) de X et(V;) de Y tels que pour touti, ;) C V,
et fly, : Ui — V, soit un morphisme d’espaces annelés.






CHAPITRE 3

VARIETES ALGEBRIQUES

3.1. Ensembles algébriques

Soitk un corps (commutatif, bien entendu!). On nété= k" I’ espace affinsurk. La
géomeétrie algébrique s’intéresse aux ensembles définis par des équations polynomiales,
c’est-a-dire aux partieZ de A" définies par I'annulation d’une famille de polynémes de
K[ X1, ..., Xp]. Par exemple :

(3.1.1) Zi={(X,y) €C% x>+ y?>+1=0}

(3.1.2) Zo={(X,y) e R?; x>+ y>+1=0},

(3.1.3) Zz={(x,y) € C?; y? = x> —x},

(3.1.4) Zs={x,¥,2eQ"; x"+y"=2"Y (n>1).

Mais si Z est une telle partie, et si deux polynénieset P, s’annulent suiZ, P; +
P, s’annulera suiZ, de méme que.P; pour toutA € k. Ainsi, au lieu d'une famille
guelconque de polyndmes, on s’intéresse directementa@axixdek[ X1, ..., Xp].

DEFINITION 3.1.5 — Soit | un idéal de kX1, ..., Xp]. On appelleensemble algé-
briquedéfini par | I'ensemble

V()= {(X1,..., %) € A"; VP e |, P(Xq, ..., Xn) = O}.
Réciproquement, si Z est une partieAle on définit I'idéal de Z comme

F(Z)={P eK[X1, ..., Xn]; VX1, ..., Xn) € Z, P(X4, ..., Xn) = Ol

Comme l'anneal[ X1, ..., X,] est noethérien, un ensemble algébrique est en fait dé-
fini par un ensembldini de polynébmes. Sif, ..., f; sont des polynémes, on notera
¥ (f1,..., fr) 'ensemble algébrique’(( f1, ..., f;)) défini par I'idéal engendré par les
fi.



22 CHAPITRE 3. VARIETES ALGEBRIQUES

D’autre part, les propriétés suivantes sont élémentaires :

PROPOSITION3.1.6
1.Sily Cly, 7(l1) D V(o).
2.SiZ1 C Zy, Y(Z1) D F(Z).
3. Si Z; et Z, sont deux parties dA", .#(Z, U Zp) = #(Z1) N . (Z).
4. Pour toutidéal |, | c 2 (¥ (1)).
5. Pour toute partie Zc A", Z C ¥ (.#(2)), avec égalité si et seulement si Z est un
ensemble algébrique.

Exercice 3.1.7 — Les démontrer (voir g], .1.2, pour une démonstration).

COROLLAIRE 3.1.8 — Les applications# et ¥ définissent des bijections réciproques
'une de l'autre entre ensembles algébriquesAfé et idéaux de KXy, ..., X,] de la
forme.#(2).

PROPOSITION3.1.9 — L’ensemble vide éA" sont des ensembles algébriques.

La réunion de deux ensembles algébriques est un ensemble algébrique.

L'intersection d’une famille quelconque d’ensembles algébriques est un ensemble al-
gebrique.

Démonstration — L'ensemble vide eA" sont définis par les idéau X1, ..., X,] et
(0) respectivement.

Si Z; et Z, sont deux parties dA" définies par des idéauby et I, montrons que
Z1UZy = ¥ (I1-12). (Rappelons qué; - I, est I'idéal dek[ Xy, ..., Xp] engendré par les
produits f1 fo, ot f1 € 11 et fo € 12.) En effet, commd1l, C I3, 0nazZy C 7 (11-12), et
de méme pouZ,, d’ou une inclusion. Dans l'autre sensxsi (X1, ..., Xn) € Z1 U Zo,

il existe f1 € 11 et fo € 15 tels quefi(x) # 0 et fa(x) # 0. Il en résultefs fo(x) # 0,
doux & 7 (ly- 12).

Enfin soit (Z,)seca une famille d’ensembles algébriques A8, Z, étant défini par
un idéall,. Montrons quen, Z, est défini par l'idéal = >, |, engendré par lek,.
Comme pour toutr, on al, C I, il vient (1) C Z,, etdonc? (1) C (), Z«- Ré-
ciproquement, considéronse (Z, et f € |. On peut écriref comme une somme
finie ), fy, o pour touty, f, € I,. Commex € Z,, on af,(x) = 0 et finalement,
f(x) = 0, ce qui prouve que € 7/(1). O

Exercice 3.1.10— Un ensemble algébrique peut étre défini par plusieurs idéaux. Par
exemple, les idéauk = (X% + Y2, XY3) etl, = (X2, Y3) deC[X, Y] définissent tous
deux(0, 0) dansC?. Prouver qu'ils sont effectivement distincts.

Montrer cependant que l'idé&t = (X, Y) = .#((0, 0)) les contient tous deux et que
c’est le plus grand idéal de définition d& 0).
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David HILBERT (1862-1943)

Hilbert a contribué & un grand nombre de branches}
des mathématiques : théorie des invariants, nombrg
algébriques, analyse fonctionnelle, physique mathé
matique (relativité générale), calcul des variations...
Les 23 problemes qu’il a souleveés lors du congres
international de Paris en 1900 ont servi de fil condug
teur a des pans entiers des mathématiquexxit
siécle.

Lorsque le corpk est algébriquement clos, le théoréme des zéros de Hilbert, auquel
un snobisme atavique nous fait préférer son nom allemhanidtellensatzdécrit le plus
grand idéal de définition d’'un ensemble algébrique en terme d’un idéal de définition quel-
conque. Ce théoréme posséde (au moins) quatre incarnations, toutes intéressantes. Les
VOiclI.
THEOREME3.1.11 (Nullstellensatz, 1}— Soient k un corps et A une k-algebre de type
fini. Si A est un corps, alors A est une extension algébrique finie de k.

Preuve(Zariski, cf. [1], ex. 18, p. 70) — Soientxy, ..., Xy € A des générateurs d&
commek-algebre. On raisonne par récurrence Busi n = 1, c’est-a-direA = K[x4],
alorsx; est nécessairement algébriquelsaar, s'il était transcendan, serait isomorphe
ak[ X] qui n’est pas un corps. Supposans- 1 et le résultat vrai pour — 1. SoitK C A
le corps des fractions dex1]; on voit que A = K|[Xo, ..., Xp] et par récurrenceA
est algébrique suK. Il existe ainsi des polynémes unitair®s, . .., P, dansK|[X] tels
que Pj(xj) = 0. Soit f € K* le produit des dénominateurs dBg, de sorte que les
coefficients deP; appartiennent &' = k[x1][1/f]. Autrement dit,A est entiere suA\’.
CommeA est un corpsA’ aussi d'aprég.5.2

Si x1 était transcendant sit, on auraitA’ ~ k[ X][1/P] pour P un polynéme non
nul dek[X]. Il est alors facile de voir qué&\ n’est pas un corps, par exemple parce que
1+ X P n’est pas nul, mais n’est pas non plus inversible. Autremenxgdédst algébrique
surk, lesx;j pourj > 2 sont algébriques six;] donc surk, et A est la composeée d'un
nombre fini d’extensions algébriques finiesldalonc une extension algébrique finie de
K. O

COROLLAIRE 3.1.12 (Nullstellensatz, 2)— Si k est un corps algébriquement clos, les
idéaux maximaux dg K, ..., X,] sontde laforméXi—ay, ..., Xn—an) pour(@y, ..., an) €
AN,
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Démonstration — Soit m un idéal maximal d&[ Xy, ..., Xp] et A 'anneau quotient
K[X1, ..., Xn]/m qui est unek-algébre de type fini, engendrée par les imagesXies
Commem est supposé maximah est un corps et donc, d’aprés le théoresrie 11, une
extension algébrique finie de Le corpsk étant algébriquement clos, l'inclusiér— A
est un isomorphisme. Il existe donc des éléemenis. ., a, € k tels queX; —aj € m,
d’ou
m>D(X1—ag,..., Xn—an).
Réciproquement, soR € m. Par des divisions euclidiennes, on peut écrire
P=(X1—a1)Q1(Xy, ..., Xn) + (X2 —a2) Qa(X2, ..., Xp)
+ -+ (Xn—an)Qn(Xn) + P(ay, ..., an).

La constanteP(ay, . .., a,) appartient donc & et est nécessairement nulle, ce qui im-

pliqueP € (X1 — a1, ..., Xy — ap). O

CoOROLLAIRE 3.1.13 (Nullstellensatz, 3}— Soient k un corps algébriquement clos et
| unidéal de kX4, ..., Xp] distinct de(1). Alors, 7' (1) # @.

Démonstration — Soit m un idéal maximal d&[ X4, ..., X,] contenantl. D’aprés le
corollaire3.1.12 il existe(ay, ..., an) € A" tel quem = (X1 — a1, ..., Xp — an). On
en déduit que pour to® € m, et a fortiori pour toutP € |, onaP(as,...,ay) = 0.
Autrement dit,(ag, ..., an) € 7 (1) qui est ainsi non vide. O

COROLLAIRE 3.1.14 (Nullstellensatz, 4)— Supposons que k est algébriguement clos
et soit Z un ensemble algébrique A8 défini par un idéal |. Alors,#(Z) = /1, le
radical de I.

Démonstration — Rappelons que/1 est 'ensemble deB € k[ X4, ..., X,] tels quil
exister > 1 de sorte qué®" € |. Si P € /I, soitr > 1 tel queP" < |. Ainsi, pour tout
x e Z,P'(x) =0, etdoncP(x) = 0. Autrement ditP € .#(2).

Réciproquement, soiP € .#(Z) et montrons qu'il existe > 1 tel queP" € I.
Commek[ X1, ..., Xp] est noethérien, il existe des polynémes

P]_,...,Pmek[X]_,...,Xn]

tels quel = (Py, ..., Pyn). SoitP € Z(7(1)). On constate que I'ensemble algébrique

dek"*1 défini par I'idéal(Py, . .., Pm, 1— T P) dek[X4, ..., Xn, T] estvide. D’aprés le

théoreme3.1.13 cet idéal est égalld X1, ..., Xp, T], si bien qu’il existe des polynémes

Qj € K[Xq,..., Xm, T]pour0< j < mtels que

m
PiQj+(1-TP)Qo=1

=1

J
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PosonsT = 1/P dans cette égalité, on en déduit une égalité de fractions rationnelles
m
Y Pi(Xe. o Xm)Qj(Xe, ., X, 1/P) = 1.
j=1

Soitr > 1 un entier tel que pour toyt, r est plus grand que le degre €rde Q;. Alors,
P'Qj(X1,..., Xm, 1/P) appartient &[ X1, ..., Xn], Si bien que I'on a

m
P" =) Pj(X1,.... Xm) P"Qj(X1..... Xm. 1/P)
j=1
etdoncP' € I. -

Exercice 3.1.15— Dans I'exercice3.1.1Q verifier quels est bien égal aux radicaux de
11 etls.

Exercice 3.1.16— Donner des exemples montrant que les corollads12 3.1.13
et3.1.14sont mis en défaut & n’est pas algébriquement clos.

DEFINITION 3.1.17 — Si Z est un ensemble algébrique, on netéZ) 'anneau quo-
tient if X1, ..., Xp]/#(2). Il est réduit.

Exercice 3.1.18— (On suppose quk est algébriquement clos.) Sait ¢ A" un en-
semble algébrique. Montrer I'équivalence des propriétés suivantes :

1. Z estfini;

2. o/ (Z) est unk-espace vectoriel de dimension finie ;

3. tout idéal premier dey (Z) est maximal.
(Utiliser les différentes caractérisations des anneaux artiniens fournies par le théoréme
d’Akizuki)

Désormais, et sauf mention explicite du contraire, k est un corps algébrique-
ment clos.

3.2. Topologie de Zariski

On peut reformuler la propositioh1.9de la fagon suivante :

DEFINITION 3.2.1 — Les ensembles algébriquesAigsont les fermés d’une topologie

sur A", ditetopologie de ZariskiToute partie déA" sera munie de la topologie induite.

En particulier, si Z est un ensemble algébrique, les fermés de Z sont les ensembles algé-
brigues contenus dans Z.
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Oscar 2ARIsKI (1899-1986)

Zariski est 'un des premiers mathématiciens a avoir :
développé la géométrie algébrique a I'aide de mé- |
thodes algébriques. Il est notamment connu pour avoi
etudié la « résolution des singularités » des surfaces.
Son livreCommutative algebracrit en collaboration
avec P. Samuel est devenu un grand classique.

Le théoréme des zéros de Hilbert se reformule en :

PROPOSITION3.2.2 — Soit Z un ensemble algébrique. L'application=X .7 (X) in-
duit une bijection entre fermés de Z et idéauxad€Z) égaux a leur radical ; par cette
bijection, les points de Z correspondent aux idéaux maximaux ge).

Exercice 3.2.3— Soit X un espace topologigue compact et notehisanneau des fonc-
tions continuesX — R. Montrer que les idéaux maximaux & sont de la forme
{f; f(X) = 0} pour un unigue € X. (Question subsidiaire : le résultat reste-t-il vrai si
X n’est plus supposé compact ?)

PROPOSITION3.2.4 — Si Z est une partie d&", 7 (.#(2)) est 'adhérence de Z dans
A" pour la topologie de Zariski.

Démonstration — Si | est un idéal d&[X1, ..., Xp],onaZ c ¥(I) si et seulement
si pour toutP € | ettoutx € Z, P(x) = 0, autrement dit, si et seulement si pour tout
Pel,Pe #(2),cest-a-direl C .#(Z).La proposition en résulte. O

PrROPOSITION3.2.5 — Toute intersection décroissante de fermésAdeest station-
naire. (On dit queA" est unespace noethérien.

Démonstration — Cela revient a dire que toute réunion croissante d’'idéaux (radiciels)
dek[ X1, ..., Xp] est stationnaire, ce qui est vrai puisck|eX1, ..., Xp] est noethérien.
U

Remarquons que par I'évaluation des polynémes, tout élément @ définit une
fonction Z— k.

DEFINITION 3.2.6 — Si Z est un ensemble algébrique, on appelleert affinede Z
tout ouvert de laforme Df) = {x € Z; f(x) # 0}.
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C’est I'ouvert complémentaire da@sdu ferméy ' (f) N Z.

PROPOSITION3.2.7. — Soit Z un ensemble algébrique A&.

1. Tout ouvert de Z est réunion finie d’ouverts affines de Z.
2. On peut extraire de tout recouvrement ouvert de Z un sous-recouvrement fini.

En d’autres termes, la topologie de Zariski d’'un ensemble algébriqqea&sitcompacte
et les ouverts affines en forment une base d’ouvert.

Démonstration — Soit U un ouvert deZ, F son fermé complémentaire dont on note
I C &/(Z) l'idéal. Soit (f;) une famille de générateurs de I'iddalAlors, x € U si et
seulement s’il existe tel que fj (x) # 0, c’'est-a-dirdJ = ("); D(f;).

Pour la seconde patrtie, il suffit de prouver que I'on peut extraire un recouvrement fini
de Z d’un recouvrement ouvert par des ouverts affines. Bei _J; D(fj) un tel recou-
vrement. Alors, l'idéal engendré par lds dans.</(Z) n’est contenu dans aucun idéal
maximal de<7(Z) : un tel idéal maximal correspond & un point Z tel que pour tout
i, fi(x) = 0 ce qui contredit le fait que I ( fj) recouvrentZ. Cet idéal est donc égal a
</ (Z) et il existe une combinaison linéaipe; a fi = 1. La somme précédente est bien
sar finie et la réunion deB ( f;) pour lesquels; # 0 est égale &. O

Exercice 3.2.8— Soit Z un ensemble algébrique @€'. Montrer que I'application qui
associe & un idempoteate <7 (Z) (c’est-a-dire vérifiane? = e) le fermé¥ (e) définit
une bijection sur 'ensemble des parties4la la fois ouvertes et fermeées.

En particulier,Z est connexe si et seulementai(Z) n'a pas d’'autre idempotents que
Oetl.

DEFINITION 3.2.9 — On dit qu'une partie non vide Z= A" estirréductiblesi pour
tous fermés Zet Z, de A" tels que ZC Z; U Zy,ona ZC Zy0u Z C Zo.

LEMME 3.2.1Q — Une partie non vide Z est irréductible si et seulement si elle n’est
pas réunion de deux fermés (pour la topologie induite) strictement contenus dans Z.
Si Z estirréductible, tout ouvert non vide de Z est dense dans Z.

Démonstration — La premiére partie du lemme est une reformulation de la définition
puisqu’un fermé de& est de la forme&Z N Z; pour un ensemble algébriqaa c A".

L'autre assertion en résulte : par passage aux complémentaires, on voit que l'intersec-
tion de deux ouverts non vides d’une partie irréductible est non vide. Par suite, tout ouvert
non vide d’une partie irréductible est dense. O

PROPOSITION3.2.11 Un ensemble algébrique Z est irréductible si et seulement si
son idéal.¥ (Z) est un idéal premier de[K1, ..., Xp].

Remarquons que cela revient a dire gd€Z) est integre.
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Démonstration — Supposons qué est irréductible et soientt, g € k[ X1, ..., Xp] tels
quefg e .Z(Z).Onaainsi

Z c¥(fg) =¥ (f)u ().

Quitte a échangef et g, on peut ainsi supposer que c 7'(f). Autrement dit,f €
S(2), et.#(Z) estun idéal premier.

Réciproquement, supposons qu&Z) est un idéal premier. X = Z; U Z3, on a
S (2) = F(Z1) N F(Zp). D'apres le lemme d’évitement des idéaux premiefis], on
a.f(Zy) = J(Z)ou.¥(Zy) = #(Z). Ainsi,Z = ZyouZ = Z. O

Exercice 3.2.1ZFermés de la droite affine}— Montrer que les fermés da! sont les
parties finies dé\! ainsi queA?l. En particulierA® est irréductible. Remarquer aussi que
tout ouvert non vide est dense et que la topologie de ZariskhSurest pas séparée.

Montrer enfin que la topologie de Zariski séif = Al x Al est strictement plus fine
gue la topologie produit.

Exercice 3.2.13— Traduire géométriquement le lemme d’évitemeérit 2

PROPOSITION3.2.14 — Tout ensemble algébrique non vide ZAles'écrit de maniére
unique comme la réunion d’un nombre fini de parties irréductibles Z, U --- U Zp,
telles que Z¢ Z;j pouri # j.

Démonstration — Transcrite en termes d’idéaux, c’est un cas particulier de la décompo-
sition primairequi implique qu’'un anneau noethérien réduit n’a gu’'un nombre fini d’'idéaux
premiers minimaux dont l'intersection est réduitéa voir la propositionl.3.2

On peut aussi le démontrer en n’utilisant que le fait (proposifiény que Z est un
espace noethérien. Largument est de toutes fagons analogue a celui fait dans la proposi-
tion 1.3.2

Montrons maintenant que tout fermé est réunion finie de fermés irréductibles. Pour
obtenir la proposition, il suffira de considérer une expressiod demme réunion finie
de fermés irréductibles et de n’en retenir que les parties maximales.

Considérons donc I'ensembtedes parties fermées dequi ne sont pas réunion finie
de parties irréductibles. Si par I'absuréeest non vide, le fait qu& est un espace noe-
thérien implique qu’il admet un élément minimaAl qui n’est pas réunion finie de parties
irréductibles. On peut ainsi écril = W; U W, pour deux fermégV; et W5 strictement
contenus dang/. CommeW est choisi minimalyV; etW» n’appartiennent pas@&et sont
réunion finie de parties irréductibles. Par switeest réunion finie de parties irréductibles
et la contradiction est visible! l

DEFINITION 3.2.15 — Par définition, les Zsont lescomposantes irréductiblee Z.
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(Ce sont les fermés irréductibles maximaux contenus dans

3.3. Variétés algébriques affines

DEFINITION 3.3.1 — On appelleensemble quasi-algébriqtaut ouvert d’'un ensemble
algébrique.

DEFINITION 3.3.2 — Soit Z c A" un ensemble quasi-algébrique On dit qu’une fonc-
tion f : Z — k estréguliére en un poink € Z s'il existe un voisinage ouvert U de
x dans Z et deux polynémes g,éh k[ X1, ..., X,] tels que si ze U, h(z) # 0 et
f(2) = 9(2)/h(2).

Une fonction f: Z — k est diteréguliéresi elle est réguliere en tout point de Z.

Remarque 3.3.3— Si f estréguliere e € Z, alors f est réguliere dans un voisinage
dex dansZ.

LEmMME 3.3.4 — L’ensemble des fonctions réguliéres sur Z est une k-algebre notée
0(Z). Les éléments inversibles d& Z) sont les fonctions régulieres qui ne s’annulent
pas.

Démonstration — Laissée en exercice. O

DEFINITION 3.3.5 — Soit Z un ensemble quasi-algébrique.fasceau des fonctions
régulieresd’z sur Z est le faisceau en k-algébres dont I'ensemble des sections sur un
ouvertUC Z estl'anneaw (U).

SoitZ c A" un ensemble quasi-algébrigdec A" ;lafonctionf : Z — kinduite par
un polynéme dé&[ X1, ..., X,] est manifestement réguliére, d’ou un homomorphisme de
k-algebrek[ X1, ..., Xy] — €(Z) dont le noyau est par définitiof (Z). 1l en résulte
un homomorphisme injectif

(3.3.6) @i A(Z)=K[X1, ..., Xnl/ I (Z) = O(Z).

THEOREME3.3.7. — Si Z est un ensemble algébrique, I’'homomorphisnest un iso-
morphisme.

Démonstration — Soitg € &' (Z). Il existe un recouvrement ouvert fidJ;) de Z tel
qgue sullJ;, ¢ s’écriveg; = g/ h; pour deux polynémeg; eth;, h; ne s’annulant pas sur
U;. On peut supposer que le recouvrement est fini estk@st de la formeD ( f;).
Commeh; ne s'annule pas sub( fj), on a¥'(hj) c ¥ (f;). Par le théoreme des zéros
de Hilbert3.1.14 /(fj)) c /(hi) C </(Z). Il en résulte qu’il existen; > 1 tel que
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fini € (hj). On peut ainsi supposer qie = fi”‘. En remplacantf; par fi”‘, on peut
méme supposet; = 1.

Ecrivons alors que; ety; coincident sutJj N U; = D(fj fj) : pour toutx € Z, ou
bien fi (x) = 0, ou bienf;j(x) = 0, ou bienf;j (x)gj (x) = fj(X)gi(x), si bien que

(fifp(fig; — fjgi) =0€ A (2).

Laréunion de®(fj) = D( fiz) est égale &, autrement dit, I'idéal engendré par qus
contient 1. Ecrivons donc# ), szkj pour dekj € «/(Z) etposong = > ; fjgjkj €
2/ (Z). Alors, six € D(fp),

f200g00 = Y fj fPgikj = > fi frgik;
i j
= fig ) _k ff=fig
j
et donc

f2 (@) — p(x)) = figi — figi = 0.

Finalement, pour tout € Z, il existei tel que f; (x) # 0 et donap(x) = ¢(x). On a ainsi
¢ = @, Ce qui prouve que est surjectif. 0

DEFINITION 3.3.8 — On appellevariété algébrique affineut espace annelé isomorphe
a(Z, 0z) pour un ensemble algébrique Z. Une variété algébrique quasi-affine est un ou-
vert d’'une variété algébrique affine.

Si X et Y sont deux variétés algébriques quasi-affines, un morphisme de variétés al-
gébriques quasi-affines est un morphisme d’espaces annelés. OHoX, Y) I'en-
semble des morphismes de X dans Y.

On dit qu’'un morphisme £ X — Y est unisomorphismes’il existe un morphisme
g:Y — Xtelque fog=idy etgo f =idy.

Explicitons ce que signifie pour une applicatibrt X — Y d’étre un morphisme de
variétés : d’apres la définition d’'un morphisme d’espaces annglést continue et pour
tout ouvertV C Y et toute fonction réguliére surV, ¢ o f est une fonction réguliére
sur l'ouvert f ~1(V) c X.

THEOREME3.3.9 — Soient X C A" et Y ¢ A™ deux variétés algébriques quasi-
affines. Une application £ X — Y est un morphisme de variétés algébriques quasi-
affines si et seulement si les composanfes. . ., f,) de f sont des fonctions régulieres
sur X.

Démonstration — Comme les polynémeXy, ..., Xy, définissent des fonctions régu-
lieresxs, ..., Xm surY telles quex; o f = fj, cette condition est nécessaire.
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Réciproquement, supposons que les composafies. ., f,) de f sont des fonctions
réguliéres suiX. Soit alorsV un ouvert deY et une fonction réguliere siw. On veut
prouver quef ~1(V) est un ouvert d& sur lequelp o f est réguliére. Soi € f~1(V) et
posons; = f(&). Il faut donc démontrer qu'il existe un ouvert 48 contenang, et deux
polyndbmegy, h € K[ X1, ..., Xp], h ne s'annulant pas sl N X tels que pouk € UN X,
p(f(x)) =9g(x)/h(X).

Commey est réguliére en, il existey, y, 60 € K[Y1, ..., Yn] tels quey () # 0,6 ne
s’annule pas sub () N'Y, et pour touty € D(¥) NY, ¢(y) = y(y)/6(y). Par suite, si
v (f(x)) #0,

y o f(X)

o f(x)

Or, f est donné dans un voisinage &ar une famille de fractions rationnelles (dont

le dénominateur ne s’annule pas dans ce voisinage). Dans ce voisinage, la condition
¥ (f (X)) # 0 est ainsi donnée par la non-nullité d’'un polynéme (le numérateyrdé)

et I'on voit queg o f est une application réguliere dans un voisinagé.de O

(po () =

THEOREME3.3.1Q — Soient X une variété quasi-affine et Y une variété affine. L'ap-
plication

Hom(X,Y) — Hom(&(Y), 0(X)), fr f*=.0of
est une bijection

Démonstration — SupposonX Cc A", Y c A™M,

Montrons que cette application est injective. Soiént X — Y etg : X — Y deux
morphismes tels qué* = g*. On a ainsif *(y;) = g*(y;) pour touti € {1, ..., m}, donc
fi = g etainsif = g.

Réciproguement, montrons qu’elle est surjective. $oito'(Y) — <(X) un homo-
morphisme dek-algébres. Poson§ = ¢(y;) et f = (f1, ..., fm). Chaquef; est par
définition une application réguliere s, d’ou un morphisme de variétés quasi-affines
f: X =AM

Il reste a prouver qud (X) C Y etquef* = ¢- Soit P € K[Y1,...,Yn], P =
S ca[IY. Alors,

f*Py=Pof=>ca[[f* =D ca] [e¥)* =0 _ca[ [¥") = 0 (PIV).

Ainsi, siP € Z(Y), f*(P) = 0, ce qui impliquef (X) Cc Y. llvientalorsf* =¢. [

CoROLLAIRE 3.3.11 — Deux variétes algébriques affines sont isomorphes si et seule-
ment si leurs anneaux de fonctions réguliéres sont isomorphes. Plus précisément, X

<7 (X) définit une équivalence de catégories entre la catégories des variétés algébriques
affines et la catégorie des k-algébres de type fini réduites.
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Exercice 3.3.12— Soit X une variété algébrique affine dt € .o/ (X). Montrer que
D(f) = {x € X; f(X) # 0} est isomorphe a une variété algébrique affine et que
L(D(f), Ox) = & (X)[1/f].

Exercice 3.3.13— Montrer queU = A2\ {(0, 0)} n’est pas isomorphe & une variété
algébrique affine.Galculero'(U).)

Exercice 3.3.14— Soit f : Al — A2 donné parf (t) = (2, t3). Montrer quef est
un morphisme injectif dont 'image est une variété algébrique a€ire A2. Déterminer
I'idéal de C; en déduire le morphismé* : «/(C) — <7 (Al). Est-ce quef est un
isomorphisme ? Les variétés algébriqééset C sont-elles isomorphes ?

Remarque 3.3.15— Le fait que le foncteur qui associe a une variété algébrique affine
son anneau de fonctions réguliéres soit essentiellement surjectif signifie qu’il existe pour
toutek-algébre de type fini réduité une variété algébriquX telle queA ~ &7 (X). Il
est remarquable que I'on puisse définir une telle variété algébrique sans faire intervenir
une présentation dA. On pose en effeK = SpmA (I'ensemble des idéaux maximaux
de A). Si | est un idéal deA, on définitV (1) comme I'ensemble des € SpmaA tels
quel c m. LesV (l) définissent les fermés d’une topologie sur Spatont lesD(f) =
SpmA\ V ((f)) forment une base d’ouverts. Le faisceau structural est défini de sorte que
['(D(f),0x) = As = A[1/f]:sia € Aetr > 0, la fonctiona/f" a pour valeur en
m e D(f) I'élémenta/f" (mod)m e A/m = k.

Il reste a vérifier que SprA est bien une variété algébrique affine. Or, écrivéns
K[X1,..., Xn]/l pour un idéal radiciel dek[Xq, ..., X;]. On définit f : X — A"
en associant & le n-uplet (X; (modm)) deA". Le théoréme des zéros de Hilbert im-
pligue quef est un homéomorphisme de Sgnsur¥'(1) et il est alors clair que c’est un
isomorphisme d’espaces annelés.

Exercice 3.3.16— Soitk un corps ety : A — B un homomorphisme de-algebres de
type fini. Montrer que pour tout idéal maximal c B, ¢~1(m) est un idéal maximal de
A. (Utiliser le théoreme des zéros de Hilbgrt

3.4. Variétés algébriques

On a expliqué dans le chapitteeomment la géométrie différentielle étudie les espaces
annelés modelés sur les ouvertsRIe En géométrie algébrique, considérer des ouverts
de Zariski de I'espace affine fournirait trop peu de variétés. Ce sont ici les variétés algé-
briques affines qui jouent le rble des ouvertRie
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DEFINITION 3.4.1 — On dit qu'un espace annelgX, Ox) est unevariété algébrique
s’il existe un recouvrement de X par un nombne d’ouverts Y tels que(U;, Ox|u,) est
isomorphe comme espace annelé a une variété algébrique affine.

Un morphisme de variétés algébriques est un morphisme en tant qu’espaces annelés.

DEFINITION 3.4.2 (cf.3.2.6. — On dira qu'un ouvert d’'une variété algébrique est un
ouvert affines’il est isomorphe a une variété algébrique affine.

Par définition, toute variété algébrique posseéde un recouvrement ouvert par un nombre
fini d’ouverts affines.

DEFINITION 3.4.3 (cf.3.2.9et3.2.15. — On dit qu’une partie non vide d’une variété
algébrique est irréductible si elle n’est pas réunion de deux parties fermées pour la topo-
logie induite strictement contenues.

Un fermé non vide Z est irréductible si et seulement si pour tous fermés 2 tels
que ZC Z1U Zy,onaZcC Zyou ZC Zo.

PROPOSITION3.4.4 — Soit X une variété algébrique.

1. Les ouverts affines de X forment une base de la topologie de X.

2. Toute suite décroissante de fermés de X est stationnaire.

3. De tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini (la
topologie de X egguasi-compace

4. (cf. 3.2.19 Il existe un nombre fini de fermés irréductibles maximaux ¢eespo-
santes irréductiblg¢glans X dont X est la réunion.

Démonstration — 1) Cela signifie que tout ouvert non vide deest réunion d’ouverts
affines. CommeX est recouvert par des ouverts affines, il suffit de démontrer I'assertion
lorsqueX est affine. C'est alors la propositi@n2.7.

2) Soit (U;) un recouvrement dX par un nombre fini d’ouverts affines. L'assertion
analogue a été prouvée pourlgsproposition3.2.5 Lintersection avec chaquédy d’'une
suite décroissante de fermés est ainsi stationnaire et comme le recouvrement est fini, la
suite est elle-méme stationnaire.

Les points 3) et 4) résultent directement du point précédent. Il suffit de recopier la
démonstration des propositioB.7et3.2.14 O

PROPOSITION3.4.5 — Munie de la structure d’espace annelé induit, une partie loca-
lement fermée d’'une variété algébrique est une variété algébrique.

Démonstration — Soit X une variété algébrique & C X une partie localement fermée.
Cela signifie queZ est un ouvert de son adhérengeAinsi, il suffit de traiter les deux
casZ ouvert etZ fermé. Mais le cas od est ouvert résulte de la proposition précédente,
les ouverts affines formant une base des ouverts.de
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Supposons donc qug est fermé. SoitU;) un recouvrement fini dX par des ouverts
affines. Si I'on prouve que chaqu& N U;, Ox|znu;) est une variété algebrique affine,
la proposition sera démontrée. Cela nous raméne au cas @at affine. Dans ce cas,
Z est défini par un idéal (Z2) de o7 (X) et est naturellement une variété algébrique. Si
X c A", par définition, une fonction réguliére sidrest localement la restriction d'une
fonction réguliere suk (et méme suA"). Autrement dit, les faisceauXz et(Ox/.#7)|z
coincident. La proposition est ainsi prouvée. O

DEFINITION 3.4.6 — Unesous-variét@’une variété algébrique est un fermé d’'une va-
riété algébrique muni de la structure de variété algébrique induite.

Si I'on veut construire des exemples non triviaux de variétés algébriques, la méthode
de recollement est incontournable. Nous l'avions rappelée dans le contexte général des
espaces annelés dans le théor@mel; appliquée au cas des variétés algebriques affines,
le théoreme devient le suivant.

THEOREME 3.4.7 (Construction de variétés par recollemert) Soient(X;) une famille
finie de varietés algébriques affines et, pour tout cowpl¢) un ouvert X de Xj, un
isomorphisme de variétés quasi-affings,. Xi; — Xji, tels que

—sii =], Xji = Xj etgjj =idy; ;

— pour tous i et jpji = ¢ ;

— pour tous i |, k, ¢ij (Xij N Xjk) = Xji N Xjk eton alarelationpjk o gij = @ik sur

'ouvert Xjj N Xjk de X.

Alors, il existe une unique variété algébrique X munie d’un atlas U; — X;) tel que
pour tousi et j, X = ¢i (Ui NUj) etgij = ¢j o .

Finalement, les morphismes d’une variété algébrique dans une variété affine sont don-
nés par le théoreme suivant, qui étend le théorgrad Q

THEOREME3.4.8 — Soit X une variété algébrique et Y une variété affine. L'applica-
tion

Hom(X,Y) — Hom((Y), (X)), ¢ ¢*
est une bijection.

Démonstration — Notonsé cette application. SX est réunion d’ouverts affindd;,
on a pour tout une bijectiond; : Hom(U;,Y) — Hom(</(Y), </ (Uj)) en vertu du
théoreme3.3.10 De plus, pour toutd € &7 (Y), 6;(f) =0(f)]u;.

Montrons que I'applicatiofl estinjective : st (@) = 6(¢’), cela signifie que pour toute
fonction régulieref € &7 (Y), f oo = f o ¢'. En particulier,f o gy, = f o ¢’|y,, d’0OU
0i () = 6 (¢') etply;, = ¢'|u;- Comme lesJ; recouvrentX, ¢ = ¢'.

Montrons maintenant queest surjective. Soify un homomorphisme? (Y) — &' (X).
On en déduit des homomorphismas: <7 (Y) — ¢'(U;j) qui sont donc de la form& (¢;)
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pour un unique morphismg : Ui — Y. SurU; NUj, ’homomorphismeyij : </ (Y) —
OU; NUj) s’ecrit 6 (gi) = 6ij(pj), si bien quey; ety coincident sutJ; N Uj. Par
recollement, on en déduit un morphisipe X — Y tel queg|y, = ¢;. Il faut prouver
qued(p) = ¢. 0r, sif € Z(Y),

0(@)(Dly, = foply = fog =6 (f) =¢(Hly

et comme ledJ; recouvrentX, 6(¢)(f) = ¥ (f). Comme c’est vrai pour tout, 6 (p) =
Y eto est surjective. O

3.5. Localisation

DEFINITION 3.5.1 — Soit X une variété algébrique. Six X, on appelleanneau local
de X en x la k-algébre

Oxx = lim Ox(U)
Usx
lorsque U parcourt les voisinages de x dans X.

Il convient d’expliciter cette définition : on considére les couglds f) formés d'un
voisinagel dex et d'une fonction réguliérd surU. On les munit de la relation d’équi-
valence selon laquelldJ, f) ~ (V,g) si f = g sur un voisinage d& contenu dans
U NV. Lensemble quotient est naturellement muni d’une structure-algebre et s’in-
terpréte comme I'ensemble des fonctions régulieres sur un voisinagelaesX. Une
telle fonction sur un voisinage non précisé est apgelénede fonction réguliére er.
Autrement dit,0x x est lak-algebre des germes de fonctions régulieres.en

PROPOSITION3.5.2 — Soient X une variété algébrique, x un point de X etUX

un ouvert affine contenant x. Saif I'idéal maximal de<(U) correspondant au point

X. Alors, la k-algebredx x est canoniquement isomorphe a I'anneau locahgéJ )y, .
C’est ainsi un anneau local dont I'idéal maximal est 'idéal des germes de fonctions
régulieres qui s’annulent en x.

Démonstration — On a une application naturele: o7 (U) — Ox x ; par cette applica-
tion, un élémentf ¢ my a pour image un éléement inversible dg x puisque la fonction
1/f est alors définie sur le voisinageN D(f) dex. Il en résulte un homomorphisme
M(U)mx — ﬁx,x.

Cet homomorphisme est injectif : $/g a pour image 0, cela signifie que la fonction
f/g est nulle dans un voisinage dedonc f = 0 dans un voisinage ouvevt C U de
X. SoitZ = U c V le fermé complémentaire. D’apres le lemme d’évitement?, il
existeh € .#(Z) c </ (U) tel queh(x) # 0. Alors, fh = 0 maish ¢ my ce qui implique
f/1=0danseZ (U)y,.
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Cet homomorphisme est surjectif : un élémentie, est la classe d’'un coup(®/, f)
pour un voisinag®/ de x et une fonction réguliérd surV. Quitte a restreindr®/, on
peut supposer qué = g/ h pour deux polyndmeg et h avech ne s’annulant pas sif.
Commeh(x) # 0, on voit que(V, f) estI'image de I'élément notg/ h danse/ (U ), .

Commes/ (U)n,, estun anneau locad]x x aussi. O

Par construction, 'annead’x x « voit » ce qui se passe dans un voisinagede X.
Par exemple :

PROPOSITION3.5.3 — Le point x appartient a une seule composante irréductible de
X si et seulement si 'anneau locélx x est intégre.

En général, c’est un anneau réduit dont les idéaux premiers minimaux s’identifient aux
composantes irréductibles de X qui passent par x.

Démonstration — Soit U un voisinage affine d&. Comme I'anneaus (U) est réduit,
ses localisés aussi 6tk x aussi.

Les idéaux premiers de’ (U )y, correspondent aux idéaux premiers€éU) conte-
nus dansny. Alors, les idéaux premiers minimaux dé€(U) correspondent aux idéaux
premiers minimaux dey' (U) contenus dansi, c’est-a-dire aux composantes irréduc-
tibles deU qui contiennenk. Comme ces dernieres ont pour adhérence les composantes
irréductibles dexX qui contiennenk et que réciproguement, l'intersection avgal’une
composante irréductible d¢ est ou vide, ou une composante irréductible, la deuxieme
partie de la proposition est prouvée.

La premiére partie en résulte, compte-tenu du lenin®el selon lequel un anneau
réduit n'ayant qu’un seul idéal premier minimal est intégre. O

DEFINITION 3.5.4 — Soit X une variété algébrique irréductible. On appealteps des
fonctionsde X la k-algébre

k(X) = lim Ox(U)
U2

lorsque U parcourt les ouverts non vides de X.

PROPOSITION3.5.5 — Soit X une variété algébrique irréductible. Le corps des fonc-
tions de X est un corps; pour tout ouvert affine non vide X, il s’identifie canonique-
ment au corps des fractions de I'algébre integrgU ).

Démonstration — Commek(X) est une limite inductive d&-algebres, c’est unk-
algébre. C’est aussi un corps :fsest une fonction réguliere sur un ouvernon vide de
X etsif # 0, lafonction ¥ f est réguliére sur I'ouvert non vide \ ¥ (f).

SoitU un ouvert affine non vide dX ; par définition de la limite inductive, on peut ne
prendre la limite que sur les ouverts affines contenus dasutrement dit, 'lhomomor-
phisme naturek(X) — k(U) est un isomorphisme.
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Il reste & prouver que X est affinek(X) = FraceZ (X). Lhomomorphisme injectif
naturel.<”(X) — k(X) induit une injection FraeZ (X) — Kk(X) puisquek(X) est un
corps. Réciproquement, §ie k(X), il existe un ouverd c X tel quef est une fonction
réguliére subJ. Quitte a restreindre, on peut supposer qle = D(¢) pour une fonction
non nullep € <7 (X). D’apres I'exercice3.3.12 Ox(D(¢p)) = </ (X)[1/¢] ce qui prouve
que f est de la formeg/¢" pour une fonctiong € &/ (X) etn > 1. Cela implique
visiblementf e Frac (X). O

Remarque 3.5.6— En géométrie différentielle ou en géométrie analytique complexe,
une telle proposition serait totalement fausse : une fonction holomorph€ §ufO}
ne s’écrit pas forcément comme le quotient de deux fonctions holomorph€s par
exemplez — e%/Z,

Elle permet aussi de vérifier le bien fondé d’avoir définir les variétés algébriques comme
localement isomorphes a une variété affine, et non un simple ouvéyt.den effet, si
X est une variété algébrique irréductible contenant un ouvert isomorphe a un ouvert non
vide deA", on aurak(X) >~ k(X1, ..., Xn). Une telle variété est ditationnelle

La proposition suivante interviendra dans la démonstration du thédreiel

PROPOSITION3.5.7. — Soient X et Y deux variétés algébriques irréductibles. Si leurs
corps de fonctions®) et k(Y) sont isomorphes, il existe des ouverts non vides X
etV CY telsque U~ V.

Démonstration — On peut supposer gue etY sont affines et que/ (X) et./(Y) sont
deux sougk-algebres de type fini d€ = k(X). CommeK = Frace/(Y) et.o/(X) estde
type fini, il existef € K, f # 0tel quesZ(X) C <7(Y)|1/f]. De méme, il existg € K,
g # 0 tel ques/ (Y) c @7 (X)[1/g]. On a alors

o (X)[1/fg] Cc Z(Y)[1/fg] C & (X)[1/fd].
autrement dite/ (X)[1/fg] = 7/ (Y)[1/fq].

Soita € &7 (X) tel que«Z (X)|1/fg] = </ (X)[1/a] (le numérateur de g convient).
De méme, choisissors € &7 (Y) tel que« (Y)|1/fg] = </ (Y)[1/b]. D’apres I'exer-
cice3.3.12 on a«/(D(a)) = &/ (X)[1/a] et &/ (D (b)) = </ (Y)[1/b] ce qui implique
qgqueD(a) c X etD(b) C Y sontisomorphes, ainsi qu'il fallait démontrer. O






CHAPITRE 4

EXEMPLES

It's time for examplesMéme si, bien s(r, les variétés affines et les variétés quasi-affines
du chapitre précédent sont des variétés algébriques.

4.1. Espaces projectifs

4.1.1. Droite projective. — L'exemple le plus simple de variété algébrique qui n’est pas
une variété affine est la droite projecti?d. Classiquement, celle-ci est définie comme
I'ensemble des droites vectorielles du pkinmais cette définition ne rend pas apparente
la structure de variété algébrique, ni celle de variété différentielle lorkqee R ou

C, ni méme dans ces cas celle d’espace topologique. En associant a un@bple

k?\ {(0, 0)} la droite d’équatiorax + by = 0, on voit quand méme que* est le quotient
dek? \ {0} park*, d’oti au moins une structure d’espace topologique quotient. Pour la
structure de variété, cela nécessite encore du travalil...

Cependant, les droites du plan ont ou bien une équation y = 0 aveca < k, ou
bien une équatior + by = 0 avecb € k. A part les deux axes de coordonnées, toutes les
droites ont une équation de chaque forme et si une droite est représerdéetpgr= 0
aveca # 0, elle a aussi I'équatior + by = 0 avecb = 1/a # 0. Autrement dit, on
obtient I'ensemble des droites vectorielleskden prenant deux copies de la droite affine
Al et en legecollantle long de I'ouveriA® \ {0} via I'isomorphismeA®\ {0} — A\ {0}
défini part — 1/t.

4.1.2. Espace projectif. —Plus généralement, I'espace proje&tifest 'ensemble des
hyperplans vectoriels d€'t. Montrons comment le munir d’une structure de variété al-
gébrique. Siyo, ..., Yn) sont les coordonnées #&"1, un hyperplan posséde une équa-
tion xoYo + -+ + XnYn = 0. Six # 0, on peut diviser I'équation pag et supposer

xi = 1. On considéere aingi + 1 copiesUy, ..., U, de I'espace affind", ouU; est la
sous-variété d’équation = 1 deA"+1. Pour tout coupléi, j) aveci # |, ouvert Uj;
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deU; est défini pax; # 0 et

(plj (XO"Xn):(XO/X]’Xl/X]’aXn/XJ)

définit un isomorphismé&Jj; — Uj;. Il est facile de constater qugk o ¢ij = ¢ik. Par
recollement, on obtient une variété algébrique, appetface projectide dimensiom

et notéP" dont les points sont exactement les, . .., X,) € k"*1\ {0} modulo I'action
par multiplication dek*.

Dans la suite, on note &g : . .. : Xp) le point deP" (k) qui est la classe de&, . . ., Xn).
Inversement(xo, ..., Xn) seront appeléesoordonnées homogéenés ce point.

PROPOSITION4.1.3 — L’applicationd : A"1\ {(0,...,0)} — P" qui associeXg :
... Xpn) @a(Xo, ..., Xn) €st un morphisme.

Démonstration — SoitV; ¢ A" 'ouvert défini parx; # 0 etU; 'ouvert deP" défini
parx; = 0. On adondJ; = 6(V,).
On a identifiéU; a la variété algébrique affine d’équatien = 1 dansA"t1. Ainsi,

0.V, - Uj s’écrit(Xg, ..., Xn) — (Xo/Xi, ..., Xn/X). CommeX; ne s’annule pas sur
Vi, 6 est ainsi un morphism¥, — P". Comme lesV; recouvrentA™1\ {0}, 6 est un
morphisme. O

La proposition suivante prouve g&8 n’est pas une variété affine.
PROPOSITION4.1.4 — Onaco(P") =k.

Démonstration — Soit f € &(P"). Il existe des polynéme®,, ..., P, tels que sur
l'ouvertU; ~ A", on a
f((Xo: .. %Xn) = P (Xo/Xi, ..o Xi—1/Xis Xig1/Xis - .. Xn/Xi).

On peut rajouteX; comme variable &, et supposer que pour toytP; est homogene de
degréd. SurU; N Up, on a ainsi la relation

I:)I (XO/Xl PERIEIE) Xn/xl) = PO(lv Xl/XO’ ey Xn/XO),
d’ou une égalité de polynédmes
P.(Xo, ..., Xn) X§ = Po(Xo, ..., Xn) X{.

CommeX; estirréductible et est premien&, le lemme de Gaul? implique qt)(cT-d divise
P, c’est-a-direP, = XiOI Qi. On a alorsQ; = Qo. Le degré d&Q; estégala —d = 0,
c’est-a-dire queQ; est un élémera dek et f((Xo : ... : Xn)) = a. Autrement dit, toute
fonction algébrique sue" est constante. O

Nous nous intéressons maintenant aux sous-variétés de I'espace projectif. Rappelons
que le degré d’un mondnig;_, X* est égal & |, a et qu'un polyndme est dit homo-
gene si tous les mondmes dont il est la somme ont le méme degré. Un idéal homogene de
K[ Xo, ..., Xn] est un idéal engendré par des polyndmes homogenes.
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Exercice 4.1.5— 1) Vérifier qu'un idéall c K[Xo, ..., Xn] est homogéne si et seule-
ment si pour touP € |, décomposé sous la fornie = ", Py, Pq étant un polynéme
homogéne de degé chacun de$y appartient d .

2) Montrer que le radical d’'un idéal homogene est encore un idéal homogéne.

DEFINITION 4.1.6 — Soit | C K[Xp, ..., Xp] un idéal homogéne. On définiZ (1)

comme I'ensemble désg : ... : x,) € P"(k) tels que pour tout polynébme homogene
Pel, P(Xp,...,Xy) = 0(celaaunsenscar P esthomogéne).
THEOREME4.1.7 — Pour tout idéal homogene I22(1) est un fermé de".

Démonstration — En vertu du lemme2.3.2 il suffit de le vérifier apres restriction a
chacun des ouverts affine défini parx; # 0. Pour simplifier les notations, on ne traite
gue le cas = 0. Soit donclp I'ensemble des polynémes #€X1, ..., X,] de la forme
P, X1,..., Xn) pour P € |. Cest un idéal call est un idéal. Il est alors clair que
Z(1)NUg = ¥ (lg) si bien queZ (1) N Ug est un fermé dé&g. Par suite,# (1) est un
fermé deP". O

DEFINITION 4.1.8 — Soit X C P" une partie fermée. On appelle cone affine au-dessus
de X la réunion dd0} et de 'image réciproque de X daad'*1\ {0} par le morphisme
canoniqued : A"\ {0} — P". On le note @X) ; c’est un fermé dé"*1,

Justification — Par définitionC(X) \ {0} = 6~1(X) est fermé dana"+1\ {0}. Comme
C(X) contient{0}, C(X) est donc fermé dans"+1. O

THEOREME4.1.9 (Nullstellensatz projectiff— Tout fermé non vide dE" est de la
forme 2 (1) pour un unique idéal homogeéne | tel que=l/1 et le cone affine au-dessus
de X estégal ¥(1).

D’autre part, (1) = @ si et seulement si | contient I'idééKo, ..., Xp).

Démonstration — SoientX un fermé non vide de", C(X) c A" son céne affine.

Soit.# (X) l'idéal engendré par les polyn6mes homogeRes k[ Xo, . .., X,] tels que
P(Xg, ..., Xn) = 0 pourtout(Xp : ... : Xy) € X. Il estclair ques (X) = /.7 (X) et que
X C Z(SF(X)).

Montrons queC(X) = 7 (.# (X)) ; commeC(X) est fermé dané"t!, cela revient &
prouver, en vertu du Nullstellensatz usuel (théor&xelq que .7 (C(X)) = Z(X).

LEMME 4.1.10 — On ales inclusions
F(C(X)\ {0}) C A (X) C F(C(X)).

Par suite, ces trois idéaux sont égaux et éX¢ = C(X) \ {0}.
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Preuve du lemme— En effet, siP est un polyndme homogéne s’annulant Xuil s’an-
nule surd~1(X) c A" Mais comme il ne peut pas étre de degré il £ ©), il
s’annule aussi en 0. Ainsk s’annule sulC(X), d'ou .#(X) C .Z(C(X)).
Réciproquement, soR un polynéme s’annulant s@(X) \ {0} et montrons qué® €
#(X). On peut écrire® comme une somme de polyndmes homogenes= >, Py.
Si(Xp:...:Xp) € X, pourtouth € k*, on a(rxp, ..., AXy) € C(X) \ {0} si bien que
D4 A9Py(Xo, ..., Xn) = 0. Cela implique que chacun d& s’annule en(xo, . . ., Xn).
Ainsi, chaquePy s’annule suiX et P € .7 (X). (Fin de la preuve du lemmje.

On peut maintenant prouver q¢ = (£ (X)). De fait, si(Xg : ... | Xp) €
P(SF (X)), cela signifie que tout polyndbme homogéRee .#(X) s’annule au point
(X0, ..., Xn), d'OU (X, ..., Xn) € ¥ (F (X)) = C(X). Par suite(Xg : ... : Xn) € X.

Pour I'unicité, soitl un idéal homogéne tel que= /1 et (1) = X; on constate
que

7 (1) N A\ {0} = C(X) \ {0}

et donc que c Z(C(X) \ {0}). Il y a alors deux solutions : soit'(I) = C(X), soit
7(1) = C(X) \ {0}. Mais siX # @, C(X) \ {0} nest pas fermé dan&"t1. Ainsi,
C(X) =7(l) etdoncl = .Z(X).

Si X = @, I'égalité (1) = X implique que? (1) c {0}, soit(Xp, ..., Xp) C |. Le
théoreme est ainsi démontré. O

DEFINITION 4.1.11 — Unevariété projectiveest une variété algébrique isomorphe a
une sous-variété d’'un espace projectif.
Une variété quasi-projective est un ouvert d’'une variété projective.

Remarque 4.1.12— Les variétés affines sont quasi-projectives. En revanche, toute va-
riété n'est pas quasi-projective, méme s'il est difficile de donner un exemple. Une diffé-
rence fondamentale entre les variétés affines et les variétés projectives et sur ces derniéres,
il n’existe pas de fonction réguliére non localement constante définie partout.

Exercice 4.1.13Plongement de Veronesd. — 1°) Soientn etd des entiers> 1. On
poseN = ("“;d) — 1. Montrer que le nombre des mondémes de deggén + 1 variables
est égal N + 1. On les notéM, ..., My.

2°) Montrer que I'applicationpg : P" — PN donnée parxo : ... : Xn) — (Mo(X) :
... MN (X)) est bien définie et est un isomorphismeRfesur une sous-variété fermée
dePN.

@ Giuseppe \ERONESE(1854-1917). — Il développa la géométrie projective en dimension arbitraire.
Notamment, il mit en évidence les problémes qui peuvent apparaitre lorsqu’on cherche a faire vivre une
surface algébrique non singuliére ddtts
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39 Soit f € k[ Xp, ..., Xp] un polynébme homogéne de degtéMontrer que le com-
plémentaire de”( f) dansP" est une variété affine.

4.2. Produits

Dans cette section, nous voulons munir la produit de deux variétés algébriques d’'une
structure de variété algébrique. C’est plus dur gu’il n’y parait car le produit dans la ca-
tégorie des espaces topologiques est insuffisant : on a vu dans I'ex@zit2que A2
n’est pas homéomorphefd x Al muni de la topologie produit.

Pour définir le produit de deux variétés, on commence par le cas des variétés affines.

PROPOSITION4.2.1 — Soient X ¢ A" et Y ¢ A™ deux ensembles algébriques
didéaux | C k[Xq, ..., Xn] et I C K[Y1, ..., Yn]. IdentifionsA™ x A™ a A"*M_Alors,

X x Y c AM™M est un ensemble algébrique : son idéal est engendré par les idéaux
| et J dans kX1, ..., Xpn, Y1,..., Ym] €t son anneau des fonctions egt(X x Y) =

A (X) @k A (Y).

Démonstration — Un point (x, y) de A" x A™ appartient aX x Y si et seulement si
x € X ety €Y, donc si et seulement si les élémentsl dgannulent erx et ceux del
s’annulent ery. Ainsi, 7 (I +J) = 7(1) x 7 (J).

On rappelle (cf1.6.7) que I'on a un isomorphisme canonique

(K[X1, ..., Xnl/1) Qk (K[Y1, ..., Ym]/J) = K[ X1, ..., Xn, Y1, ..., Ym]/(I + J).

Ainsi, si (fi) et (gj) sont des polynémes définissant des bases/d¥) et o7 (Y) res-
pectivement, on peut écrire tout polynérRee K[ X4, ..., Xn, Y1, ..., Ym] de maniere
unique sous la forme

P=> afi(X)gj(Y)+ Po,

oulesg j € ketPy e | +J. Supposons donc que € .7 (X x Y). Il en résulte que pour
toutx € X ettouty € Y, P(Xx, y) = 0. En patrticulier, pour tout € X,

POGY) =D () aj fi))gj(Y) + Po(x, Y) € £(Y) = J,
j i

etdonc, puisqu@(x, Y) € .Z(Y), onapour touf et pour toutk € X que)_; g j fj(x) =
0. Cela implique que; ; = O pour touti et pour toutj, dou P € | + J et l'idéal de
X x Y estengendré dam§Xq, ..., Xn, Y1, ..., Y] parl et J.

Du méme coup,

T (X xY) = (X) @k A (Y).
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COROLLAIRE 4.2.2 — Le produit de deux ensembles quasi-algébriques est un ensemble
guasi-algébrique.

PROPOSITION4.2.3 — Si X etY sontirréductibles, XY aussi. (Le produit tensoriel
de deux k-algebres de type fini integres est integre.)

Démonstration — Supposons qu& x Y = Z1 U Zp, pour deux fermég; et Z, de
AN Pouri =1o0u 2, soitXj = {x e X; xxY C Zj}.
Soitx € X. On peut écrire

YoxxY=(ZiNXxY)U(ZaN X xY))

et commeY est irréductible, on & x Y C Z71 ou Zy. Autrement ditx € X1 oux € X,
ce qui impliqgueX = X1 U Xo.
D’autre partx € X1 équivaut a dire que pour toyte Y, (X, y) € Z1:

Xi1={Xxe X;VyeY, VP e #(Z1), P(x,y) =0}

est ainsi un ensemble algébrique fermé. De méxaesst fermé.
CommeX = X1 U X estirréductibleX = X1 ou X = Xy, c'est-a-direX x Y = Z1
ou Zo. OJ

Pour définir le produit de deux variétés algébriques arbitraires, un peu de formalisme
de théorie des catégories est utile.

DEFINITION 4.2.4 — Soient€ une catégorie, X et Y deux objets @eOn dit qu'un
triplet (Z, p, ), ou Z estunobjetdé, p: Z — X etq: Z — Y sont deux morphismes,
est unproduit si la propriété universelle suivante est satisfaite : pour tout tripiet f, g)
formé d’'un objet de& et de deux morphismes :fW — X etg: W — Y, il existe un
uniquemorphismey : W — Z telque f= pogpetg=qo¢.

Exercice 4.2.5— Vérifier qu’un produit, s'il existe, est unique a un isomorphisme unique
pres, autrement dit, que 6Z’, p/, ') est un autre produit, il existe un unique isomor-
phismey : Z — tel quep’ = po g, q =qo ¢.

Ainsi, on peut parledu produit de deux objets (a condition gu'il existe, bien entendu).

PROPOSITION4.2.6 — Soient XC A" et Y ¢ A™ deux variétés algébriques affines.
Pour tout ouvertU de X etV de Y, le produitd)/ muni des projections pU xV — U
etq:U x V — V estle produit de U et V dans la catégorie des variétés algébriques.

Démonstration — SoientW une variété algébrique et : W — U, g : W — V
deux morphismes. Sh : W — U x V vérifie pogp = f etqo ¢ = g, on a né-
cessairement(w) = (f(x), g(y)). Réciproquement, comme les coordonnéeg dent
(f,..., fn, 01, ..., Om), le théoreme3.3.9montre quep est un morphisme de variétés
algébriques. O
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THEOREME4.2.7. — Si X etY sontdeux variétés algébriques, il existe un produit’ X
dans la catégorie des variétés algébriques.

Démonstration — On écritX = (JU;, Y = [ Vk comme réunion de variétés affines,
avec des isomorphismes de recollemépt: Uj; — Uji, gu : Vke = Vik cOmme dans
la construction du théoren®4.7. On va alors recoller leldj x V.

Pour cela, on remarque que les morphistdgsx Vi, — Ujj — Ujj etUj; x Vi —
Vke = Vek implique I'existence d’un unique morphisme

Yike * Uij x Vke = Vex x Uiji.

(LesUjj sont des ouverts de variétés affines, donc admettent des produits.) De plus, les
conditions du théorem@.4.7sont verifiees (grace a l'unicité desik)(j¢)) et en particu-
lier, ce sont des isomorphismes. Cela nous fournit une variété algébrique Xhotéé
par recollement deld; x V.

Les morphismed); x Vx — U;j — X se recollent en un morphisnge: X x Y — X,
et de méme, on a un morphisme X x Y — Y.

Montrons maintenant queX x Y, p, ) est un produit.

Soit W une variété algébrique dt : W — X, g : W — Y deux morphismes. On
cherche & montrer qu’il existe un uniqye: W — X x Y tel quepoy = f,qo v = g.
Soit Wik = f~1(U;j) N g~1(Wk); c’est un ouvert d&V avec deux morphismes|wk :
Wik — U etglw, : Wik = Vk. CommeU; x Vj est un produit dé&J; et V, il en résulte
un uniqgue morphisméix : Wik — U; x Vi tel quep o ik = flw, etq o ¥ik = glw,-
Nécessairement; |w, = vik, d’ou l'unicité dey. Par l'unicité deg/ix, ils se recollent
pour fournir un morphisme& : W — X x Y. On a donc construit le produit d¢ et de
Y dans la catégorie des variétés algébriques. O

Remarque 4.2.8— Soit pt la variété algébrique donnée par un point (elle est affine,
d’annealk). Si X est une variéte algébrique, Hopt, X) est 'ensemble des points de
Comme,

Hom(pt, X x Y) = Hom(pt, X) x Hom(pt, Y),

I'ensemble sous-jacent)d x Y est le produit des ensembles sous-jacerfsadY .
Cependant, la topologie n’est pas la topologie produit : par construétion, Al =
A? et I'exercice3.2.12a fait remarquer que la topologie de Zariski €t n’est pas la

topologie produit.

LEMME 4.2.9 — Soient X et Y deux variétés algébriques. Si U est un ouvert de X, le
morphisme canonique & Y — X x Y identifie Ux Y a un ouvertde X Y. Si Z est
un fermé de X, 4 Y s’identifie de méme a un fermé de<xX .
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Collado SEGRE(1863-1924)

Grand représentant de « I'école italienne » de géomé
trie algébrique, Segre est connu pour ses travaux su
les quadriques et les surfaces.

Démonstration — Il suffit de traiter le cas d’un fermé et on peut supposer §ue A"
etY c A™M sont des variétés affines. Aloig, x Y s’identifie a la sous-variété dg"+™m
d’'idéal .# (Z) + .#(Y) qui contient I'idéal7 (X) + . (Y). O

THEOREME4.2.10 (Plongement de Segre}- L'application
S:P" x PM — pnmNtm
(Xo:eeoiXn), Yo:voiYm) > (XoYo & --- XoYm - X1Yo : - .. XnYm)

est un morphisme de variétés algébriques qui ider®ifie P™ a une sous-variété fermée
deP"™N+M On 'appelleplongement de Segre

Démonstration — On commence par vérifier que cela a un sens : si on multiplig; les
pari € k* et lesy;j paru € k*, cela multiplie les<;yj pariu ; de plus, I'un des y;j est
non nul.

Les coordonnées homogenesRIE™ "M sont notées par la lettreet indexées par
(i,J) € {0,...,n} x {0, ...,1}. NotonsU;, V; et W; les ouverts affines dB", P™ et
PNTHIHM oU respectivemens # 0, y; # 0 etz # 0.

On aS 1 (Wyp) = Uy x Vg 18I S(X, y) € Wyg, XY # 0, d'oux € U, ety € V.

Montrons quesS est injective : siS(x, y) = S(X', y') € W,g, on peut supposet, =
x, = letyg = yl’s =1, doux,ys = x(;y;} = 1, ce qui impliqgue que pour touset |,
Xiyj = x{y}. En particulier, si = «, on trouvey; = y} pour toutj, et pourj = B, on
trouvex; = x/ pour touti.

Montrons queS définit un isomorphisme d&, x Vg sur une sous-varieté dé&/.s.
Or, l'image deS est formée desgzj) tels quez; = xjyj. Commex, = 1 etyg = 1,
on en dedui; = zg etyj = z,j, si bien que I'image de& est contenue dans la sous-
variéteZ,g de W,z définie par les equatiors; = zjgz,j. Réciproquement, I'application
T : Zop — Uy x Vg définie parT (zij) = ((Zig), (Zvj)) estun morphisme et il est facile de
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Hermann Gunter BASSMANN (1809-1877)

Un des fondateurs du calcul vectoriel en inventant
notamment I'algebre extérieure, il a aussi travaillé s
I'électricité, la couleur, la botanique. Décu du manqu#®
d’'intérét porté a ses travaux, il s’est consacré I'études
du sanscrit; son dictionnaire est toujours utilisé!

constater qué& o S=idz,, etSoT = idy, xv,. Autrement dit,S définit un isomorphisme
deU, x Vg sur une sous-variété fermee dgg.

Notons Z I'image deP" x P™ par S. On a ainsi prouvé que la restriction &a
S H(Wep) = Uy x Vg définit un isomorphism&ly, x Vg — Z N Wys et queZ N Wy
est fermé dan¥V,,. Il en résulte que est fermé et qu&: P" x P™ — P"™NHM est un
isomorphisme d@&" x P™ surZ. O

Exemple 4.2.11— Lorsquen = m = 1, on obtient le morphisme
PLx P!> P3, ((Uv):(st) > (X:y:z:w)=(US:ut:vs:vt).

Son image est la quadrique d’équation homogene zw = 0.
En général, I'idéal homogéne de I'image & x P™ dansP"™+M est engendré par
leszij z.p — Zipz,j. C'est ainsi une intersection de quadriques.

COROLLAIRE 4.2.12 — Un produit de variétés projectives est une variété projective.

Démonstration — SoientX c P" etY c P™ deux variétés projectives. Alor¥ x Y
s'identifie a une sous-variété &8 x P™ laquelle s’identifie par le plongement de Segre a
une sous-variété d@"™ "M Ajnsi, X x Y estisomorphe a une sous-variétéRjgrn+m
et est donc une variété projective. O

4.3. Grassmanniennes

Les grassmanniennes sont des variétés algébriques dont les points sont en bijection
avec les sous-espaces vectoriels Kuespace vectoriel donné. Les espaces projectifs en
sont un cas patrticulier.
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4.3.1. Construction. — Soientp et n deux entiers> 1, avecp < n. Pour se donner
un p-plan dek", il suffit de s’en donner une base, c’est-a-dire une matice. .7y n(k)
de p vecteurs lignes dont le rang est Dire qu’une matriceA e .#pn(k) est de rang
p équivaut a dire qu'il existe un mineyr x p inversible, c’est-a-dire une partie C
{1, ..., n} de cardinalp telle que la matric&\; formée en prenant les colonnes d’indices
dansi soit inversible. (Géométriquement, cela signifie quepdplan défini parA et le
(n — p)-plan engendré par les vecteurs de base d’indices non Idapnst en somme
directe.) Comme deux matricéset A’ représentent le mémeplan si et seulement s'il
existeg € GLp(Kk) tel queA’ = gA, quitte & multiplierA par A,‘l, on peut supposer que
Al =id.

Sil c {1,...,n}estde cardinap, soit ainsiG, C .#pn(k) 'ensemble des matrices
A dont le mineurA; est 'identité. C'est une sous-variété affine Mg (k) ~ k"P, iso-
morphe &P"=P) (p(n — p) est le nombre de coefficients dequi restent indétermingés).
Si J est une autre partie p éléments d€1l, ..., n}, soitG,; I'ensemble desA € G,
telles queA; est inversible. Cette condition s’écrit d&§ % 0; comme le déterminant
est une fonction polynomialé) — detA; est une fonction réguliere s@, et G, est
un ouvert deG,. De méme, l'application

013 :Gg— Gy, Ak—)AEl-A

est un morphisme (cak — Ajl estdonné selon les formules de Craffigrar le quotient
de polyndmes par la fonction réguliefe— detA; et celle-ci ne s’annule pas sG ;.
Si K est une troisieme partie dé, . .., n}, on constate que po e G;; NGk,

Pk 0913 (A) = pak (ATH- A) = (ATH- A THAT- A)
= AL A AT A=A A=k (A
et donc que lesG,, G|, ¢ 3) Vérifient la condition de recollement du théorefé.7
pour fournir une variété algébriqu®, , appelégrassmannienndesp-plans dek".

4.3.2. Le plongement de Plucker. —Montrons maintenant quép , est une variéte
projective. SoitN = (B) — 1. On définit une applicatiof : Gp n — PN, La restriction
ded a G, est donnée paA — 6,(A) = (detAk),, ou K décrit lesN + 1 parties a
p €léments d€l, ..., n}. Comme le déterminant est donné par un polyn&nest un
morphisme de variétés algébriquesAS¢ G|, 0n a

detlpr3 (A)k = det(Ay" - Ak = det(Ah - Ax) = det(Ay) " detA,
si bien que

03(13(A) = (detA;) ™10, (A) = 6, (A).

@ Gabriel GRAMER (1704-1752). — Surtout connu pour ses travaux sur les déterminants, il étudia aussi
I'analyse, la physique et I'histoire des mathématiques.
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Ainsi, lesd, se recollent en un morphisn@&, n — PN,

Montrons que) est un isomorphisme d&p , sur une sous-variété fermée @¥. Pour
cela, on remarque qu’un point € 6(Gpn) de coordonnées homogen@s ) est dans
I'image deG, si et seulement si; # 0. Ainsi, pour prouver que I'image d8p, est
fermée, il suffit de prouver que I'image pér de G, dans la sous-variétd, de AN+1
définie park| = 1 est fermée.

Or, si A € Gy, la donnée de. = 6, (A) permet de retrouveA. Pour simplifier les
notations, supposons= {1, ..., p}. Alors,siJ =1\ {i}U{j},ona

(l ... 0O ay, j \
Do 0 :
0O... 10 a1, .
Ly=detj0 ... 0O 0 a,; |=DP"a ;.
1 O ai_f_]_,j
0 R :
\ 0 ... 1 ap )
Ainsi, on peut poser
1 ... 0 DP W appry - (CDPIA_gyn
o1 U > G, (M) : : :
O 1 )\.|_p_|_(p_|_l) )\.|_p_|_n
L'application ¢, est un morphisme et 'on @, o 6, = id si bien que la restriction de

0) o ¢ a6 (G)) estl'identité aussi. Il en résulte gag(G,) est une partie fermée dg ,
définie par le systeme d’équations polynomiales: 6 (¢, (A)). On a ainsi prouve que
6(Gp,n) NU estfermé danbl; pour toute parti¢ C {1, ..., n} de cardinalp. Par suite,
0(Gp.n) est fermé danBN.

De plus,0, : G| — 6(G|) = 6(Gpn) NU, est un isomorphisme, ce qui implique
qued est un isomorphisme, appelongement de Pliicke? deGp n sur une sous-varieté
algébrique déN.

4.3.3. Relations de Grassmann. —Nous allons maintenant déterminer les équations
de 'image d’une grassmannienne par le plongement de Pliicker et démontrer que celle-ci
est une intersection de quadriques.

De maniére intrinseque, le plongement de Plicker assogiepdan deV = k" engen-
dré par les vecteurs, ..., vp la droite de/\P V engendrée par lg-vecteurdécompo-
sablevy A - -+ A vp. Réciproquement, on cherche une condition nécessaire et suffisante
sur unp-vecteurw € APV pour étre décomposable.

® Julius RUCKER (1801-1868). — Ses travaux ont porté aussi bien sur les mathématiques (configuration
de droites, combinatoire) que la physique (magnétisme, physique atomique, électronique).
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SoitV* le dual deV. Pour tout entiek, I'unique application bilinéaira kvV* x AKXV —
k telle que

(LA - ANk, V1A -+ A k) = detlg; (v)))

identifie AXV* au dual deAkV. Si¢ € /\"V*, soit t(¢) I'opérateur de contraction
APV > APKv, adjoint de I'opérateup\ P *v* — APV* tel quey — ¢ A V.

Si(e, ..., e et(e], ..., ) sontdes bases déetV* duales I'une de l'autre, une base
de/\pV est formée degy =g, A -+ A e, pourl = {i1 <iz--- < ip}une partie de
{1,...,n}apéléments. De méme poyrP V* et les basege)) et (€) sont duales I'une

de l'autre. Alors, on a la formule suivante pour la contraction :
(k. L(EY(e)) = () Nk, &) = e IK,

ou e,JK vaut 0 sil # J U K et vaut la signature de la permutation qui envoie la suite
sur la suiteJ U K sinon. Autrement dit,

LEs) e =) e Nex
K
d’ou on déduit que

(4.3.4) «(fyA- A fp_D)(Wi A~ Avp)
p
= (fan- - Afp_, vi A AVIZLAVIFIA - AVp)Vi.
i=1

Autrement dit, on a pour tout € APt V* ettoutw € APV I'égalité
(V. i (@w) = (¢ A Y, w).

LEMME 4.3.5 — Soita un élément non nul d4 P V. Il existe un plus petit sous-espace
vectoriel \, de V tel quex € AP V,.
Il admet les deux caractérisations supplémentaires suivantes :
— son orthogonal dans Vest egal a I'espace vectoriel Vdes f € V* tels que
((f)(@) =0;
— c’est 'image de I'application Iinéairq’\p_lv* — V donnée pap — ((¢)(x).

Démonstration — Soit V,, I'intersection des sous-espaces vectoriégle V tels que

a € APW. SiW et W sont deux sous-espaces vectorield/den constate en prenant
une base d&V N W’ et en la complétant en des basesWilgresp.W’) que AP(W N
W) = APWn AP W' Par suitep appartient 3\ P V,, etV, est le plus petit sous-espace
vectoriel deV ayant cette propriété.

Soit f une forme linéaire suy. La définition de I'opérateur de contraction implique
que(f)(a) ne dépend que de la restriction dea V,. Ainsi, si f est nulle surV,,
t(f)(@) = 0. Il en résulte que!s»/al est contenu dans le noya4} de I'application linéaire
f > ((f)(a). Par dualitéW = (V)* C V,.
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Réciprogquement, on veut montrer gug C W, c’est-a-direa € APW. SoitU un
supplémentaire d&/ ; on a ainsi une décomposition

/p\vz/p\wea(p/_\lwepu)@---@/p\u.

On a aussi une décompositivit = W*e@ U*, ouW* etU * sont des formes linéaires sur
V nulles sur respectivemeldtetW. (Par définition d&V, on aU* = &.) D’ou encore une
décomposition dg\ P V*. On écrit donar = 3P, ok ® B, aveaak € AP *We AXU,
d’'ou

p
0= )@ =) ak®(e) (B
k=1

Cela signifie que polt > 1, ax ®t(¢)(Bk) est nul, autrement déty = 0 ouc(p)(Bk) = 0.
Supposons queg # 0. Alors, pour toutp € U*, «(¢p)(Bk) = 0, et donc, pour tout
B* € /\k—lu*, (¢ A B*, Bk) = 0. Par suitegx = 0. Ainsi,a € AP W.

Par dualité, l'autre caractérisation résulte du fait que les applications linéaires

p—1
V* /\v, f > (f)()

et

p—1
AV =V, ¢ )@
sont (au signe prés) transposées I'une de l'autre. O

PROPOSITION4.3.6 — Soita un élément non nul d@ P V. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

() o estdécomposable;
(i) dmV, = p;
(i) pourtoutp € V,, B A =0;
(iv) pourtoutg € AP1V* 1(p)(@) Aa = 0.

Démonstration — Les conditions (i) et (ii) sont trivialement équivalentes et impliquent
visiblement (iii).

Réciproquement, si = dimV, > p, 'accouplemenf\P WR A4 PW — AW ~ k
est non dégénéré. Par suite, il existedun p-vecteurs e /\d_ID W tel quexa A B # 0, et
donc un vecteuw € W tel quea A w # 0.

D’apres le lemme précédent, est égal a 'ensemble de&p)(«), d’ou I'équivalence
de (iii) et (iv). O

Lorsqueyp parcourt une base d/ts;p_l V*, on obtient ainsi une famille de diyy P=ly* —

(pﬁl) égquations quadratiques en les coordonnées @i@ sont satisfaites si et seulement

sl est décomposable. Ces relations sont appestations de Grassmann
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4.3.7. Exemple. —Pour les expliciter un peu plus, donnons-nous une base. ., e,)
deV. Les formules ci-dessus montrent quersk Y« €,

(€, e (@) Aar) = Z Ei,H,JXHU{i }ALI\ (i}
ieJNCH
ol ¢j n g = 1 sile nombre d’éléments déqui sont< i et le nombre d’éléments de
qui sont< i ont méme parité, et vautl dans le cas contraire.
La grassmannienne la plus simple qui n’est pas un espace proje¢if g$-plans de
k%). Le plongement de Pliicker I'identifie & I'hypersurface d’équation

210234 — 213224+ 214223 =0

dansP® dont les coordonnées homogénes sont indexées par les parties & deux éléments
de{l, 2, 3, 4}.

4.4. Quotients

Soit X une variété algébrique & un groupe fini agissant suX par des automor-
phismes de variétés algébriques. Autrement dit, goarG, on se donne un morphisme
de variétés algébriques(g) : X — X et on suppose qug(l) = id et p(gg) =
0(9) o p(g'). On noterag - X = p(g)(x). On veut définir un quotient d¥ parG.

DEFINITION 4.4.1 — On dit qu’'un coupl€, p) formé d’'une variété algébrique Y et
d’'un morphisme p X — Y est urguotientde X par (I'action de) G si :

1. p est G-invariant : pour tout x X ettout ge G, p(g- x) = p(X);
2. pour tout morphisme G-invariank : X — W, il existe un unique morphisme
¢:Y —> W tel quep = ¢ o p.

(Cette définition est la définition générale du quotient dans une catégorie.)

LEMME 4.4.2 — Sip: X — Y et p: X — Y’ sont deux quotients de X, il existe un
unigue isomorphisme : Y — Y’ tel que p= ¢ o p.

Démonstration — Commep’ estG-invariant etp : X — Y un quotient deX, il existe
un uniqgue morphisme : Y — Y’ tel quep’ = ¢ o p. De méme, il existe un unique
morphismey : Y — Y telquep= v o p’. Alors,p' =¢po p=(p o) o p etcomme
p’ est un quotient, on a nécessairemgnty: = idy,. De mémeyr o ¢ = idy. Ainsi, ¢ et
Y sont des isomorphismes réciproques I'un de I'autre et le lemme est démontrél]

Si G agit surX, il agit aussi sul” (X, &x) par la formule : sif € I'(X, Ox) etg € G,
on poseg - f la fonctionx — f(g~1- x).
On a alors la proposition :
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PROPOSITION4.4.3 — Soit p: X — Y un quotient. Par 'Thomomorphismé&,@’ (Y, Ovy)
estisomorphe a'anneali(X, 0'x)C des fonctions réguliéres sur X qui sont G-invariantes.

Démonstration — Soit f € I'(Y, 0y). Sig € G etx € X,

g-(fop)=(fop@™ x=Ffx
doncf o p= p*(f) e ['(X, Ox)C.

Soit réciproquement e I'(X, Ox)© de sorte qud définit un morphisme : X — Al
qui estG-invariant. Ainsi, il existe un uniqué : Y — Altel quep = ¢ o p. La
fonction réguliéref surY donnée paf est ainsi I'unique fonction réguliére sirtelle
quef = f o p= p*(f). O

LorsqueX est une variété algébrique affine, un point crucial pour I'existence du quo-
tient deX parG est le théoreme suivant.

THEOREME4.4.4 (Noether) — Soient k un corps, A une k-algebre de type fini et G
un groupe fini agissant sur A par des automorphismes de k-algébres. AforsstAine
k-algebre de type fini.

Remarque 4.4.5— Lorsque le groupé& n’est pas fini, la situation est beaucoup plus
subtile et fait I'objet de la théorie des invariants.

Démonstration — Sia € A, le polyndbmeP(X) = [[(X — g-a) € A[X] estG-
invariant. Ses coefficients sont donc des élémen&deCommeP est unitaire et comme
P(a) = 0, a est entier suA®. Il en résulte queA est entiére suA®. CommeA est une
k-algébre de type fini suk, A esta fortiori de type fini surA®. Etant entiéreA est un
AC-module de type fini. Le théoréme résulte alors du lemme suivant. O

LEMME 4.4.6 (Artin—Tate) — Soient kc A C B trois anneaux. On suppose que k est
noethérien, que B est une k-algébre de type fini et que B est un A-module de type fini.
Alors, A est une k-algebre de type fini.

Démonstration — Soient (X )1<j<n une famille finie de générateurs d commek-
algebre etbj)1<j<m une famille finie de générateurs ecommeA-module. IL existe
alors des\jj € Atels quex; = Zj Aijbj et desuijx € Atels quebib; = >, wijkbx.
Soit Ag la sousk-algebre deA engendrée par lesg; et lesuijk. C'est unek-algebre de
type fini, donc un anneau noethérien.

Alors le Ag-sous-module dd8 engendré par leb; est unek-algébre et contient les
Xi. Ainsi, B = Ag(bj). En particulier,B est unAg-module de type fini. Commé, est
noethérien, tout soudgp-module deB est de type fini et en particulieA est un Ag-
module de type fini e& fortiori une Ag-algebre de type fini.

CommeAg est unek-algébre de type finiA est ainsi un&k-algebre de type fini et le
lemme est démontré. O
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COROLLAIRE 4.4.7. — Si X est une variété algébrique affine, il existe un quotient p
X — X/G de X par G. La variété algébrique )G est affine d’anneaw (X)© et le
morphisme X— X/G est fini et surjectif.

Démonstration — Soit Z une variété algébrique et : X — Z un morphismeG-
invariant.

On prouve tout d’abord qu’il existe une famille finie de couplds U;) ou f; €
o7 (X)© etU; est un ouvert affine d& contenanty(D( f;)).

On part en effet d’un recouvrement ouvert affihg) de Z. Pour tout, ¢~ 1(U;) est un
ouvert deX stable paG auquel on applique le lemme suivant.

LEMME 4.4.8 — Pour tout ouvert U de X qui est stable par G, il existe une famille
(f1,..., fr) d’éléments de7 (X)C telle que U= | J D(f)).

Preuve du lemme— Soit Z = X \ U. Soitx € U. CommeU est stable paG, les

g - X appartiennent & pour toutg € G. D’apres le lemme d’évitement des idéaux
premiersl.1.2 il existe fy € .#(Z) tel que pour touy, f (g - Xx) # 0. Quitte & remplacer

fx par]_[g(g- fx), on peut supposer quig € < (X)C. Alors, D(fy) C U etx € D(fy).
CommeU = (J,.y D(fx) et que I'espace topologie sous-jacent a variété algébrique
est quasi-compact, on peut en extraire un sous-recouvrementfini.d¢ la preuve du
lemmé@

Alors, i = ¢lp(t) - D(fi) — U; correspond a un morphisme Kelgébres
o' - Up) - & (D(fp)) = & (X)[1/fi].
Commey estG-invariant, I'image dep" est alors contenue dans le sous-anneau
(7 CO[L/11)° = (o (X)C[L/fi].

si bien quey; se factorise de maniere unique par un morphigine D(f;) — Z, ou
D(f;) est considéré comme un ouvert¥¢G, tel quey; = ¢j o p.

Comme legs; sont uniques, ils coincident nécessairemenDau ) ND(fj) = D(fj),
d’ou finalement un unique morphisme X/G — Z tel queyp = ¢ o p. O

Il nous reste a constater que les pointeXdes sont en bijection avec les orbites Ge
dansX. Un cas particulier de la proposition suivante est souvent prouvé dans les cours de
théorie de Galois.

PROPOSITION4.4.9 — Soient A un anneau, G un groupe fini agissant sur A &t A
I'anneau des éléments G-invariants.g3ist un idéal premier de @ les idéaux premiers
de A au-dessus dgsont conjugués par G.

En particulier, si p: X — X/G est le quotient d’une variété algébrique affine par
I'action d’un groupe fini G, p induit une bijection entre les G-orbites de points de X et
les points de XG.
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Evariste G\LoIs (1811-1832)

Créateur de la théorie qui porte désormais son nom
Galois sut développer la théorie des groupes en elle
méme pour résoudre le probleme de la résolution
des équations par radicaux. Son ceuvre fulgurante
s’acheva a I'age de 21 ans par un suicide en forme ¢
duel...

Démonstration — On commence par remarquer glest entiére suA®. Soientp etp’
deux idéaux premiers dA au-dessus dg. On veut prouver qu'il existg € G tel que
p'=g-p.

Soita € p’,b =[]y 9-a. Alors,b € A°Np’ = q = A®Nyp, doncb € p. Commep
est premier, I'un deg - a appartient & et on a I'inclusion

PclJgp
geG

D’aprés le lemme d’évitemerit 1.2 il existeg € G tel quep’ C g - p. Le théoréme de
Cohen-Seidenbefg 1.6implique alors que’ = g - p.

Pour le cas particulier, on rappelle gpe X — X/G est surjective. D’autre part, Si
p(x) = p(X'), la premiére partie de la proposition implique quetx’ sont dans la méme
orbite souss, autrement ditp~1(p(x)) est I'orbite dex parG. O






CHAPITRE 5

THEORIE LOCALE DES VARIETES ALGEBRIQUES

5.1. Dimension

DEFINITION 5.1.1 — Soit Z une variété algébrique. On appetlenensionde Z la
borne supérieure des longueurs des chaines de fermés irréductipleszy C --- C
Zn C Z.

LEMME 5.1.2 — La dimension d’une variété algébrique est le maximum des dimen-
sions de ses composantes irréductibles.

Démonstration — C’est clair, toute chaine étant contenue dans un fermé irréductible
maximal, c’est-a-dire une composante irréductible. O

DEFINITION 5.1.3 — Soit A un anneau. On appelkimension de Krulbde A la borne
supérieure des longueurs des chaipgs. p1 C --- C pn d’'idéaux premiers de A.

Il résulte de la correspondance entre ensembles algébriques affines irréductibles et
idéaux premiers (théoréme des zéros de Hilbert) le lemme :

LEMME 5.1.4 — Si Z est une variété algébrique affitn Z = dim <7 (Z).

Remarque 5.1.5— Il n’est pas clair a ce point du cours que la dimension d’une variété
algébrique soit finie ; dans le cas d’'une variété algebrique affine, c’est une conséquence du
théoremes.1.9qui est le résultat principal de ce paragraphe. Le mathématicien japonais
Nagata a méme donné des exemples d’anneaux noethériens de dimension infinie.

THEOREMES.1.6 (Cohen-Seidenberg)- Soient AC B deux anneaux, avec B entier
sur A.

a) Soientg un idéal premier de B gt = g N A. Alorsp est maximal si et seulement si
q est maximal.

b) Soienty C ¢’ deux idéaux premiers de B tels quan A =g’ N A. Alors,q = ¢'.
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Wolfgang KRuLL (1899-1971)

Ses contributions en algebre commutative sont aujou
d’hui inévitables : invention des anneaux locaux, de |z &
dimension, étude des algebres entiéres et notamme
une premiére étude du relévement des idéaux premief
dans une extension entiere, mais aussi théorie de
Galois des extensions infinie, théorie des valuations,
etc.

c) Pour tout idéal premiep de A, il existe un idéal premierde B tel quey N A = p.

COROLLAIRE 5.1.7. — Soient AC B deux anneaux avec B entier sur A. Alors, A et B
ont méme dimension.

Démonstration — a) on a une inclusion d’anneaux integes C B/q etB/q est entier
sur A/p. D’aprés le lemmél..5.2 A/p est un corps si et seulementBjq est un corps.
Cela revient a dire qug est maximal si et seulementgest maximal.

b) Notonsp = g N A et localisons par rapport a la partie multiplicati®e\ p, d’ou
une inclusion entiére d’anneau, C B,. CommeqB, N A, = q'B, N A, = pA, est
maximal,qB, et q'B, sont tous deux maximaux, et par conséquent égaux. Il en résulte
q = q' puisque l'applicationy — qB, définit une bijection de I'ensemble des idéaux
premiers deB ne rencontrant pgssur 'ensemble des ideaux premiersile

c) Localisons par rapport a la partie multiplicatige\ p. D’'aprés a), I'intersection de
tout idéal maximal ddB, avecA, est égale a I'unique idéal maximah, de A,. Un tel
ideal est de la formgB, pour un idéal premieq de B. On a alorgiB, N A, = pA,, d’ol
I'on déduit quep = qN A. Eneffet, sib e gN A, b/1 € qB, N A, = pA,; il existe donc
a € A\ ptelqueab e p, doub e p puisquep est premier. Réciproquement,ssie p,
a/l € qBy, ce quiimplique qu'il exist&’ € A\ p tel queaa € q. Commea’ & p,a’ & q
et, q étant premiera € g. O

Preuve du corollaire — Soitqo € --- C gn une chaine d’idéaux premiers d& En
prenant les intersections avég on obtient d’apres le théoréntel.§ b), une chaine
d’'idéaux premierggoN A) € --- C (qn N A) de A, ce qui implique dimA > dim B.
Réciproquement, soffp C --- C pp une chaine d’idéaux premiers deet montrons
gu’il existe une chaingo € --- C qn d'idéaux premiers d® telle quegr N A = py.
Choisissons un idéal premigg de B tel queqo N A = po, ce qui est possible d’apres
le c) du théoremé.1.6 Soit alorsr < n et supposons avoir construjs, ..., qr par
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récurrence. On applique alors le méme résultat a I'inclugigm C B/q, et a I'idéal
premierp, +1(A/pr) de A/py. Ainsi, dimB > dim A. O]

THEOREMEDS.1.8 (Lemme de normalisation de Noethes Soit k un corps, A une k-
algebre intégre de type fini. Il existe des éléments X, x, € A algébriquement indé-
pendants sur k tels que A soit entier sfikk . .., Xp].

Avec ces notations) n’est autre que lelegré de transcendancki corps des fractions
de A surk.

Démonstration — Soientys, ..., Yym des éléments dé qui engendrentA commek-
algébre. S’ils sont algébriqguement indépendants, le lemme de normalisation est démontré.

Supposons donc qu’ils sont algébriquement dépendants e soik[Y1, ..., Yy] un
polyndme non nul tels quB(yi, ..., ym) = 0. On va montrer que I'on peut choisir des
entiersr; > 1 pouri > 2 de sorte quéA est entiere sur la sous-algebre Aengendrée
parlesz =y —y;. Eneffet, siP =Y _, a[]; ¥, ona

m
0=P(yL....ym) = P(Y1. 2+ ¥ ... Zm+ V1™ = Y _any [ [@ + y)™
n =2

02 am n; N1+ jiti n; — ji
S IDIIED SL § (A Mty § i
N ip=0  jm=0 iz \i i>2
Soit k un entier strictement plus grand que le degréPden chaque variable et posons
ri = ki. Ainsi, les sommes; + > jiri sont toutes distinctes et I'équation précédente
fournit une relation de dépendance algébrique paudonc les coefficients sont dans

K[zo, ..., zn] et dont le coefficient de plus haut degré est nécessairement obtenu pour
Ji = nj, donc est un coefficient non nul d& donc inversible. Cela prouve que est
entier surk[z, ..., zy]. Puis, sii > 2,y = z + y{‘ est aussi entier s{zo, ..., Zy).
Par conséquent est entiere suk[zo, . . ., Zm].

Par récurrence, il existe des élémextis..., x, € K[z, ..., zy] algébriquement in-
dépendants et tels gz, . . ., zn] est entiere suk[xa, ..., Xp]. Il en résulte queA est
entiére suk([Xxy, ..., Xn]. O

THEOREMES.1.9 — Soit k un corps et A une k-algebre intégre de type fini. On a
dim A = degtrA. Par suite, la dimension d’'une variété algébrique affine est finie.

Démonstratior(d’apres P]). — Lorsque le degré de transcendanceAdsur k est nul,
tout élément d&A est algébrique sk, donc entier. AinsiA est un corps et dimh = 0.

On démontre alors le théoréme par récurrence sur le degré de transcendArsegkle
D’aprés le lemme de normalisatiénl.§ A est entiére sur une sous-algékfey, . . ., Xn]
isomorphe a l'algébre de polyndbmé&gXy, ..., X,]. D'aprés le théoreme de Cohen—
Seidenber.1.6 on a dimA = dimK[xy, ..., X,] = dimk[ X4, ..., X,]. D’autre part,A
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étant entiére sWk[x, ..., Xn], ces deux algébres ont méme degré de transcenaarice
suffit ainsi de prouver que dikj X1, ..., Xpu] = n, résultat qui mérite d’avoir son numéro
a lui, puisqu’il signifie que I'espace affife" est de dimension. O

THEOREMES.1.1Q — Soit k un corps. La dimension dgXq, ..., X,] est égale a n.

Preuve(en supposant démontré le théoréme 9en dimension< n)
La chaine d’idéaux premiers

0O Cc (X)) C (X, X)) C-+-C(Xq,.nny Xp)

prouve que dink[ X1, ..., Xp] > n. Considérons une chaine d’'idéaux premi@s C
p1 C -+ € pr dek[ Xy, ..., Xn].

Considérons l&-algebre integréd’ = K[ X4, ..., Xn]/p1. Commepy # (0), il existe
une relation de dépendance algébrique non triviale entre les inxagies X; dansA'.
Cela implique que l'un deg;, disonsx, est algébrique sur le corps des fractions de la
sous-algebré&[xy, ..., Xn—1] € A qui est de degré de transcendanrcen — 1. Ainsi,
le degré de transcendance Aeest< n — 1. D’autre part, sa dimension est au moins
r — 1. Par récurrence, on obtient- 1 < dim A’ < degtrA’ < n—1d'our < n. Ainsi,
dimk[ X1, ..., Xp] < n, d’'ou finalement I'égalité voulue. O

COROLLAIRE5.1.11 — Soit X une variété algébrique irréductible. Ondiam X =
deg trk(X).

Démonstration — En effet, soitZg C - - - C Z; une chaine de fermés irréductiblesXle
Si U est un ouvert affine non vide détel queZoNU # @, on en déduit en intersectant
avecU une chaine de fermés irréductiblesldled’ou I'inégalité

r <dimU = degtrk(U) = deg trk(X).

Par suite, dinX < deg trk(X).

Réciproquement, sold un ouvert affine non vide d¥. Choisissons une chaiig C
... C Z, de fermés irréductibles de, avecr = dimU. Alors, Zg C --- C Z; est une
chaine de fermés irréductibles dled’ou I'inégalité dimX > dimU = degtrk(X). [

Exercice 5.1.12— Déduire du théoréme de Cohen-Seidenberg et du lemme de norma-
lisation de Noether le théoréme des zéros de Hilbert (sous sa fofnie).

THEOREMES.1.13 — Soient X et Y deux variétés algébriques irréductibles. Alors,
dim(X x Y) =dimX +dimY.
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Démonstration — SoientU et V deux ouverts affines non vides deet Y respecti-
vement. Ainsi,U est dense danX etV est dense dans si bien que dilJ = dim X,
dimV =dimY. De plusU x V estdense dans x Y, etdonc dinfU xV) = dim(X xY).
Nous sommes ainsi ramenés au cas{cet Y sont affines.

D’apreés le lemme de normalisation de Noether.8il existe un sous-anneau dg(U)
isomorphe a I'anneak] X1, ..., X,] des polynémes en variables sur lequet? (U) est
entier; de mémeg/ (V) est entier sur un sous-anneau isomorphe a l'anneau des po-
lyndmes enm variables. Alors, on constate qué(U x V) = &/(U) ®k <7 (V) est
entier surk[ X1, ..., Xp] ®k K[Y1, ..., Ym] = K[X1,..., Xn, Y1,..., Yn]. D'aprées le
corollaire5.1.6 au théoréme de Cohen-Seidenberg, an & dimU, m = dimV et
n+m=dmU x V). O

On peut reformuler le théoreme de Cohen—Seidenberg a I'aide de la notion suivante :

DEFINITION 5.1.14 — Soit f: X — Y un morphisme de variétés algébriques affines.
On dit que f estfini si par ’lhomomorphisme de k-algébrés £ (Y) — o/ (X), o/ (X)
est entier sure/ (Y).

Les morphismes finis vérifient les propriétés suivantes :

PROPOSITIONS.1.15 — Soit f : X — Y un morphisme fini de variétés algébriques
affines irréductibles.

a) L'image d’'un fermé de X par f estfermé dans Y.

b) f est surjectif si et seulement si 'lhomomorphisnie £7(Y) — o/ (X) estinjectif.

c) Pour tout ye Y, f~1(y) est un ensemble fini.

Alors, le lemme de normalisatidh1.8prend la forme géométrique suivante :

THEOREMEDS.1.16 (Lemme de normalisation, forme géométrique)
Si X est une variété algébrique affine irréductible, il existe un entier r0 et un
morphisme fini surjectif £ X — A",

Preuve de la propositian— a) Soitl un idéal des7 (X). Prouvons que l'image paf
de 7 (1) est fermée dang. Par la bijection entre idéaux maximaux et poig,l ) cor-
respond aux idéaux maximaux d#(X) contenantl. Considérons '’homomorphisme
injectif

() (FH7H) — (X))

induit par f*. Cet homomorphisme est donc entier, ce qui permet d’appliquer le théo-
réme de Cohen-Seidenbedl.6: les idéaux maximaux de7(Y)/(f*)~1(1) sont les
(f*)~1(m) pour un idéal maximam de <7 (X)/l. Autrement dit, lorsquen décrit les
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idéaux maximaux de7 (X) contenantl, (f*)~1(m) décrit exactement 'ensemble des
idéaux maximaux de7 (Y) contenant f*)~1(1). On a ainsi prouvé que

f(7 (1)) =771,

ce qui prouve que I'image d’'un fermé est un ferme.

b) En appliquant le a) & = 0, on voit quef (X) = ¥ (ker f*). Ainsi, f est surjectif si
et seulement s¥'(ker f*) = Y, c’est-a-dire,/ker f* = (0), donc kerf* = (0) puisque
<7 (Y) estintégre.

c) Sin est un idéal maximal de7(Y), il faut montrer que<7 (X) n’a qu’'un nombre
fini d’idéauxm tels quen = (f*)~1(m). De telsm contiennentf *(n).e7 (X), si bien qu'il
suffit de prouver que? (X)/f*(n).</ (X) n’a qu’un nombre fini d'idéaux maximaux. Or,
o (X)/f*(n)oZ (X) est entiere suZ (Y) /n = k, donc de dimension finie skrd’aprés le
théoréme des zéros de HilbérfL.11 Le théoreme d’Akizuki implique alors qu’elle a un
nombre fini d'idéaux maximaux. O

Exercice 5.1.17— Lorsquek est un corps infini, reprendre la démonstration du lemme
de normalisation de Noether en montrant que I'on peut effectuer le changement de va-
riablesz; =y, — aj y1 pour desg; € k bien choisis. SX c A™ est une variété algébrique

de dimensiom, en déduire qu'il existe une projection linéaitd — A" telle que la
compositionX — A™ — AN est un morphisme fini et surjectif.

5.2. Codimension

DEFINITION 5.2.1 — Soient X une variété algébrique etY Z un fermé irréductible
de X. Lacodimensiorde Y dans X, notémdim(Y, X) est la borne supérieure des entiers
n tels qu’il existe une chaine de fermés irréductibles

Y=YCY1C - CYhC X

On voit que la codimension d¢ dansX est le maximum des codimensionsdeans
les composantes irréductibles Hequi contienneny .

DEFINITION 5.2.2 — Soient A un anneau ¢tun idéal premier de A. On appellau-
teur de p, notéeht(p), la borne supérieure des entiers n tels qu’il existe une chaine
d’'idéaux premiers

POCPLG o G pn=p.

C’est ainsi la dimension de I'anneau local, A
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Si X est une variété algébrique affine, le dictionnaire entre idéaux premiess e
et fermés irréductibles d¥ implique I'égalité

(5.2.3) codim(Y, X) = ht(.#(Y)) dans l'anneau? (X).

Remarque 5.2.4— Nagata a prouvé que la dimension d’un anneau local noethérien est
finie, cf. le théoremé.3.7. Ainsi, la hauteur d’'un idéal premier arbitraire d’'un anneau
noethérien est finie. Dans notre cas, celui kedgebres de type fini, c’est une consé-
guence du théorénte1l.9puisque par définition codiqy, X) < dim X et ht(p) < dim A.

Les variétés algébriques affines irréductibles de codimension 1 dans I'espac@é ffine
sont les hypersurfaces :

PROPOSITION5.2.5 — Soit Z ¢ A" un fermé irréductible de codimensidnL’idéal
4 (Z) est principal, engendré par un polynéme irréductible §¥%k ..., X,].

Démonstration — Soit f € K[ X4, ..., Xp] un élément non nul quelconque de l'idéal
de Z. Comme.#(Z) est premier.# (Z) contient I'un des facteurs irréductibles de
ce qui permet de supposérirréductible. Commek[ X4, ..., Xp] est un anneau facto-
riel, I'idéal () est un idéal premier. Linclusio0) C (f) c .#(Z) jointe au fait que
codim(Z, A") = 1 implique que# (Z) = (f). O

Remarque 5.2.6— Ce résultat s'étend en remplacakit par toute variété algébrique
affine X telle ques/ (X) est un anneau factoriel.

A l'aide de ce résultat, nous allons établir le lien entre dimension et codimension. Il
nous faut tout d’abord expliciter le comportement de la codimension lors d’un morphisme
fini.

THEOREMEDS.2.7 (Deuxiéme théoreme de Cohen-Seidenberg)

Soient AC B deux anneaux. On suppose que B est intégre, que A est intégralement
clos et que B est une A-algébre finie (c’est-a-dire entiere et de type fipp.St - - C pr
est une chaine d’idéaux premiers de Ajetin idéal premier de B tel qug N A = py, il
existe des idéaux premieqg C --- C qr—1 C qr tels que pour toutigi N A = p;j.

Démonstration — NotonsK le corps des fractions da, F celui deB et soitF’ une
extension finie d&K contenantK et normale. SoiB’ la cl6ture intégrale dé\ dansF’.
D’apres le premier théoréme de Cohen-Seidenbetd; il existe des idéaux premiers
qp C --- C q; de B tels quep; = q; N A. Soit aussij; un idéal premier d&8’ tel que
g NB=gq.

CommeA est intégralement clos, le lemme suivant (une variante de la propositich
affirme I'existence d’'un automorphismede F’ tel queo |k = id et tel queo (q;) = dr.
Posons alorspourx i <r —1,qi =o(q)) N B.Onaqo C --- C g et pour tout, ona

GiNA=0@)NBNA=0(g NA =0o(pi) =0
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d’ou le théoréme. O

LEMME 5.2.8 — Soit K C F nue extension finie normale de corps. SoitZ/AK un
sous-anneau intégralement clos et F la cloture intégrale de A dans g-eSti un idéal
premier de A, le groupe G des automorphismes de F qui sont l'identité sur K opére
transitivement sur 'ensemble des idéaux premigde B tels queg N A = p.

Démonstration — Soientq etq’ deux idéaux premiers d& au-dessus dA.

Six € q,y = [[,ego(X) est un élément d& invariant par tout élément dé.
La théorie de Galois implique queest radiciel sulK, c’est-a-dire qu’il existeg > 1
(q = 1siF/K est séparable est une puissance de la caractéristiqu&denon) tel que
y% € K. Commex est entier sur, tous lessigmax) sont aussi entiers gf! est entier
sur A. CommeA est intégralement clog? € A etdoncyd € ¢’ N A = p, doncy! € q.
Commeq est premier, on a aingi € g et il existeo € G tel ques (X) € q. Nous avons
ainsi prouveé qug’ C |, g o (9).

CommeB est intégralement clos, todt € G est tel ques (B) = B. Les idéaux
o (q) sont alors des idéaux premiers Beet d’aprés le lemme d’évitement des idéaux
premiersl.1.2 ¢’ est contenu dans I'un d’entre eux. §i C o(q), commeq N A =
gN A=o0(q) N A, onadapres le théoréntel.g b) queq’ = o (q).

Le lemme est ainsi démontré. O

COROLLAIRE 5.2.9 — Soit AC B deux anneaux. On suppose que B est intégre, fini
sur A et que A est intégralement clos. Alors, pour tout idéal premige B,ht(q) =
ht(g N A).

THEOREMEDS.2.10 — Soit X une variété algébrique affine irréductible etcY X un
fermé irréductible. On @odim(Y, X) 4+ dimY = dim X.

La version algébrique de ce théoréme est la suivante.

THEOREMEDS.2.11 — Soit A une k-algebre de type fini integre. Pour tout idéal premier
p de Aht(p) =dimA —dimA/p.

Démonstration — L'inégalité htp) + dim(A/p) < dim A est claire (considérer une
chaine d’idéaux premiers contenue danane autre contenant dap®t les mettre bout
a bout).

D’apres le lemme de normalisation de Noether, il existe. ., X, € Aalgébriquement
indépendants tels qu& est entiére et de type fini si& = K[x1, ..., Xy]. Soitq = p N B.
D’apres le théoremé&.1.6 on a ainsi dimA = n et dimA/p = dimB/q. D’aprés le
corollaire’5.2.9au deuxieme théorénie2.7 de Cohen-Seidenberg, on a aussight=
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ht(p). Ainsi, il suffit de démontrer le résultat lorsqée= K[Xx, ..., Xy]. Par récurrence,
il suffit aussi de le vérifier lorsque (pf) = 1.

Dans ce casA étant factorielp est principal engendré par un polynédme irréductible
f (proposition5.2.9. Le degré de transcendanceld®s, .. ., x,]/(f) est alors au moins
n — 1:sif fait intervenir la variablec,, X1, ..., Xn_1 sont algébriquement indépendants
dansA/(f). En effet, toute relation de dépendanéxy, ..., xh—1) = 0 dansA/(f)
signifie queP € (f) C K[xy, ..., Xn] ce quiimpliqueP = 0 sideg_f # 0.

D’apres le théeoremB.1.9 dimA/p > n — 1, d’ou l'inégalité htp) + dim A/p > n et
compte tenu de l'autre inégalité, le théoréme est démontré. O

COROLLAIRE 5.2.12 — Soit X une variété algébrique irréductible. Toutes les chaines
maximales de fermés irréductibles dans X ont pour longdeurX.

LEMME 5.2.13 — Si U c X est un ouvert non vide, pour tout fermécZ X tel que
ZNU # @,onacodim(Z, X) = codim(ZNU, U).

Démonstration — SoientZ1 C Z» sont deux fermés irréductibles detels queZi N
U # 2.

SiZ1 # Zy,0onaZ;NU # ZoNU : dans le cas contraire, on aurdit ¢ Z1U(X\U),
d’ou, Z, étant irréductible et non contenu dans le fedhgU, Z, C Z;, ce qui est faux.
Cela implique que coditz NU, U) > codim(Z, X).

Réciproquement, sZ; C Z, sont deux fermés irréductibles distincts de Z; C
Z, sont des fermés dX irréductibles. Il en résulte que codi@, X) > codim(Z N
U,u). O

Démonstration du corollaire— Considérons une chaine maximale de fermés irréduc-
tiblesZo C --- C Z, = X. Ainsi, Zg est un point{x}; soitU un ouvert affine deX
contenantx. Remarquons que la suiggNU C --- € Z, NU est une chaine maxi-
male de fermés irréductibles tk Par suite, les théoremés2.10et5.1.9impliquent les
egalités

r = codim({x}, U) = dimU — dim{x} = dimU = degtrk(U) = deg trk(X).

Le théoréme est donc démontré. O

5.3. Systémes de paramétres

Dans la suite de ce paragraphe, on étudie la dimension des fermés d’une variété algé-
brique affine définis par équations. On commence naturellement par le carl.
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THEOREMES.3.1 — Soient X une variété algébrique affine irréductible et f/' (X)
un élément non nul. Les composantes irréductiblet @€) sont toutes de codimensi@n

Ce théoreme est la traduction géométrique du théoreme algébrique suivant :

THEOREMES.3.2 (Hauptidealsatz de Krull}— Soient A un anneau noethérien et f un
élément de A. Les idéaux premiers minimaux de A parmi ceux contenant f sont de hau-
teur < 1.

En particulier, si f n’est pas diviseur d& f n’appartient a aucun idéal premier mini-
mal de A etlesidéaux premiers minimaux de A contenant f sont de hauteur exadtement

Démonstration — Soitp un idéal premier minimal parmi ceux qui contienndntl faut
montrer quep est de hauteur 1 damk c’est-a-dire qu'il n’existe pas de chaine d’'idéaux
premiersy’ C q C p dansA.

Quitte a quotienter pay’, on peut supposeA integre et il faut ainsi montrer qu®)
est le seul idéal premier d&contenu dang. En remplacanf par A, et f par son image
dansA,, on peut de plus supposer gaeest local d’'idéal maximaj.

Soit ainsig C p un idéal premier deéA et montrons qug = (0). Lhypothése que
est minimal parmi les idéaux premiers contenammplique quef ¢ gq. Pour toutn > 1,
on pose alorgn = q"A; N A. C'est I'ensemble dea € Atels qu'il existeb & p tel que
ab € g". On a pour toun I'inclusion gn D qn1.

Les idéaux premiers de I'anned\/ f A correspondent aux idéaux premiers Al@ui
contiennentf . Ainsi, p(A/f A) est le seul idéal premier d&/f A. Cet anneau est donc de
dimension 0. Comme il est noethérien, il est ainsi artinien. Par suite, la suite décroissante
d’'idéauxqn(A/f A) est stationnaire et il existe en entiér> 1 tel que poun > N,

dn+ FA=gqn1+ fA

Si X € qn, il existe ainsia € Atel quex + af € qnt1, d’'ou en particulieaf € qn, et
donca € g puisquef & q. Ainsi, X € qn11 + fqn et par conséquent, on a I'égalité

dn = dn+1 + fan
et a fortiori, puisquef € p,

dn = qn+1 + Pqn-

D’aprés le lemme de Nakayama3.3 on a ainsijy = gn1 pour toutn > N.
Par suite, en prenant= N, on a

qNAq = qNAg = qN+1Ag = qN+lAq =q- qNAq-

Le lemme de Nakayama implique alors qu'\éAq = 0, et doncg étant premierg A; = 0.
On a ainsig = 0, comme il fallait démontrer. O

On peut alors étendre par récurrence le théorérel aux fermés de codimension
supérieure.
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COROLLAIRE 5.3.3 — Soient X une variété algébrique affine irréductiblegt. f., f;
des éléments de/(X). Les composantes irréductibles dg fq, ..., f,) sont toutes de
codimension inférieure ou égale ar.

Démonstration — Le résultat est trivialement vrai pour= 0. Supposons le vrai pour
r — 1 et soitZ une composante irréductible dé(f4, ..., f;). CommeZ est contenu
dans? (fq1,..., fr_1), Z est contenu dans une composante irréductilet est ainsi
une composante irréductible @&n ¥ ( f;). Par récurrence, codifd’, X) <r — 1 tandis
gue le théoremé.3.limplique que codiiZ, Z’) < 1. Par suite,

codim(Z, X) =dimX —dimZ = (dimX —dimZ’) + (dmZ’ — dim2)
=codim(Z’, X) +codim(Z,Zy <r —1+1=r.
L]

Autrement dit, les composantes irréductibles d’'un ensemble algébrique défini par
équations sont de codimension au pluRéciproquement :

PROPOSITION5.3.4 — Soit Z ¢ X un fermé irréductible de codimension r. Il existe
alors fi, ..., fi € &/(X) tels que toutes les composantes irréductiblegdés, ..., f,)
soient de codimension r et que Z soit 'une d’entre elles.

Démonstration — Sir = 0, Z est une composante irréductible e Sir > 1, Z ne
contient aucune composante irréductibleXedonc son idéal# (Z) n’est contenu dans
aucun des idéaux premiers minimaux .d& X). D'aprées le lemme d’évitemerit.1.2
#(Z) n'est pas contenu dans leur réunion et il existe aiiisie .#(Z) non diviseur

de 0 dans«/(X). D'apres le théoremé.3.], les composantes irréductibles dg f1)
sont toutes de codimension 12test contenu dans I'une d’entre elles. Par récurrence, |l
existefy, ..., fy € (¥ (f1)) = &/ (X)//(1) tel que les composantes irréductibles de

v (fq, fo, ..., f;) soient toutes de codimension- 1 dans?'( f1) et Z est contenu dans
'une d’entre elles. Autrement dit, les composantes irréductible®’@df, ..., f;) sont
toutes de codimensianet Z est I'une d’entre elles. O

Exercice 5.3.5— En utilisant le lemme d’évitemerit1.2 montrer le résultat suivant :

SoitZ = Z, C Zr_1 C --- C Z1 C X une chaine de fermés irréductibles, avec
codim(Zj, X) =i pouri € {1,...,r}. ll existe fy, ..., f, € &/(X) tels que pour tout
i, toutes les composantes irréductiblesdefy, . . ., fi) sont de codimensionet Z; est

I'une d’entre elles.oir [g], Cor. 4, p. 62, pour une démonstratipn.

Exercice 5.3.6 — Soit f : A1 — A3 le morphisme défini paf (t) = (t3, t4, t%). Mon-
trer que I'image def est un fermé irréductible de codimension 2 dArdsmais que son
idéal n’est pas défini par deux équatiorisidéal .7 ( f (A1)) est constitué des polynémes
p € K[X,Y, Z] tels que pour tout t, @3, t4, t%) = 0. On prouvera qu’il est engendré par
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Y2 - XZ, X3 —YZ et ¥ — Z3 puis que cet idéal définit exactemer(iat). Enfin, mon-
trer que cet idéal n’est pas engendré par deux éléments en considérant les composantes
de degré.) On dit quef (A1) n’est padntersection complétdansAS3.

Les corollaires.3.3et5.3.40nt la formulation algébrique suivante :

THEOREMEDS.3.7. — Soit A un anneau local noethérien ; notanson idéal maximal.
Alors, la hauteuht(m) dem est le plus petit entier n tel qu’il existe,f..., f, € mtels

quem = /(f1,..., fn).

Démonstration — Remarquons tout d’abord queAiest un anneau local d’idéal maxi-
malm, alorsm = /(f1, ..., fy) équivaut au fait quen est I'unique idéal premier d&
contenant{ fq, ..., fn).

Démontrons par récurrence sarque sim = /(fy, ..., fy), alors htm) < n. Si
ht(m) = 0, il n’y a rien & démontrer. Soit singn C m un idéal premier déA maximal
parmi les idéaux premiers d& distincts dem. Nous allons prouver quefp) < n — 1,
d’ou il résulterap étant arbitraire, que b)) < n.

L'hypothése sur la suitéfy, ..., f,) implique que I'un dedf;, soit f1, n'appartient pas
ap. Alors, m est l'unique idéal premier dA qui contientp + ( f1). Par conséquent; est
nilpotent modulg + (f1) etil existem > 1,ap,...,a, € Aetgy, ..., Oy € p tels que

fl=axfi+02 ..., fl'=anfi+0n

Par suite, dans I'anneadd/(go, ..., On), m est un idéal premier minimal contenaht
D’aprés le Hauptidealsatz 3.2 la hauteur den dans cet anneau estl. Les inclusions
m2p D (g, ..., 0y impliquentalors que est un idéal premier minimal d&contenant
(g2, ..., 0n). Parrécurrence, fjf) <n—1ethi{m) <n.

Comme tout idéal admet une famille génératrice finie, Nous avons en particulier dé-
montré que la hauteur de tout idéal premier d’un anneau noethérien est finie. De maniere
équivalente, un anneau local noethérien est de dimension finie.

Démontrons maintenant par récurrencersut ht(m) qu’il existe fq, ..., fn € mtel
guem soit 'unique idéal premier dé contenant led;.

Si ht(m) = 0, m est I'unique idéal premier dA et la famille vide convient.

Si httm) = n > 1, remarquons qu& n’est contenu dans aucun idéal premier minimal
de A et d’apres le lemme d’évitemeftl.2n’est pas contenu dans leur réunion. Il existe
ainsi f1 € m qui n’est contenu dans aucun idéal premier minimalAdet d’apres le
Hauptidealsatz (théorénte3.2), la hauteur de tout idéal premier dequi est minimal
parmi ceux contenantf;) est égale a 1. La hauteur de/( f;) dansA/(f1) est ainsi
inférieure ou égale a — 1. (On peut prolonger toute chaine d’idéaux premieragefy)
par un des idéaux premiers minimaux &g Par récurrence, il exist®, ..., f, € mtels
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que la hauteur den/( fq, ..., fy) dansA/(fq, ..., fy) est nulle. ce qui prouve qui est
un idéal premier minimal parmi ceux qui contienéfy, ..., fn). O]

5.4. Espace tangent

Soit X C A" une variété algébrique affinexte X. Soientfy, ..., f, des éléments de
K[ X1, ..., Xp] tels queZ (X) = (f1, ..., f).

DEFINITION 5.4.1 — L’espace tangent a X en x est le sous-espace vectgfil)Tde
k" défini par les équations

n

Zg—;(X)U. =...= ZB—X.(X)U' =0.

Cette définition est concréte mais se préte mal aux manipulations car elle dépend du
plongement deX dansA" choisi. On va ainsi donner des définitions équivalentes.

DEFINITION 5.4.2 — On appelledérivationen x tout homomorphisme k-linéaire D
o/ (X) — k tel que pour tous f, g <7 (X),

D(fg) = f(x)D(@) +gx)D(f).
On noteDer, (X) I'ensemble des dérivations en X.

PROPOSITIONS.4.3 — On a des isomorphismes canoniques de k-espaces vectoriels :
Tx(X) ~ Der(X) ~ (my/m2)".

Démonstration — On construit trois homomorphismes.
Siu = (U € Tx(X), on définit un homomorphisme deespaces vectorielBy, :
K[ X1, ..., Xn] — ken posant

N, of
Du(f) = — (XY
u(f) = Z X ou-
Il est clair queDy, est une dérivation er, mais surA". Il reste ainsi a prouver quée (X)
est contenu dans le noyau Bg. Or, si f € .#(X), on peut écriref = ) a; f; pour des
polyndmesa; € K[ Xy, ..., Xp]. Alors,

n

Z 370()”' = Zaj (X) Z —(X)U. + Z £ Z —(X)U. =0

caru € Ty (X) (pour la premiére somme) rte X (pour la seconde). On a ainsi construit
une applicatioTy (X) — Dery(X) dont il est clair qu’elle est-linéaire.



70 CHAPITRE 5. THEORIE LOCALE DES VARIETES ALGEBRIQUES

Si D € Der(X), on peut restreindr® amy. Commef est une dérivation, on voit que
D(mZ) = 0, d’oli une application linéaireny/m2) — k.

Enfin, on construit un homomorphisn(mx/mﬁ)v — Tx(X) en associant ® le vec-
teuru de coordonnées; = D(X; — Xj). Si f € k[ X1, ..., X;], on peut écrire

n
f=f(x) + Za;(x — X;) + termes de degrés 2
i=1
d'ou il ressort queD(f — f(x)) = > ajuj. De plus, on & = (3f/3X;)(x). Ainsi, si
f e Z(X), > (af/aXi)(X)u; = 0 et cela implique qua € Ty X.
Il est alors facile de vérifier que la composition de ces trois homomorphismes est I'iden-
tité. Ce sont les isomorphismes cherchés. O

Remarque 5.4.4— |l est facile de prouver que toute dérivationxes’étend de maniere
unique en une dérivation locale en c’est-a-dire un homomorphisnielinéaire, D :
Ox x — k, vérifiantD(fg) = f(x)D(g) + g(xX)D(f) et que I'on obtient ainsi toutes les
dérivations locales.

De mémemx/m§ peut étre calculé, au choix, dans(X) ou dans I'anneau localx .

DEFINITION 5.4.5 — Soit X une variété algébrique et X. On appelleespace tan-
genta X en x le k-espace vectorie)(IX) = (mx/mi)v, oumy C Oxx estl'idéal
maximal de I'anneau local de X en X.

DEFINITION 5.4.6 — On dit que X est réguliere au point x de Xdimg Tx(X) =
codim(x, X). Cela équivaut a la relation

dim Ox x = dimy my/m2.

On dit aussi que x est un point régulier et, dans le cas contraire, que x est un point
singulier de X.

Exercice 5.4.7 — Résoudre I'exercicd.3.14

DEFINITION 5.4.8 — On dit gu’'un anneau local noethérien d’'idéal maximakst ré-
gulier si la dimension de A est égale a la dimension gmAespace vectorigh/m?.

Remarque 5.4.9— On a toujours I'inégalité dirm/m? > dim A. En effet, si des élé-

ments fy, ..., f, dem engendrentn/m?, on peut écriran = (fq,..., f;) + m? et le
lemme de Nakayama implique que = (fq,..., f;). D’aprés le théorem&.3.7, on a
dmA<r.

Autrement dit, on a pour touwt € X, dimTx(X) > codim(x, X) et cette derniére
codimension n’est autre que dixhsi X est irréductible.
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DEFINITION 5.4.1Q0 — On noteSing(X) etReg X) les ensembles des points singuliers
(resp. réguliers) de X.

THEOREMES.4.11 — L’ensembleReg X) est un ouvert dense de X.

La démonstration de ce théoreme est un peu délicate et va occuper la fin de ce para-
graphe.

Si X est affine et irréductibl&ing(X) est fermeé — Soit,ﬂ(X) = (fq,..., fr) l'idéal

de X. On voit que la dimension d&(X) est égale & — rang(axI (x)) (Cette formula-
tion, fondamentale, porte le nom detére jacobien) Le rang de la matrice des dérivées
partielles ded; enx est donc inférieur ou eégalra—dim X, avec egalité si et seulement si
x est un point régulier dX. Ainsi, x € X est un point singulier si et seulement si ce rang
est< n—dim X, ce qui signifie que tous les mineurs d’orare- dim X de la matrice des
dérivees partielles defy s’annulent erx. On a prouvé que& € Sing(X) si et seulement

si x annule un ensemble fini d’équations polynomiales. Autrement dit(Xingst fermé
dansX.

Si X est irréductibleSing(X) est fermé — Pour tout ouvert affiné& c X, Sing X) N
U = Sing(U) est fermé danll. Par suite, SingX) est fermé dan.

Si X est une hypersurface irréductible A, Sing(X) est d’'intérieur vide — Supposons
X = 7/(f) pour un polynéme irréductiblé € k[ X1, ..., Xu]. On a donc SingX) =
V(5 )

Supposons par I'absurde que SiKg n’est pas d’intérieur vide. Comm¥ est irréduc-
tible, on a alors Sing<) = X, autrement dit, les dérivées partlellgfgr s’annulent suiX.
Mais si le polyndme f /3 X; n’est pas nul, il ne peut pas appartenir a I'idéfJ car son
degré enX; est strictement inférieur a celui de Ainsi, on aa;;i = 0 pour touti .

Si k est de caractéristique nulle, cela implique duest constant, ce qui est absurde.
Sik est de caractéristique > 0, on peut écriref = g(XP, ..., X?), puis,k étant algé-
briquement closf = h(Xy, ..., X,)P. Ceci contredit I'hnypothése qukest irréductible.
Autrement dit, SingX) C X.

Si X estirréductibleSing(X) est d’intérieur vide — Pour cela, il suffit de prouver qu'il

existe un ouvert) de X isomorphe a un ouveN d'une hypersurface irréductible de
AdimX+1

PROPOSITIONS.4.12 — Soit X une variété algébrique affine irréductible de dimension
d. Il existe une hypersurface irréductible Y A9*! et des ouverts non vides 4 X et
V CY telsque U~ V.

Démonstration — D’aprés la propositior8.5.7, il suffit de prouver que le corpis(X)
des fonctions d&X est engendré pat+ 1 éléments.
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Sik(X) = k(xq, ..., Xn) avecn minimal, il faut donc prouver qua < d + 1. Sup-
posons au contraire > d + 1. D’apres le théoréemB.1.9 le degré de transcendance
de k(X) surk est égal ad et on peut supposer quq, ..., Xg sont algébriquement
indépendants. Il existe alors un polynéme irréductibles k[ Xy, ..., Xq+1] tel que
f(X1,...,%X4+1) = 0. Commef est irréductible, il existe tel queaf/aX; # 0 (I'ar-
gument vient d'étre détaillé) et on peut supposer gue d + 1, ce qui signifie que
I'extensionk(xy, ..., Xq) C K(X1, ..., Xg+1) est séparable. De plusy,» est algébrique
surk(xi, ..., Xq). Le théoreme de I'élément primitif (théoréreé.3 implique alors qu'il
existey € k(xy, ..., Xg+2) tel que

k(xlv ceey de y) = k(X17 ceey Xd’ Xd-f—l, Xd+2)

Cela contredit I'hypothése queest minimal. Par suitey < d + 1. O

Remarque 5.4.13— Les précisions contenues dans la preuve du théoreme de I'élément
primitif impliquent que siX c A" est une variété irréductible de dimensibyil est pos-
sible de trouver une projection linéaire: A" — A%t1 telle queY = 7 (X) convienne.

Preuve du théoréme quand X n’est plus supposé irréductibldl suffit en fait de prou-
ver le lemme suivant qui impliquera que SiX9 est une réunion finie de fermés d’inté-
rieurs vides.

LEMME 5.4.14 — Soit X une variété algébrique, notonX;) ses composantes irré-
ductibles. On a alors

Sing(X) = | singXi) U (_J(Xi N Xj).
i 1]
Démonstration — Si x n'appartient qu’a une composante irréductikie celle-ci est un
voisinage dec. Un telx est donc régulier dans si et seulement s’il est réegulier daXs.
Sl au contrairex appartient a plusieurs composantes irréductibles,de théoremé.4.15
implique que I'anneau loca¥’x x n’est pas régulier, si bien quee Sing(X). O

THEOREMEDS.4.15 — Un anneau local noethérien régulier est intégre.

Démonstration — Soit A un anneau local noethérien régulier. On démontre par récur-
rence sur la dimension d& que A est intégre.

SidimA = 0, on a dimm/m? = 0, si bien quen = m?. D’aprés le lemme de Na-
kayamam = 0 et A est un corps.

Soient (pj) les idéaux premiers minimaux d&. (Géométriquement, les; corres-
pondent aux composantes irréductibles de pp€omme dimA > 0, m # pj et A
étant régulierm # m?. D’aprés le lemme d’évitemerit.1.2 il existea € m tel que
a g m?U|Jpi. Soit B 'anneauA/(a); sib ¢ n = mB, b est inversible, don® est un
anneau local d’idéal maximal De plus,a n'est pas diviseur de zéro daAs D’apres le
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Hauptidealsat5.3.2 on a donc dinB = dim A — 1. D’autre partp/nZ = m/(m?2 + (a))
est un quotient den/m?; commea ¢ m?, ces deux espaces vectoriels ne sont pas iso-
morphes, si bien que

dimA —1=dimB < dimn/n? < dimm/m? = dim A

d’ou I'on déduit que dimn/n? = dim B. Autrement dit,B est un anneau local noethé-
rien régulier. Par récurrenc8, est integre (a) est un idéal premier dé. Par le lemme
d’évitementl.1.], 'un desp;, soitp, est contenu dan&). (Géométriguement/ (p) est
la composante irréductible de Sp&aui contient le fermé irréductiblg’(a).) Comme
agpps@.

Soitx € p. On peut écrirex = ay avecy € A. Commep est premiery € p, d’ou il
vientx € ap C mp et doncp = mp. D’apres le lemme de Nakayame3.3 p = 0. Ainsi,
(0) est un idéal premier dA qui est donc integre. O






EPILOGUE

Au moment ou ce cours se termine, il me parait souhaitable d’ajouter quelques mots
d’introduction a un cours de géométrie algébrique plus avancé dans lequel la théorie des
schémas serait développée.

Ce cours s’est attaché a décrire quelques propriétés géomeétriques liées aux algebres de
type fini, sur un corps algébriqguement clos. Or, on a vu a plusieurs reprises des énoncés
géomeétriques qui étaient la traduction d’'un énoncé algébrique analogue concernant les
algébres de type fini sur un corps quelconque, voire méme les anneaux noethériens. Il en
est ainsi du lemme de normalisation de Noether ou de certains aspects de la théorie de
la dimension. Cependant, le théoréme des zéros de Hilbert ne donne apparemment une
signification géométrique qu’aux algébres de type fini sur un corps algébriquement clos.
Pour contourner cette difficulté, une possibilité est de ne considérer non plus les seules
solutions dank" d’'un systéme d’équations polynomiales a coefficients dans un corps
k mais toutes les solutions dans la cléture algébriqué&,dmutrement dit a prendre en
compte tous les idéaux maximaux d’uk@lgebre de type fini, et non seulement ceux de
corps résiduek.

Mais I'opération algébrique de localisation fait sortir fatalement de la catégorie des
algébres de type fini sur un corps, tout en ayant une signification géométrique tres simple.
Pourquoi ne pas disposer d’'une théorie géométrique dans laquelle ces anneaux locaux
auraient droit de cité comme anneaux des fonctions sur un objet géométrique a part entiere
(une espéece de « germe » de variétés algébriques) ?

De méme, siI'on étudie les morphismes entre variétés algébriques les plus honnétes, et
en particulier la fibre d’'un tel morphisme au-dessus d’un point de I'image, on est amené a
introduire des objets nouveaux comme des « points avec multiplicitést»: At — Al
est donnée paf (x, y) = x?, la fibre au-dessus de# 0 est formée de deux points-{/t
et —/1), tandis que la fibre au-dessus de 0 est formée du point 0 dont on sait qu’il faut
le compter avec multiplicité 2. Lanneau de la fibre au-dessus#ded est isomorphe a
k x k, tandis que I'anneau de la fibre au-dessus ge0 devrait étre 'anneaoon réduit

k[t]/(t?).
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Alexander GROTHENDIECK (1928-)

Apres sa thése au cours de laquelle il résolut une

dizaine de problemes majeurs d’analyse fonction-

nelle, il consacra toute son énergie a la refondation
prodigieuse de la géométrie algébrique (théorie des
schémas) en vue de la démonstration des conjecture
de Weil, démonstration achevée en 1974 par son éle
P. Deligne. Depuis la fin des années 80, Grothendiec
s’est progressivement retiré du monde mathématiqueg
puis du monde tout cours.

L'arithmétique considére des anneaux d’un type un peu différent : si I'on s’intéresse
aux équations polynomiales a coefficients dansanneau qui intervient naturellement
est unez-algébre de type fini.

Au point ou on en est, pourquoi ne pas essayer de donner sens, pour tout Anaeau
une « variété algébrigue » dont I'anneau des fonctions s&falta réponse est fournie par
la théorie des schémas développée dans les années 50-60 par Alexander Grothendieck.
L'ensemble sous-jacent a une telle variété algébriquectema affine’anneauA) est
le spectre deA, I'ensemble des idéaux premiers 8e muni d’'une topologie (analogue
a celle que nous avons définie sur le spectre maximal d’une algebre de type fini sur un
corps) et d'un faisceau d’anneaux (dont les sections globales sont les élém@aits de

L'intérét est qu’'un morphisme d’anneadx— B donne lieu automatiquement a une
application Spe® — SpecA qui est un morphisme d’espaces annelés, alors que I'on ne
dispose pas en général d’'une application entre les spectres maximaux.

La théorie des schémas fournit alors la souplesse et I'intuition géométrique nécessaires,
au prix de difficultés nouvelles qui pourront amener a n’étudier tout de méme que les va-
riétés algébriques, mais a les étudier dans ce langage (on parle alors de schéma de type
fini sur un corps). Il ne paraitra peut-étre pas surprenant au lecteur que les anneaux quel-
conques n'aient pas les propriétés algébriques nécessaires a une bonne intuition géomé-
trique. Plus étonnant est que les anneaux noethériens ne suffisent pas toujours. En effet,
deux résultats importants du cours ne sont pas vrais pour tous les anneaux noethériens :
ceux-ci ne sont pas forcément de dimension finie et leur lieu régulier (ensemble des idéaux
premiersp de A tels que I'anneau locah, est régulier) n’est pas forcement ouvert.

Néanmoins, il est Iégitime de penser que la théorie des schémas, par la souplesse qu’elle
apporte, est devenue incontournable, quand bien-méme on ne s’intéresserait qu’aux varié-
tés algébriques telles que nous les avons étudiées. C’est dans cet esprit que nous conseillons
au lecteur d’aborder la lecture des ouvrages modernes, nécessairement ardus, de géomé-
trie algébrique. En souhaitant qu’il y trouvera de l'intérét et pourquoi pas, du plaisir...
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