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ALGÈBRE COMMUTATIVE
ET INTRODUCTION

À LA GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Antoine Chambert-Loir

Résumé. — Ce cours de 3e cycle a deux visages, l’algèbre et la géométrie : d’une part
des parties définies par des équations polynômiales, d’autre part des algèbres de type fini
sur un corps. On montrera sur quelques exemples (théorème des zéros de Hilbert, dimen-
sion, régularité) comment ce sont deux faces d’une même tête et comment les aspects
géométriques et algébriques s’éclairent mutuellement.

Abstract. — This graduate course has two faces : algebra and geometry. Indeed, we
study simultaneously loci of points defined by polynomial equations and algebras of finite
type over a field. We shall show on examples (Hilbert’s Nullstellensatz, dimension theory,
regularity) how these are two faces of a single head and how both geometric and algebraic
aspects enlight the one the other.
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AU LECTEUR

Avant que tu n’entames la lecture de ces pages,
L’auteur un peu coupable de leur aridité
Voudrait par ce sonnet te donner du courage
Afin que par l’étude tu ne sois rebuté.

L’algèbre commutative est certes un peu austère
Mais en en dénouant les belles subtilités,
Tu entendras souvent le nom d’Emmy Noether
Dont les anneaux jouissent de grandes propriétés.

À la géométrie, elle offre des méthodes
Dont je ne puis, hélas, dans cette petite ode
Louer comme il se doit la force inégalée

Et j’espère dans ce cours par trop accéléré
Te guider sûrement parmi ces équations
Qui par l’algèbre trouvent une démonstration.





CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES D’ALGÈBRE COMMUTATIVE

1.1. Anneaux, idéaux

Nous supposons connues les notions degroupe, d’anneau, decorps, demodule, ainsi
que celles d’homomorphismes de groupes, d’anneaux, de corps, de modules, etc.

Par convention, un anneau possède toujours un élément unité, noté en général 1. On
noteraA∗ ou A× le groupe multiplicatif des éléments inversibles deA.

Si k est un anneau, unek-algèbreest un anneauA muni d’un homomorphisme d’an-
neaux f : k → A. Lorsque cet homomorphisme est injectif, on considère souventA
comme un sur-anneau dek. Si (A, f : k→ A) et (B, g : k→ B) sont deuxk-algèbres,
un homomorphisme dek-algèbres est un morphisme d’anneauxϕ : A → B tel que
g = ϕ ◦ f .

Si (Xi )i∈I est une famille d’indéterminées, on définit unek-algèbrek[Xi ] despoly-
nômesen lesXi . Cette algèbre vérifie la propriété universelle suivante : pour toutek-
algèbreA, l’application canonique

Homk-Alg(k[Xi ], A)→ HomEns(I , A), f 7→ (i 7→ f (Xi ))

est une bijection.
On ne détaille pas la notion dedegréen une des indéterminées, voire de degré tout court

si I est un singleton. On a unedivision euclidiennedans les anneaux de polynômes : soient
f et g ∈ A[X], le coefficient dominant deg étant inversible dansA. Il existe alorsq et
r ∈ A[X] uniques tels quef = gq+ r et degr < degg.

Un idéal d’un anneauA est un sous-A-module deA. L’intersection de deux idéaux de
A est un idéal deA. L’image réciproque d’un idéal par un homomorphisme d’anneaux est
un idéal ; en particulier, le noyau d’un homomorphisme d’anneaux est un idéal. L’idéal
engendrépar une partie deA est par définition le plus petit idéal deA contenant cette
partie. SiI et J sont deux idéaux deA, les idéauxI + J et I · J (noté aussiI J ) sont les
idéaux engendrés par les sommesa+ b (resp. les produitsab) poura ∈ I etb ∈ J.

Si I est un idéal deA, la relationx ∼ y si et seulement six − y ∈ I est une relation
d’équivalence. L’ensemble quotientA/∼, noté A/I , possède alors une unique structure
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d’anneau telle que la surjection canoniqueπ : A→ A/I soit un homomorphisme d’an-
neaux. L’anneau quotient A/I vérifie la propriété universelle suivante : pour tout anneau
B et tout homomorphismef : A→ B tel que f (I ) = (0), il existe un unique homomor-
phisme d’anneauxϕ : A/I → B tel que f = ϕ ◦ π .

L’application qui à un idéalJ de A/I associeπ−1(J) ⊂ A est une bijection entre
l’ensemble des idéaux deA/I et les idéaux deA qui contiennentI .

On dit qu’un élémenta ∈ A est undiviseur de zéros’il existe b ∈ A, b 6= 0 tel que
ab = 0. On dit queA est intègres’il est non nul et s’il n’admet pas d’autre diviseur de
zéro que 0. On dit qu’un idéalI de A estpremiersi l’anneau quotientA/I est intègre.
Cela revient à la proposition suivante : sif g ∈ I , alors f ∈ I ou g ∈ I . On dit qu’un
idéal I estmaximalsi A/I est un corps ; cela équivaut à dire queI est un élément maximal
pour l’inclusion parmi les idéaux deA distincts deA. On prouve à l’aide du lemme de
Zorn que tout idéal est contenu dans un idéal maximal ; en particulier, il existe des idéaux
maximaux, eta fortiori des idéaux premiers. Un anneau qui ne contient qu’un seul idéal
maximal est ditlocal. On démontre qu’un anneauA est local si et seulement si l’ensemble
de ses éléments non inversibles est un idéal (exercice !).

LEMME 1.1.1 (Lemme d’évitement). — Soient I , J etp des idéaux de A. Sip est pre-
mier et si I J⊂ p, alors I ⊂ p ou J⊂ p.

Démonstration. — Si I 6⊂ p, il existe x ∈ I tel quex 6∈ p. De même, siJ 6⊂ p, soit
y ∈ I n’appartenant pas àp. Alors, xy ∈ I J mais,p étant premier,xy n’appartient pas à
p. Autrement dit,I J 6⊂ p.

LEMME 1.1.2 (Un autre lemme d’évitement). — Soientp1, . . . , pn et I des idéaux de A
tels que I⊂

⋃
i pi . Si A contient un corps infini, ou si au plus deux despi ne sont pas

premiers, il existe i tel que I⊂ pi .

Preuve(cf. [4], p. 91). — Aucun espace vectoriel sur un corps infini n’est réunion finie
de sous-espaces vectoriels stricts. SiA contient un corps infinik, ce fait appliqué aux
k-espaces vectorielspi ∩ I implique que l’un despi ∩ I = I .

L’autre cas se montre par récurrence surn, le résultat étant clair pourn = 1. Supposons
que I n’est contenu dans aucun despi . Par récurrence, pour touti , I 6⊂

⋃
j 6=i p j , si bien

qu’il existexi ∈ I tel quexi 6∈ p j pour i 6= j . En particulier,xi ∈ pi .
Si n = 2, x1 + x2 appartient àI , mais il est facile de voir qu’il n’appartient ni àp1

ni à p2, d’où une contradiction. Sin > 2, on peut supposer quep1 est premier. Alors,
a = x1+ x2 . . . xn appartient àI . Cependant, pouri 6= 1, x2 . . . xn ∈ pi donca 6∈ pi . De
même, commep1 est premier et que pouri ≥ 2, xi 6∈ p1, leur produitx2 . . . xn 6∈ p1. Par
suite,a 6∈ p1. On a encore une contradiction.
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On note SpecA le spectre premier, ouspectrede A : c’est l’ensemble des idéaux pre-
miers deA. Soit f : A → B est un homomorphisme d’anneaux. Pour tout idéal pre-
mier q de B, f −1(q) est un idéal premier deA, d’où une application SpecB → SpecA.
Le spectre maximalde A, noté SpmA est l’ensemble des idéaux maximaux deA. On
prendra garde qu’un homomorphisme d’anneauxf : A→ B n’induit pas d’application
SpmB→ SpmA car l’image réciproque d’un idéal maximal n’est pas forcément un idéal
maximal. (Exercice : trouver un contre-exemple.)

1.2. Localisation

On dit qu’un élémenta ∈ A estnilpotents’il existen ≥ 1 tel quean
= 0. L’ensemble

des éléments nilpotents deA est un idéal deA appelénilradical. Si cet idéal est égal à
(0), on dit queA estréduit. Plus généralement, siI est un idéal deA, on appelleradical
de I l’ensemble noté

√
I des élémentsa ∈ A tels qu’il existen ≥ 1 de sorte quean

∈ I .
C’est un idéal deI qui contientI . Un idéal égal à son radical est ditradiciel.

LEMME 1.2.1. — Le radical d’un idéal est l’intersection des idéaux premiers qui le
contiennent. En particulier, le nilradical d’un anneau est l’intersection de ses idéaux pre-
miers.

Une partie multiplicativede A est une partieS ⊂ A contenant 1 et telle que sia,
b ∈ S, alorsab ∈ S. L’anneau de fractions S−1A est le quotient de l’ensembleA× S
par la relation d’équivalence(a, s) ∼ (a′, s′) si et seulement s’il existet ∈ S tel que
t (a′s− as′) = 0. Notanta/s la classe du couple(a, s), S−1A est muni des lois

(a/s)+ (a′/s′) = (as′ + a′s)/ss′, (a/s) · (a′/s′) = aa′/ss′

qui en font un anneau. L’applicationi : A→ S−1A donnée para 7→ a/1 est un homo-
morphisme d’anneaux. Il vérifie la propriété universelle suivante : pour tout homomor-
phisme d’anneauxf : A→ B tel queϕ(S) ⊂ B∗, il existe un unique homomorphisme
d’anneauxg : S−1A→ B tel que f = g ◦ i . L’anneauS−1A est nul si et seulement si
0 ∈ S. L’anneauS−1A est appelé anneau localisé deA en la partie multiplicativeS.

Donnons des exemples de parties multiplicatives :
– si f ∈ A n’est pas nilpotent, la partieS = {1, f, f 2, . . . } est multiplicative et ne

contient pas 0 ; on noteA f l’anneauS−1A.
– si p est un idéal premier deA, S = A \ p est une partie multiplicative ; on note

Ap = S−1A.
– si I est un idéal deA, S= 1+ I = {a ∈ A ; a−1 ∈ I } est une partie multiplicative.
– Si A est intègre,S= A \ {0} est une partie multiplicative. L’anneauS−1A est alors

un corps, appelécorps des fractionsde A.
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Emmy NOETHER(1882–1935)

Fille d’un mathématicien réputé, les travaux d’Emmy
Noether en algèbre furent fondamentaux : introduction
des anneaux noethériens, théorème de décomposition
primaire, étude des extensions entières et le lemme de
normalisation, etc.

– L’image réciproque d’une partie multiplicative par un homomorphisme d’anneaux
est une partie multiplicative.

Si I est un idéal deA, on noteS−1I l’idéal i (I )(S−1A) engendré par l’image deI
dansS−1A. C’est un idéal deS−1A, égal àA si et seulement siS∩ I 6= ∅. De plus,
tout idéal deS−1A est de cette forme. Enfin, l’applicationp 7→ S−1p définit une bijection
de l’ensemble des idéaux premiers deA qui ne rencontrent pasS vers l’ensemble des
idéaux premiers deS−1A. En particulier, l’anneauAp est local, d’idéal maximalpAp ; on
l’appelle localisé de A enp.

On déduit aussi de ce qui précède quepour tout idéal I disjoint de S, il existe un idéal
premier contenant I disjoint de S(considérer un idéal maximal deS−1A contenantS−1I ).

Preuve du lemme. — Si f ∈ A n’est pas nilpotent, il faut prouver qu’il existe un idéal
premier deA qui ne contient parf . L’anneauA f n’étant pas nul (si 1/ f = 0, il existen
tel que f n

= 0 alors quef est supposé n’être pas nilpotent), il contient un idéal premier
qui est de la formepA f pour un idéal premierp de A qui ne contient pasf .

1.3. Chaînes, anneaux noethériens

De manière générale, unechaînedans un ensemble ordonné est une famille finie stric-
tement croissantex0 < x1 < · · · < xn. Salongueurestn.

On dit qu’un anneau estnoethériensi toute suite croissante d’idéaux deA est station-
naire. Cela équivaut à dire que tout idéal deA est engendré par un nombre fini d’éléments.
Tout quotient d’un anneau noethérien est noethérien. Enfin, on a lethéorème de Hilbert:
si A est noethérien,A[X] est noethérien. En particulier, pour tout corpsk, k[X1, . . . , Xn]
est noethérien.
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LEMME 1.3.1. — Un anneau noethérien est intègre si et seulement s’il est réduit et n’a
qu’un seul idéal premier minimal.

Démonstration. — Si A est intègre,(0) est l’unique idéal premier minimal deA. Réci-
proquement, siA n’a qu’un seul idéal premier minimalp, on a en vertu du lemme1.2.1
l’égalitép =

√
(0). CommeA est réduit,p = (0) et A est intègre.

Je renvoie par exemple à [6], § 6 pour l’énoncé général du théorème de décomposition
primaire. J’en extrais le résultat suivant qui précise quelque peu le lemme précédent.

PROPOSITION1.3.2. — Soit A un anneau noethérien réduit. Alors, A n’a qu’un nombre
fini d’idéaux premiers minimaux. Leur intersection est égale à(0) et leur réunion est
l’ensemble des diviseurs de zéro dans A.

Démonstration. — La description du radical d’un idéal montre que tout idéal radiciel
est intersection d’idéaux premiers. SoitC l’ensemble des idéaux radiciels qui ne sont pas
intersection finie d’idéaux premiers et montrons queC est vide. CommeA est noethérien,
on pourrait sinon trouver un élément maximalI dansC. En écrivantI comme intersection
d’idéaux premiers, on voit que l’on peut trouver des idéaux radicielsI1 et I2 tels que
I = I1 ∩ I2, mais I 6= I1 et I 6= I2. CommeI est supposé maximal dansC, I1 et I2 sont
intersections finies d’idéaux premiers et par conséquent,I aussi.

Écrivons alors √
(0) = (0) = p1 ∩ . . . pr .

Il n’est pas restrictif de supposer que lespi sont des idéaux premiers minimaux distincts
de A et que la décomposition est minimale. Si alorsp est un idéal premier, on a(0) =⋂

pi ⊂ p. D’après le lemme d’évitement1.1.1, cela implique quep contient l’un despi

et tous les idéaux premiers minimaux deA sont parmi lespi .
Il reste à montrer qu’un élémenta ∈ A est un diviseur de zéro si et seulement s’il ap-

partient à l’un despi . Si a ∈ pi , comme
⋂

j 6=i p j 6= (0), il existe un élément non nulx de
cette intersection. Alors,ax ∈

⋂
j p j = (0) eta est un diviseur de zéro. Réciproquement,

si a ∈ A est un diviseur de zéro, soitx ∈ A \ {0} tel queax = 0. Commex 6= 0, il existe
i tel quex 6∈ pi . L’égalitéax = 0 implique quea ∈ pi .

Soit A un anneau intègre. On dit qu’un élémenta ∈ A non inversible estirréductible
si l’égalité a = bc implique queb ou c est inversible. Un élémenta ∈ A est dit pre-
mier si l’idéal (a) est premier ; cela implique quea est irréductible mais la réciproque
est fausse. On dit queA est factoriel si tout élément deA qui n’est ni nul ni inversible
peut s’écrire comme produit d’éléments premiers deA (unique décomposition en facteurs
irréductibles).

On a le lemme de Gauß : si l’anneauA est factoriel, alors pour tout élément irréductible
a ∈ A, a|bc impliquea|b ou a|c, autrement dita est premier. La réciproque est vraie si
A est noethérien. Enfin, siA est factoriel,A[X] est factoriel (résultat que Gauß avait
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Carl Friedrich Gauß (1777–1855)

Peut-être l’un des scientifiques les plus universels, son
œuvre a eu une influence majeure sur un grand nombre
de domaine des mathématiques (théorie des nombres,
analyse, géométrie différentielle) et de la physique
(magnétisme, astronomie, optique).

démontré lorsqueA = Z). En particulier, pour tout corpsk, l’anneauk[X1, . . . , Xn] est
factoriel.

On dit qu’un A-moduleM est de type fini s’il est engendré commeA-module par un
nombre fini d’éléments. Cela équivaut à dire qu’il existen ≥ 1 et un homomorphisme
surjectif deA-modules f : An

→ M . On dit qu’unA-moduleM estnoethériensi toute
suite croissante de sous-A-modules deM est stationnaire. Cela équivaut à dire que tout
sous-A-module deM est de type fini. Quotients et sous-modules d’un module noethé-
rien sont noethériens, de même que les produits finis de modules noethériens. SiA est
noethérien, unA-module est noethérien si et seulement s’il est de type fini.

THÉORÈME1.3.3 (Lemme de Nakayama). — Soient A un anneau,a un idéal de A et
M un A-module de type fini tel que M= aM. Alors, il existe a∈ 1+ a tel que aM= 0.

En particulier, si A est local eta son idéal maximal, on a M= 0.

Démonstration. — Soientm1, . . . ,mn des générateurs deM . CommeM = aM , il existe
des élémentsai j ∈ a tels que pour touti ∈ {1, . . . ,n},

mi =

n∑
j=1

ai j m j .

SoientA la matrice desai j et I la matrice identitén× n ; ainsi, I − A annule le vecteur
colonne(m1, . . . ,mn). La matriceB transposée de la matrice des cofacteurs deI − A vé-
rifie B(I −A) = det(I −A)I . Ainsi, det(I −A)I annule le vecteur colonne(m1, . . . ,mn),
ce qui signifie que det(I − A) annule tous lesmi et doncM . Posonsa = det(I − A) ; en
développant le déterminant, on voit quea ∈ 1+ a, ainsi qu’il fallait démontrer.

Si A est local d’idéal maximalm, on aa ∈ A×, ce qui impliqueM = 0.

Exercice 1.3.4. — Donner une autre démonstration du lemme de Nakayama suivant la
méthode suivante. Le prouver d’abord pour un anneau local en raisonnant par récurrence
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sur le nombre minimal de générateurs deM . En introduisant la partie multiplicative 1+a,
déduire par un argument de localisation le cas général du cas local.

1.4. Anneaux artiniens

On dit qu’un anneauA estartiniensi toute suite décroissante d’idéaux deA est station-
naire. Unmodule artinienest un module tel que toute suite décroissante de sous-modules
est stationnaire. Produits finis, quotients et sous-modules de modules artiniens sont arti-
niens.

Un A-module non nulM est dit simples’il n’admet que(0) et M comme sous-A-
module ; il existe alors un idéal maximalm de A tel queM ' A/m. La longueurd’un
A-moduleM est la borne supérieure des longueurs de chaînes de sous-A-modules deM .
On la notè A(M) ou`(M).

PROPOSITION1.4.1. — Soient M un A-module et N est un sous-A-module de M. Si
deux des modules M, N et M/N sont de longueur finie, le troisième l’est aussi et on a
l’égalité

`(M) = `(N)+ `(M/N).

Démonstration. — Si N0 ( N1 ( · · · ( Na et M0/N ( · · · ⊂ Mb/N sont des chaînes
de sous-modules deN et M/N respectivement,

N0 ( N1 ( · · · ( Na ⊂ M0 ( M1 ( · · · ( Mb

est une chaîne de sous-modules deM de longueura+b, d’où l’inégalité`(M) ≥ `(N)+
`(M/N).

En particulier, siM est de longueur finie,N et M/N aussi. Réciproquement, on suppose
queN et M/N sont de longueur finie et on veut prouver queM est de longueur finie égale
à`(N)+`(M/N). Soit doncM0 ( M1 ( · · · ( Ma une chaîne de sous-A-modules deM .
On remarque que siM ′ ⊂ M ′′ sont deux sous-A-modules deM tels queM ′∩N = M ′′∩N
et M ′ + N = M ′′ + N, alorsM ′ = M ′′. Par suite, pour touti , au moins une des deux
inclusions

Mi ∩ N ⊂ Mi+1 ∩ N et Mi + N ⊂ Mi+1+ N

est stricte, ce qui implique què(N)+ `(M/N) ≥ a. Autrement dit,̀ (N)+ `(M/N) ≥
`(M) et la proposition est démontrée.

Un A-module est de longueur finie est artinien ; réciproquement, unA-module noethé-
rien et artinien est de longueur finie. Enfin, siM est unA-module de longueur finie, toute
chaîne maximale de sous-modules est de longueur`(M).
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LEMME 1.4.2. — 1) Un anneau artinien intègre est un corps.
2) Un anneau artinien n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers, tous maximaux.

Démonstration. — Soit A un anneau artinien.
1) SupposonsA intègre. Six ∈ A \ {0}, la suite d’idéaux(x) ⊃ (x2) ⊃ . . . est

stationnaire. Il existe ainsin tel que(xn) = (xn+1), d’où un élémenta ∈ A tel que
axn+1

= xn. PuisqueA est intègre etx 6= 0, on peut simplifier parxn et ax = 1 ; x est
donc inversible.

2) Supposons par l’absurde queA possède une infinité d’idéaux maximaux distincts
m1, m2,. . . La suite décroissante d’idéaux

m1 ⊃ m1m2 ⊃ m1m2m3 ⊃ . . .

est alors stationnaire, d’où une égalitém1 . . .mn−1 = m1 . . .mn qui implique évidemment
l’inclusion m1 . . .mn−1 ⊂ mn. D’après le lemme d’évitement1.1.1, l’un desmi pour
i < n est contenu dansmn, ce qui contredit le fait quemi est maximal. Ainsi,A n’a qu’un
nombre fini d’idéaux maximaux.

Enfin, sip est un idéal premier deA, A/p est un anneau artinien intègre, donc un corps
d’après le 1). Ainsi,p est maximal.

THÉORÈME1.4.3 (Akizuki). — Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) A est artinien ;
b) A est de longueur finie comme A-module ;
c) A est noethérien et tout idéal premier de A est maximal.

Démonstration. — La condition b) implique que toute suite monotone d’idéaux deA est
stationnaire, d’où a) et la première partie du c).

D’autre part, supposant b), sip est un idéal premier deA, A/p est un anneau artinien
intègre, donc un corps d’après le 2) du lemme. Par suitep est maximal.

Supposons c). CommeA est noethérien, il existe une suite de composition

0⊂ In ⊂ In−1 ⊂ · · · ⊂ I1 ⊂ I0 = A

où Ik/Ik+1 = A/pk pour un certain idéal premierpk. La condition c) implique quepk est
un idéal maximal. Par suite,A est de longueur finie commeA-module, d’où b).

Il reste à montrer qu’un anneau artinien est de longueur finie commeA-module. Soient
m1, . . . ,mn les idéaux maximaux deA, en nombre fini d’après le lemme précédent. In-
troduisons l’idéal

I = m1 . . .mn = m1 ∩ · · · ∩mn.

La suite I ⊃ I 2
⊃ . . . étant stationnaire, il existe un entiers tel que I s

= I s+1. On va
montrer queI s

= 0.
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Emil ARTIN (1898–1962)

Les travaux d’E. Artin portèrent sur l’algèbre (groupe
de tresses, algèbres semi-simples, groupes finis...) et la
théorie des nombres (théorie algébrique et analytique
des corps quadratiques, théorie du corps de classes...)

Soit doncJ = (0 : I s) l’ensemble desa ∈ A tels queaI s
= 0. Si J 6= A, commeA

est artinien, il existe un plus petit idéalJ ′ ⊂ A contenant strictementJ. Soit a ∈ J ′ un
élémént non nul. On aaI + J 6= a A+ J. Sinon, posantM = (A/J)a, on auraitI M = M
et d’après le lemme de Nakayama, il existeraitx ∈ 1+ I tel quex M = 0. Un telx est
inversible, d’oùM = 0, contrairement au fait quea 6= 0. L’inclusion J ⊂ aI + J ⊂ J ′

montre alors queJ = aI + J, soit aI ⊂ J. Pour toutb ∈ I , on aab ∈ J, c’est-à-dire
abIs

= 0 et doncaI s+1
= 0. CommeI s

= I s+1, aI s
= 0 eta ∈ J. Ainsi, J ′ = J, ce

qui est absurde ; nous avons donc prouvé queJ = A, c’est-à-direI s
= 0.

Dans la suite décroissante d’idéaux

A ⊃ m1 ⊃ · · · ⊃ m1 . . .mn = I ⊃ I m1 ⊃ I m1m2 ⊃ . . .

⊃ I 2
⊃ I 2m1 ⊃ · · · ⊃ I s

= 0

chaque quotient successif est unA-module artinien de la formeM/mM . C’est ainsi un es-
pace vectoriel sur le corpsA/m, nécessairement de dimension finie. Par suite, la longueur
de chaque quotient successif est finie etA est de longueur finie commeA-module.

1.5. Éléments entiers

Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux. Un élémentx ∈ B estentiersur A si
et seulement s’il existen ≥ 1 et des élémentsa1, . . . ,an ∈ A tels que

xn
+ f (a1)x

n−1
+ · · · + f (an−1)x + f (an) = 0.

Une telle équation s’appellerelation de dépendance intégrale.
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PROPOSITION1.5.1. — Un élément x∈ B est entier sur A si et seulement s’il existe un
sous-anneau R de B contenant A[x] et qui est de type fini comme A-module.

Démonstration. — Si x admet une relation de dépendance intégrale comme ci-dessus,
on voit que l’algèbreA[x] engendrée parx dansB est engendrée commeA-module par
1, x, . . . , xn−1. Il suffit donc de poserR= A[x].

Réciproquement, soitR une sous-A-algèbre contenue dansB et de type fini commeA-
module. Soientm1, . . . ,mn des générateurs deM commeA-module. Puisquex R ⊂ R,
il existe des élémentsai j ∈ A tels quexmi =

∑
j ai j m j . La matricex In − (ai j ) annule

tous lesmi doncR. Les formules de Cramer impliquent que son déterminant annule aussi
R et comme 1∈ R, ce déterminant est nul. En le développant, on trouve une relation de
dépendance intégrale pourx.

On dit que f estentier, ou bien queB est entier surA, ou encore queB est une algèbre
entière surA, ou bien encore queB est uneextension entièrede A si tout élément deB
est entier surA. Si B est uneA-algèbre de type fini,B est entière surA si et seulement si
B est unA-module de type fini. On dit alors queB est finie surA.

L’ensemble des élémentsx ∈ B entiers surA est une sous-A-algèbre deB, appelée
clôture intégralede A dansB.

LEMME 1.5.2. — Si A ⊂ B sont deux anneaux intègres avec B entier sur A, alors A
est un corps si et seulement si B est un corps.

Soientk ⊂ K deux corps. Les éléments deK entiers surk sont ditsalgébriques, les
autres sont dits transcendants. Si tout élément deK est algébrique surk, on dit queK
est algébrique surk et on parle d’extension algébrique. La clôture intégrale dek dansK
s’appelleclôture algébriquede k dansK . Un corpsk est ditcorps !— algébriquement
closs’il est algébriquement clos dans tout corpsK contenantk. Si k est un corps, il existe
une clôture algébrique dek : c’est une extensionk ⊂ K algébrique et algébriquement
close. Deux clôtures algébriques dek sont isomorphes (commek-algèbres).

On dit aussi qu’un élément deK algébrique surk estséparablesurk si son polynôme
minimal a ses racines distinctes dans une clôture algébrique deK , ou, de manière équiva-
lente, si la dérivée de ce polynôme minimal est non nulle. Sik est de caractéristique nulle,
cette condition est automatique. On dit qu’une extension algébrique est séparable si tous
ses éléments sont séparables.

THÉORÈME1.5.3 (Théorème de l’élément primitif). — Soit K = k[x, y] une extension
algébrique finie de corps. On suppose que y est séparable sur k. Alors, il existe z∈ K tel
que K= k[z].

Si de plus k est infini, tout élément de K de la forme x+ cy pour c∈ k convient, sauf
peut-être un nombre fini d’entre eux.
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Démonstration. — On ne fait la démonstration que dans le cas oùk est infini. L’autre cas
est en un sens plus élémentaire et ne nous servira pas.

Soient P et Q ∈ k[X] les polynômes minimaux dex et y respectivement et soitF
une extension finie deK dans laquelleP et Q sont scindés. On noterax = x1, . . . , xp et
y = y1, . . . , yq leurs racines. L’hypothèse quey est séparable implique que lesy j sont
tous distincts. Ainsi, sii ∈ {1, . . . , p} et j ∈ {2, . . . ,q}, l’équationxi + cyj = x1+ cy1

n’a qu’une solution et commek est infini, on peut choisirc tel que pour tousi et j , j 6= 1,
xi + cyj 6= x1+ cy1 = x + cy.

Posonsz = x + cy et montrons queK = k[z]. Le polynômeR(X) = P(z− cX) ∈
k[z][ X] s’annule pourX = y puisqueP(z− cy) = P(x) = 0, de même que le polynôme
Q donty est même racine simple. De plus, ils n’ont pas d’autre racine commune : d’après
le choix fait pourc, si j 6= 1,z−cyj = x1+cy1−cyj n’est par un desxi dontP(z−cyj ) 6=

0. Autrement dit, leur pgcd est égal àX − y. Or, le théorème de Bézout(1) implique que
ce pgcd est un polynôme dont les coefficients appartiennent au corps engendré par les
coefficients deR et Q, c’est-à-dire àk[z].

Ainsi, y ∈ k[z], puisx = z− cy ∈ k[z]. Par conséquent,k[x, y] = k[z].

On dit qu’une famille(xi )i∈I d’éléments deK estalgébriquement indépendantes’il
n’existe pas de polynôme non nulP ∈ k[Xi ] tel queP(xi ) = 0, autrement dit si l’homo-
morphisme canonique dek-algèbresk[Xi ] → K tel queXi 7→ xi est injectif. Unebase de
transcendancede K surk est une famille(xi ) algébriquement indépendante d’éléments
de K telle queK est algébrique sur la sous-extension deK engendrée par lesxi .

Il existe des bases de transcendance. On a en effet l’analogue suivant du théorème de la
base incomplète : siL ⊂ G sont deux parties deK , avecL algébriquement indépendante
surk et G telle queK est algébrique sur l’extension engendrée parG, il existe une base
de transcendanceB avecL ⊂ B ⊂ G. Le cardinal d’une telle base ne dépend que de
l’extensionk ⊂ K et est appelédegré de transcendancede K surk, noté deg trk K , voire
deg trK s’il n’y a pas de confusion possible surk. Enfin, sik ⊂ K ⊂ K ′ sont trois corps,
on a la relation

deg trk K + deg trK K ′ = deg trk K ′.

Par abus de langage, on emploiera les mots algébriques, algébriquement indépendants,
degré de transcendance pour unek-algèbre intègreA. Il s’agira alors des notions corres-
pondantes dans le corps des fractions deA.

(1) Étienne BÉZOUT (1730–1783). — Ses travaux portèrent notamment sur l’utilisation des déterminants
pour résoudre les équations linéaires, ainsi que sur le nombre de points intersection de deux courbes algé-
briques planes. Il publia en 1779 uneThéorie générale des équation algébraiques.
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1.6. Produit tensoriel

Soientk un anneau,M et N deux k-modules. Leproduit tensoriel M⊗k N est un
k-module muni d’une applicationk-bilinéaireϕ : M × N → M ⊗k N qui vérifie la
propriété universelle suivante : pour toutk-module P et toute applicationk-bilinéaire
f : M × N → P, il existe une unique applicationk-linéaire f̃ : M ⊗k N → P telle que
f = f̃ ◦ ϕ.

On peut le construire en prenant le quotient duk-modulek(M×N) dont les éléments sont
les sommes finies

∑
ca,b(a,b) par le sous-module engendré par les éléments

λ(a,b)− (λa,b), λ(a,b)− (a, λb), (a+ b, c)− (a, c)− (b, c).

La classe du couple(a,b) dansM ⊗k N est notéea⊗ b.
Si A et B sont deuxk-algèbres,A⊗k B hérite d’une structure naturelle dek-algèbre

telle que(a ⊗ b) · (a′ ⊗ b′) = (aa′) ⊗ (bb′). L’application A → A ⊗k B définie par
a 7→ a⊗ 1 est alors un homomorphisme d’algèbres ; de même, on a un homomorphisme
d’algèbresB→ A⊗k B.

Par exemple, si(Xi ) et (Yj ) sont des indéterminées, on a

k[Xi ] ⊗k k[Yj ] ' k[Xi ,Yj ]

l’isomorphisme étant induit par l’application bilinéaire

k[Xi ] × k[Yj ] → k[Xi ,Yj ], (P(Xi ), Q(Yj )) 7→ P(Xi )Q(Yj ).

On laisse au lecteur le lemme suivant.

LEMME 1.6.1. — Soient I un idéal de A et J un idéal de B, ils engendrent un idéal
(I , J) dans A⊗k B et l’on a un isomorphisme canonique

(A⊗k B)/(I , J) ' (A/I )⊗k (B/J)

qui envoie la classe de a⊗ b vers le produit tensoriel des classes de a et de b.

1.7. Limites inductives

Soit I un ensemble ordonné. On suppose queI est filtrant, c’est-à-dire que sii et j sont
deux éléments deI , il existek ∈ I tel quek ≥ i etk ≥ j .

SoitC une catégorie. Unsystème inductifdansC est la donnée pour touti dansI d’un
objet Ai deC et pour tousi ≤ j dansI d’un morphismeϕi j : Ai → A j tels que :

– si i ≤ j ≤ k, ϕik = ϕ jk ◦ ϕi j ;

– pour touti , ϕi i = idAi .
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SoitA = ((Ai )i , (ϕi j )) un tel système inductif. SoitA un objet deC et pour touti ∈ I
un morphismeθi : Ai → A tels que pour tousi ≤ j , θi = θ j ◦ϕi j . On dit que(A, (θ)i ) est
unelimite inductivedu système inductifA si pour tout objetB deC muni de morphismes
ψi : Ai → B vérifiantψi = ψ j ◦ ϕi j , il existe un unique morphismeα : A→ B tel que
ψi = α ◦ ϕi pour touti ∈ I .

Si un système inductif admet une limite, celle-ci est unique à isomorphisme unique
près. On la note lim

−→

i

Ai .

Dans les catégories des ensembles, des groupes, des anneaux, des modules, desk-
algèbres, tout système inductif(ai ) admet une limite inductive. On la construit comme
suit. SoitX la réunion disjointe desAi et soit∼ la relation d’équivalence suivante dans
X définie ainsi : sia ∈ Ai et b ∈ A j , a ∼ b si et seulement s’il existek ∈ I tel quek ≥ i
et k ≥ j tels quec = ϕik(a) = ϕ jk(b). L’ensemble quotientX/∼ est alors une limite
inductive du système(Ai ).

Si J est une partie deI et (Ai ) un système inductif indexé parI , on a un morphisme
naturel

lim
−→

j∈J

A j → lim
−→

i∈I

Ai .

Si pour touti ∈ I , il existe j ∈ J tel que j ≥ i (on dit queJ est cofinal dansI ), ce
morphisme est un isomorphisme.

Exercice 1.7.1. — Soit A un anneau etSune partie multiplicative deA. On munitSde
la relation de divisibilité :s ≤ s′ si et seulement si il existet ∈ S tel ques′ = ts.

Soit M un A-module. Pour touts ∈ S, on poseMs = M et pours ≤ st, on définit
ϕs,st : Ms → Mst comme la multiplication part dansM . Montrer que cela définit un
système inductif et que lim

−→

s∈S

(Ms) = S−1M .





CHAPITRE 2

PRÉLIMINAIRES DE TOPOLOGIE

2.1. Faisceaux

Dans son article fondamental [10], Jean-Pierre Serre a montré que la théorie des fais-
ceaux inventée un peu plus de 20 ans auparavant par Jean Leray(1) pouvait s’appliquer
avec succès en géométrie algébrique. Désormais, c’est l’un des outils inévitables de tout
géomètre algébriste.

Rappelons en brièvement la définition.

DÉFINITION 2.1.1. — Soit X un espace topologique. UnpréfaisceauF sur X est la
donnée pour tout ouvert U de X un ensembleF (U ) et pour tout couple d’ouverts V⊂ U
d’une application rU V : F (U )→ F (V) telles que rUU = id et si si W⊂ V ⊂ U sont
trois ouverts, rUW = rV W ◦ rU V .

On dit queF est unfaisceausi pour tout ouvert U de X et toute famille d’ouverts(Ui )i

telle que U=
⋃

i Ui , l’application naturelle

(rUUi ) : F (U )→
∏

i

F (Ui )

est injective et a pour image l’ensemble des( fi )i ∈
∏

F (Ui ) tels que pour tout couple
(i, j ),

rUi ,Ui∩U j ( fi ) = rU j ,Ui∩U j ( f j ).

Exemple 2.1.2(Faisceau des fonctions). — NotonsF (U ) l’ensemble des fonctions de
U dansR et soitrU V l’application de restriction. Alors,F est un faisceau.

Par analogie avec cet exemple, lesrU V sont appelées applications de restriction et
rU V ( f ) est souvent notéf |V . Des raisons historiques font queF (U ) est aussi noté
0(U,F ).

(1) Jean LERAY. — Inventa aussi bien la théorie des faisceaux en topologie algébrique que la notion de
« solution faible » en théorie des équations aux dérivées partielles qu’il appliqua à l’étude de l’équation
d’Euler en hydrodynamique.
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Exemple 2.1.3(Faisceau des fonctions continues). — NotonsC (U ) l’ensemble des fonc-
tions continuesU → R et soitrU V l’application qui associe à une fonction continue sur
U sa restriction à l’ouvertV . Alors,C est un faisceau ; pour la surjectivité, il faut se rap-
peler qu’une fonction est continue si et seulement si elle est continue en tout point, et ceci
équivaut à ce que sa restriction à un voisinage de ce point y soit continue.

On définit aussi des faisceaux en groupes, en anneaux,... Par exemple, pour un faisceau
en groupes, on suppose que chaqueF (U ) est un groupe et que les applications de restric-
tion sont des morphismes de groupes. Le faisceau des fonctions continues sur un espace
topologique est ainsi un faisceau enR-algèbres.

DÉFINITION 2.1.4. — Si F et G sont deux (pré)-faisceaux sur X, unmorphisme de
(pré)-faisceauxϕ : F → G est la donnée pour tout ouvert U de X d’une application
ϕ(U ) : F (U )→ G (U ) telles queϕ(V) ◦ rU V = rU V ◦ ϕ(U ).

Si F et G sont des faisceaux en groupes, on ajoutera à la définition d’un morphisme
de faisceaux en groupes la condition que les applicationsϕ(U ) sont des morphismes de
groupes. De même pour les faisceaux en anneaux,...

Exemple 2.1.5. — Les injections naturellesC (U ) → F (U ) définissent un morphisme
de faisceauxC → F .

Si F etG sont deux (pré)-faisceaux surX tels que pour tout ouvertU , F (U ) ⊂ G (U ),
on dit queF est un sous-(pré)-faisceau deG . Par exemple, le faisceau des fonctions
continues est un sous-faisceau du faisceau des fonctions.

On ne détaille pas la construction du faisceauF † associé à un préfaisceauF : c’est
un faisceau muni d’un morphismeF → F † universel pour les morphismes deF dans
un faisceau. Dans le cas fréquent oùF est un sous-préfaisceau d’un faisceauG , F † est
un sous-faisceau deG que l’on peut définir ainsi : un élémentf ∈ G (U ) appartient à
F †(U ) si et seulement s’il existe un recouvrement ouvert(Ui )i deU tel que pour touti ,
rUUi ( f ) ∈ F (Ui ).

DÉFINITION 2.1.6. — Soit f : X → Y une application continue entre espaces to-
pologiques. SiF est un faisceau sur X, on définit un faisceau f∗F sur Y en posant
f∗F (U ) = F ( f −1(U )) pour tout ouvert U de Y .

SiG est un faisceau sur Y , le faisceau f−1G est le faisceau associé au préfaisceau dont
l’ensemble des sections sur un ouvert U de X est la limite inductive desG (V) lorsque V
parcourt les ouverts de Y qui contiennent f(U ).

Exemple 2.1.7. — Si f : X → Y est une application continue, on a un morphisme de
faisceauxf ∗ : f −1CY → CX : si V est un ouvert deX, un élément def −1CY(V) est
une fonction continueϕ sur un voisinage def (V). On lui associe la fonctionϕ ◦ f qui
est continue surV .
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On a aussi un morphisme de faisceauxCY → f∗CX : si V est un ouvert deY, un
élément def∗CX(V) est une fonction continue surf −1(V). Ainsi, à la fonctionϕ ∈
CY(V), on associe la fonctionϕ ◦ f ∈ CX( f −1(V)).

Exercice 2.1.8(cf. [5], Ex. II.1.18). — Soient f : X → Y une application continue,
F un faisceau surX et G un faisceau surY. Définir des applications « naturelles »
f −1 f∗F → F etG → g∗g−1G et en déduire une bijection

Hom( f −1G ,F ) ' Hom(G , f∗F ).

2.2. Espaces annelés

La « vraie » définition d’un espace annelé dont a besoin la théorie des schémas est
courte : c’est un espace topologique muni d’un faisceau d’anneau. Cependant, comme
notre introduction à la géométrie algébrique se limite aux variétés algébriques, nous pour-
rons nous contenter d’une définition plus restrictive et supposer que le faisceau d’anneaux
est un sous-faisceau du faisceau des fonctions.

DÉFINITION 2.2.1. — On appelleespace anneléla donnée d’un espace topologique X
et d’un sous-faisceauOX du faisceau des fonctions sur X.

Un morphisme d’espaces annelésest une application continue f: X → Y telle que
pour tout ouvert U de Y et toute fonctionϕ ∈ OY(U ), la fonctionϕ ◦ f sur f−1(U )
appartient àOX( f −1(U )).

(Autrement dit, on aOY ⊂ f∗OX.)

DÉFINITION 2.2.2. — Si (X,OX) est un espace annelé et U un ouvert de X, le couple
(U,OX|U ) est un espace annelé, appelé espace annelé induit par X sur U.

Plus généralement, si i: A ↪→ X est l’inclusion d’une partie de A dans X, soitIA

le sous-faisceau deOX tel que pour tout ouvert U⊂ X, f ∈ IA(U ) si et seulement si
f (x) = 0 pour tout x ∈ A ∩ U. L’espace annelé(A, i−1(OX/IA) est appelé espace
annelé induit par X sur A.

2.3. Espaces annelés modelés

En géométrie différentielle, on définit une variété comme un espace topologique plus
une structure supplémentaire (appelée en généralatlas) une famille de paramétrisations,
qui permet d’identifier un voisinage de tout point à un ouvert deRn. Ces paramétrisations
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sont « compatibles » en ce sens que sur l’intersection de deux voisinages, on passe d’une
identification à une autre par un difféomorphisme d’ouverts deRn.

Les paramétrisations permettent alors de définir la notion de fonction différentiable sur
une variété différentielle ; le fait que la notion soit bien définie provient de ce que la com-
position d’une fonction différentiable et d’un difféomorphisme est différentiable. Et si,
par hasard, on n’avait imposé aux difféomorphismes qui identifient deux paramétrisations
de n’être que des homéomorphismes, ou bien, de n’être que de classeC p, on n’aurait pu
définir que des fonctions continues, ou que des fonctions de classeC k pourk ≤ p.

Mieux, on peut même définir maintenant intrinsèquement, c’est-à-dire sans référence à
l’atlas, la notion deC p-difféomorphisme de variétés : une application continuef : X→
Y est de classeC p si et seulement si pour toute fonctionϕ de classeC p surY, la fonction
ϕ ◦ f est de classeC p sur X. Inversement, on peut retrouver les paramétrisations dont on
est parti : ce sont desC∞-difféomorphismes d’un ouvert deX sur un ouvert deRn.

Autrement dit, la structure intéressante n’est pas tant l’atlas — qui pour être intrinsèque
nécessite l’artifice lourd consistant à considérer des atlas maximaux — que le couple
formé deX et du faisceau des fonctionsC∞ sur X : un espace annelé ! Le fait queX
soit une variété différentiable de dimensionn se retraduit en disant que tout point deX
possède un voisinageU tel que(U,C∞|U ) soit isomorphe en tant qu’espace annelé à
l’espace annelé défini par un ouvert deRn.

On veut généraliser un peu ces considérations. Donnons nous une sous-catégorie pleine
L (pourlocale) de la catégorie des espaces annelés. Ce seront les modèles locaux. On dira
qu’un espace anneléX est modelé surL si tout point deX possède un voisinage ouvert
isomorphe à un objet deL. Cela définit les objets d’une catégorieG (pourglobale) dont
les morphismes sont les morphismes d’espaces annelés.

Pour construire des exemples non triviaux, la méthode suivante, dite de recollement,
est fondamentale.

THÉORÈME2.3.1 (Construction d’espaces annelés par recollement)
Soient(Xi ,OXi )i une famille finie d’espaces annelés et, pour tout couple(i, j ) un

ouvert Xi j de Xj , un isomorphisme d’espaces annelésϕi j : Xi j → X j i , tels que
– si i = j , Xi i = Xi etϕi i = idXi ;
– pour tous i et j ,ϕ j i = ϕ

−1
i j ;

– pour tous i, j, k, ϕi j (Xi j ∩ Xi j ) = X j i ∩ X jk et on a la relationϕ jk ◦ ϕi j = ϕik sur
l’ouvert Xi j ∩ Xik de Xi .

Alors, il existe une (à isomorphisme unique près) unique espace annelé(X,OX) muni
d’une famille d’ouverts Ui , et pour tout i un isomorphisme d’espaces annelés

ϕi : (Ui ,OX|Ui )→ (Xi ,OXi )

tels que pour tous i et j , Xi j = ϕi (Ui ∩U j ) etϕi j = ϕ j ◦ ϕ
−1
i .
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Démonstration. — L’unicité est à peu près tautologique : si on a deux tels espaces anne-
lés(X,OX) et (X′,OX′), on constate queθi = (ϕ′i )

−1
◦ϕi est un isomorphismeUi → U ′i

et que surUi ∩U j , θi = θ j , d’où un isomorphisme canoniqueθ : X→ X′.
Il nous faut donc maintenant construire un telX. Soit d’abordX∗ =

∐
Xi l’espace

annelé réunion disjointe desXi ; un point deX∗ est ainsi un couple(i, x) où x ∈ Xi .
On définit une relation surX∗ en posant(i, x) ∼ ( j, y) si et seulement six ∈ Xi j et
y = ϕi j (x). C’est une relation d’équivalence et on définit l’espace topologique sous-
jacent àX comme le quotient deX∗ par cette relation d’équivalence. (Autrement dit,X
est l’ensemble des classes d’équivalences de points deX∗ muni de la topologie quotient
pour laquelle une partie� ⊂ X est ouverte si et seulement si son image réciproque dans
X∗ est ouverte.) On noteπ l’application continue canoniqueX∗→ X.

On définitU j = π(X j ) et il est facile de vérifier queπ : X j → U j est un homéomor-
phisme. L’image réciproque dansX∗ deU j est l’ouvert

∐
i Xi j ; par suite,X j est ouvert

dansX. LesU j forment donc un recouvrement ouvert deX.
Pour définir le faisceauOX, on doit donner ses sections sur un ouvertV arbitraire :

OX(V) est l’ensemble des fonctionsf surV telles quef ◦π ∈ OX∗(π
−1(V)). Il est facile

de voir que cela définit bien un faisceau. Par construction même, l’image réciproque du
faisceauOX|U j sur X j est canoniquement isomorphe àOX j .

Il nous reste à énoncer deux lemmes faciles et néanmoins utiles.

LEMME 2.3.2. — Soient X un espace topologique et(Ui )i un recouvrement ouvert de
X. Une partie Z de X est ouverte (resp. fermée) si et seulement si pour tout i , Z∩Ui est
ouvert (resp. fermé) dans Ui .

Démonstration. — Démontrons le pour ouvert, l’assertion correspondante pour les fer-
més s’en déduit par passage aux complémentaires. SiZ est ouvert, il est clair queZ ∩Ui

est ouvert dansUi pour touti . Réciproquement, soitz ∈ Z. Il existe i tel quez ∈ Ui .
CommeZ ∩ Ui est ouvert dansUi , il contient un voisinage ouvert dez dansUi , qui est
donc de la forme� ∩ Ui pour un ouvert� de X. PuisqueUi est ouvert,Z ∩ Ui est un
voisinage ouvert dez contenu dansZ, si bien queZ est ouvert.

LEMME 2.3.3 (Description locale des morphismes). — Si f : X→ Y est un morphisme
d’espaces annelés et si U⊂ X, V ⊂ f (U ) ⊂ Y , alors f : U → V est un morphisme
d’espaces annelés.

Réciproquement, une application f: X→ Y est un morphisme d’espaces annelés s’il
existe des recouvrements ouverts(Ui ) de X et(Vi ) de Y tels que pour tout i , f(Ui ) ⊂ Vi

et f |Ui : Ui → Vi soit un morphisme d’espaces annelés.





CHAPITRE 3

VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

3.1. Ensembles algébriques

Soitk un corps (commutatif, bien entendu !). On noteAn
= kn l’ espace affinesurk. La

géométrie algébrique s’intéresse aux ensembles définis par des équations polynomiales,
c’est-à-dire aux partiesZ deAn définies par l’annulation d’une famille de polynômes de
k[X1, . . . , Xn]. Par exemple :

Z1 = {(x, y) ∈ C2
; x2
+ y2

+ 1= 0}(3.1.1)

Z2 = {(x, y) ∈ R2
; x2
+ y2

+ 1= 0},(3.1.2)

Z3 = {(x, y) ∈ C2
; y2
= x3

− x},(3.1.3)

Z4 = {(x, y, z) ∈ Qn
; xn
+ yn

= zn
} (n ≥ 1).(3.1.4)

Mais si Z est une telle partie, et si deux polynômesP1 et P2 s’annulent surZ, P1 +

P2 s’annulera surZ, de même queλP1 pour toutλ ∈ k. Ainsi, au lieu d’une famille
quelconque de polynômes, on s’intéresse directement auxidéauxdek[X1, . . . , Xn].

DÉFINITION 3.1.5. — Soit I un idéal de k[X1, . . . , Xn]. On appelleensemble algé-
briquedéfini par I l’ensemble

V (I ) = {(x1, . . . , xn) ∈ An
; ∀P ∈ I , P(x1, . . . , xn) = 0}.

Réciproquement, si Z est une partie deAn, on définit l’idéal de Z comme

I (Z) = {P ∈ k[X1, . . . , Xn] ; ∀(x1, . . . , xn) ∈ Z, P(x1, . . . , xn) = 0}.

Comme l’anneauk[X1, . . . , Xn] est noethérien, un ensemble algébrique est en fait dé-
fini par un ensemblefini de polynômes. Sif1, . . . , fr sont des polynômes, on notera
V ( f1, . . . , fr ) l’ensemble algébriqueV (( f1, . . . , fr )) défini par l’idéal engendré par les
fi .
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D’autre part, les propriétés suivantes sont élémentaires :

PROPOSITION3.1.6

1. Si I1 ⊂ I2, V (I1) ⊃ V (I2).
2. Si Z1 ⊂ Z2, I (Z1) ⊃ I (Z2).
3. Si Z1 et Z2 sont deux parties deAn, I (Z1 ∪ Z2) = I (Z1) ∩I (Z2).
4. Pour tout idéal I , I⊂ I (V (I )).
5. Pour toute partie Z⊂ An, Z ⊂ V (I (Z)), avec égalité si et seulement si Z est un

ensemble algébrique.

Exercice 3.1.7. — Les démontrer (voir [5], I.1.2, pour une démonstration).

COROLLAIRE 3.1.8. — Les applicationsI etV définissent des bijections réciproques
l’une de l’autre entre ensembles algébriques deAn et idéaux de k[X1, . . . , Xn] de la
formeI (Z).

PROPOSITION3.1.9. — L’ensemble vide etAn sont des ensembles algébriques.
La réunion de deux ensembles algébriques est un ensemble algébrique.
L’intersection d’une famille quelconque d’ensembles algébriques est un ensemble al-

gébrique.

Démonstration. — L’ensemble vide etAn sont définis par les idéauxk[X1, . . . , Xn] et
(0) respectivement.

Si Z1 et Z2 sont deux parties deAn définies par des idéauxI1 et I2, montrons que
Z1∪ Z2 = V (I1 · I2). (Rappelons queI1 · I2 est l’idéal dek[X1, . . . , Xn] engendré par les
produits f1 f2, où f1 ∈ I1 et f2 ∈ I2.) En effet, commeI1I2 ⊂ I1, on aZ1 ⊂ V (I1 · I2), et
de même pourZ2, d’où une inclusion. Dans l’autre sens, six = (x1, . . . , xn) 6∈ Z1 ∪ Z2,
il existe f1 ∈ I1 et f2 ∈ I2 tels que f1(x) 6= 0 et f2(x) 6= 0. Il en résultef1 f2(x) 6= 0,
d’où x 6∈ V (I1 · I2).

Enfin soit (Zα)α∈A une famille d’ensembles algébriques deAn, Zα étant défini par
un idéal Iα. Montrons que∩αZα est défini par l’idéalI =

∑
α Iα engendré par lesIα.

Comme pour toutα, on a Iα ⊂ I , il vient V (I ) ⊂ Zα, et doncV (I ) ⊂
⋂
α Zα. Ré-

ciproquement, considéronsx ∈
⋂

Zα et f ∈ I . On peut écriref comme une somme
finie

∑
α fα, où pour toutα, fα ∈ Iα. Commex ∈ Zα, on a fα(x) = 0 et finalement,

f (x) = 0, ce qui prouve quex ∈ V (I ).

Exercice 3.1.10. — Un ensemble algébrique peut être défini par plusieurs idéaux. Par
exemple, les idéauxI1 = (X2

+ Y2, XY3) et I2 = (X2,Y3) deC[X,Y] définissent tous
deux(0,0) dansC2. Prouver qu’ils sont effectivement distincts.

Montrer cependant que l’idéalI3 = (X,Y) = I ((0,0)) les contient tous deux et que
c’est le plus grand idéal de définition de(0,0).
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David HILBERT (1862–1943)

Hilbert a contribué à un grand nombre de branches
des mathématiques : théorie des invariants, nombres
algébriques, analyse fonctionnelle, physique mathé-
matique (relativité générale), calcul des variations...
Les 23 problèmes qu’il a soulevés lors du congrès
international de Paris en 1900 ont servi de fil conduc-
teur à des pans entiers des mathématiques duXX e

siècle.

Lorsque le corpsk est algébriquement clos, le théorème des zéros de Hilbert, auquel
un snobisme atavique nous fait préférer son nom allemandNullstellensatz, décrit le plus
grand idéal de définition d’un ensemble algébrique en terme d’un idéal de définition quel-
conque. Ce théorème possède (au moins) quatre incarnations, toutes intéressantes. Les
voici.

THÉORÈME3.1.11 (Nullstellensatz, 1). — Soient k un corps et A une k-algèbre de type
fini. Si A est un corps, alors A est une extension algébrique finie de k.

Preuve(Zariski, cf. [1], ex. 18, p. 70). — Soientx1, . . . , xn ∈ A des générateurs deA
commek-algèbre. On raisonne par récurrence surn. Si n = 1, c’est-à-direA = k[x1],
alorsx1 est nécessairement algébrique surk car, s’il était transcendant,A serait isomorphe
àk[X] qui n’est pas un corps. Supposonsn > 1 et le résultat vrai pourn−1. SoitK ⊂ A
le corps des fractions dek[x1] ; on voit que A = K [x2, . . . , xn] et par récurrence,A
est algébrique surK . Il existe ainsi des polynômes unitairesP2, . . . , Pn dansK [X] tels
que Pj (x j ) = 0. Soit f ∈ K ∗ le produit des dénominateurs desPj , de sorte que les
coefficients dePj appartiennent àA′ = k[x1][1/ f ]. Autrement dit,A est entière surA′.
CommeA est un corps,A′ aussi d’après1.5.2.

Si x1 était transcendant surk, on auraitA′ ' k[X][1/P] pour P un polynôme non
nul dek[X]. Il est alors facile de voir queA′ n’est pas un corps, par exemple parce que
1+ X P n’est pas nul, mais n’est pas non plus inversible. Autrement dit,x1 est algébrique
surk, lesx j pour j ≥ 2 sont algébriques surk[x1] donc surk, et A est la composée d’un
nombre fini d’extensions algébriques finies dek, donc une extension algébrique finie de
k.

COROLLAIRE 3.1.12 (Nullstellensatz, 2). — Si k est un corps algébriquement clos, les
idéaux maximaux de k[X1, . . . , Xn] sont de la forme(X1−a1, . . . , Xn−an) pour(a1, . . . ,an) ∈

An.
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Démonstration. — Soit m un idéal maximal dek[X1, . . . , Xn] et A l’anneau quotient
k[X1, . . . , Xn]/m qui est unek-algèbre de type fini, engendrée par les images desX j .
Commem est supposé maximal,A est un corps et donc, d’après le théorème3.1.11, une
extension algébrique finie dek. Le corpsk étant algébriquement clos, l’inclusionk ↪→ A
est un isomorphisme. Il existe donc des élémentsa1, . . . ,an ∈ k tels queX j − a j ∈ m,
d’où

m ⊃ (X1− a1, . . . , Xn − an).

Réciproquement, soitP ∈ m. Par des divisions euclidiennes, on peut écrire

P = (X1− a1)Q1(X1, . . . , Xn)+ (X2− a2)Q2(X2, . . . , Xn)

+ · · · + (Xn − an)Qn(Xn)+ P(a1, . . . ,an).

La constanteP(a1, . . . ,an) appartient donc àm et est nécessairement nulle, ce qui im-
plique P ∈ (X1− a1, . . . , Xn − an).

COROLLAIRE 3.1.13 (Nullstellensatz, 3). — Soient k un corps algébriquement clos et
I un idéal de k[X1, . . . , Xn] distinct de(1). Alors,V (I ) 6= ∅.

Démonstration. — Soit m un idéal maximal dek[X1, . . . , Xn] contenantI . D’après le
corollaire3.1.12, il existe(a1, . . . ,an) ∈ An tel quem = (X1 − a1, . . . , Xn − an). On
en déduit que pour toutP ∈ m, et a fortiori pour toutP ∈ I , on a P(a1, . . . ,an) = 0.
Autrement dit,(a1, . . . ,an) ∈ V (I ) qui est ainsi non vide.

COROLLAIRE 3.1.14 (Nullstellensatz, 4). — Supposons que k est algébriquement clos
et soit Z un ensemble algébrique deAn défini par un idéal I . Alors,I (Z) =

√
I , le

radical de I .

Démonstration. — Rappelons que
√

I est l’ensemble desP ∈ k[X1, . . . , Xn] tels qu’il
exister ≥ 1 de sorte quePr

∈ I . Si P ∈
√

I , soitr ≥ 1 tel quePr
∈ I . Ainsi, pour tout

x ∈ Z, Pr (x) = 0, et doncP(x) = 0. Autrement ditP ∈ I (Z).
Réciproquement, soitP ∈ I (Z) et montrons qu’il exister ≥ 1 tel quePr

∈ I .
Commek[X1, . . . , Xn] est noethérien, il existe des polynômes

P1, . . . , Pm ∈ k[X1, . . . , Xn]

tels queI = (P1, . . . , Pm). Soit P ∈ I (V (I )). On constate que l’ensemble algébrique
dekn+1 défini par l’idéal(P1, . . . , Pm,1− T P) dek[X1, . . . , Xn, T ] est vide. D’après le
théorème3.1.13, cet idéal est égal àk[X1, . . . , Xn, T ], si bien qu’il existe des polynômes
Q j ∈ k[X1, . . . , Xm, T ] pour 0≤ j ≤ m tels que

m∑
j=1

Pj Q j + (1− T P)Q0 = 1.
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PosonsT = 1/P dans cette égalité, on en déduit une égalité de fractions rationnelles
m∑

j=1

Pj (X1, . . . , Xm)Q j (X1, . . . , Xm,1/P) = 1.

Soit r ≥ 1 un entier tel que pour toutj , r est plus grand que le degré enT de Q j . Alors,
Pr Q j (X1, . . . , Xm,1/P) appartient àk[X1, . . . , Xn], si bien que l’on a

Pr
=

m∑
j=1

Pj (X1, . . . , Xm) Pr Q j (X1, . . . , Xm,1/P)

et doncPr
∈ I .

Exercice 3.1.15. — Dans l’exercice3.1.10, vérifier queI3 est bien égal aux radicaux de
I1 et I2.

Exercice 3.1.16. — Donner des exemples montrant que les corollaires3.1.12, 3.1.13
et3.1.14sont mis en défaut sik n’est pas algébriquement clos.

DÉFINITION 3.1.17. — Si Z est un ensemble algébrique, on noteA (Z) l’anneau quo-
tient k[X1, . . . , Xn]/I (Z). Il est réduit.

Exercice 3.1.18. — (On suppose quek est algébriquement clos.) SoitZ ⊂ An un en-
semble algébrique. Montrer l’équivalence des propriétés suivantes :

1. Z est fini ;
2. A (Z) est unk-espace vectoriel de dimension finie ;
3. tout idéal premier deA (Z) est maximal.

(Utiliser les différentes caractérisations des anneaux artiniens fournies par le théorème
d’Akizuki.)

Désormais, et sauf mention explicite du contraire, k est un corps algébrique-
ment clos.

3.2. Topologie de Zariski

On peut reformuler la proposition3.1.9de la façon suivante :

DÉFINITION 3.2.1. — Les ensembles algébriques deAn sont les fermés d’une topologie
sur An, dite topologie de Zariski. Toute partie deAn sera munie de la topologie induite.
En particulier, si Z est un ensemble algébrique, les fermés de Z sont les ensembles algé-
briques contenus dans Z.
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Oscar ZARISKI (1899–1986)

Zariski est l’un des premiers mathématiciens a avoir
développé la géométrie algébrique à l’aide de mé-
thodes algébriques. Il est notamment connu pour avoir
étudié la « résolution des singularités » des surfaces.
Son livreCommutative algebra, écrit en collaboration
avec P. Samuel est devenu un grand classique.

Le théorème des zéros de Hilbert se reformule en :

PROPOSITION3.2.2. — Soit Z un ensemble algébrique. L’application X7→ I (X) in-
duit une bijection entre fermés de Z et idéaux deA (Z) égaux à leur radical ; par cette
bijection, les points de Z correspondent aux idéaux maximaux deA (Z).

Exercice 3.2.3. — Soit X un espace topologique compact et notonsC l’anneau des fonc-
tions continuesX → R. Montrer que les idéaux maximaux deC sont de la forme
{ f ; f (x) = 0} pour un uniquex ∈ X. (Question subsidiaire : le résultat reste-t-il vrai si
X n’est plus supposé compact ?)

PROPOSITION3.2.4. — Si Z est une partie deAn, V (I (Z)) est l’adhérence de Z dans
An pour la topologie de Zariski.

Démonstration. — Si I est un idéal dek[X1, . . . , Xn], on a Z ⊂ V (I ) si et seulement
si pour toutP ∈ I et toutx ∈ Z, P(x) = 0, autrement dit, si et seulement si pour tout
P ∈ I , P ∈ I (Z), c’est-à-direI ⊂ I (Z). La proposition en résulte.

PROPOSITION3.2.5. — Toute intersection décroissante de fermés deAn est station-
naire. (On dit queAn est unespace noethérien.)

Démonstration. — Cela revient à dire que toute réunion croissante d’idéaux (radiciels)
dek[X1, . . . , Xn] est stationnaire, ce qui est vrai puisquek[X1, . . . , Xn] est noethérien.

Remarquons que par l’évaluation des polynômes, tout élément deA (Z) définit une
fonction Z→ k.

DÉFINITION 3.2.6. — Si Z est un ensemble algébrique, on appelleouvert affinede Z
tout ouvert de la forme D( f ) = {x ∈ Z ; f (x) 6= 0}.
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C’est l’ouvert complémentaire dansZ du ferméV ( f ) ∩ Z.

PROPOSITION3.2.7. — Soit Z un ensemble algébrique deAn.

1. Tout ouvert de Z est réunion finie d’ouverts affines de Z.
2. On peut extraire de tout recouvrement ouvert de Z un sous-recouvrement fini.

En d’autres termes, la topologie de Zariski d’un ensemble algébrique estquasi-compacte
et les ouverts affines en forment une base d’ouvert.

Démonstration. — Soit U un ouvert deZ, F son fermé complémentaire dont on note
I ⊂ A (Z) l’idéal. Soit ( fi ) une famille de générateurs de l’idéalI . Alors, x ∈ U si et
seulement s’il existei tel que fi (x) 6= 0, c’est-à-direU =

⋂
i D( fi ).

Pour la seconde partie, il suffit de prouver que l’on peut extraire un recouvrement fini
de Z d’un recouvrement ouvert par des ouverts affines. SoitZ =

⋃
i D( fi ) un tel recou-

vrement. Alors, l’idéal engendré par lesfi dansA (Z) n’est contenu dans aucun idéal
maximal deA (Z) : un tel idéal maximal correspond à un pointx ∈ Z tel que pour tout
i , fi (x) = 0 ce qui contredit le fait que lesD( fi ) recouvrentZ. Cet idéal est donc égal à
A (Z) et il existe une combinaison linéaire

∑
i ai fi = 1. La somme précédente est bien

sûr finie et la réunion desD( fi ) pour lesquelsai 6= 0 est égale àZ.

Exercice 3.2.8. — Soit Z un ensemble algébrique deAn. Montrer que l’application qui
associe à un idempotente ∈ A (Z) (c’est-à-dire vérifiante2

= e) le ferméV (e) définit
une bijection sur l’ensemble des parties deZ à la fois ouvertes et fermées.

En particulier,Z est connexe si et seulement siA (Z) n’a pas d’autre idempotents que
0 et 1.

DÉFINITION 3.2.9. — On dit qu’une partie non vide Z⊂ An est irréductiblesi pour
tous fermés Z1 et Z2 deAn tels que Z⊂ Z1 ∪ Z2, on a Z⊂ Z1 ou Z⊂ Z2.

LEMME 3.2.10. — Une partie non vide Z est irréductible si et seulement si elle n’est
pas réunion de deux fermés (pour la topologie induite) strictement contenus dans Z.

Si Z est irréductible, tout ouvert non vide de Z est dense dans Z.

Démonstration. — La première partie du lemme est une reformulation de la définition
puisqu’un fermé deZ est de la formeZ ∩ Z1 pour un ensemble algébriqueZ1 ⊂ An.

L’autre assertion en résulte : par passage aux complémentaires, on voit que l’intersec-
tion de deux ouverts non vides d’une partie irréductible est non vide. Par suite, tout ouvert
non vide d’une partie irréductible est dense.

PROPOSITION3.2.11. — Un ensemble algébrique Z est irréductible si et seulement si
son idéalI (Z) est un idéal premier de k[X1, . . . , Xn].

Remarquons que cela revient à dire queA (Z) est intègre.
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Démonstration. — Supposons queZ est irréductible et soientf , g ∈ k[X1, . . . , Xn] tels
que f g ∈ I (Z). On a ainsi

Z ⊂ V ( f g) = V ( f ) ∪ V (g).

Quitte à échangerf et g, on peut ainsi supposer queZ ⊂ V ( f ). Autrement dit, f ∈
I (Z), etI (Z) est un idéal premier.

Réciproquement, supposons queI (Z) est un idéal premier. SiZ = Z1 ∪ Z2, on a
I (Z) = I (Z1) ∩I (Z2). D’après le lemme d’évitement des idéaux premiers1.1.1, on
aI (Z1) = I (Z) ouI (Z2) = I (Z). Ainsi, Z = Z1 ou Z = Z2.

Exercice 3.2.12(Fermés de la droite affine). — Montrer que les fermés deA1 sont les
parties finies deA1 ainsi queA1. En particulier,A1 est irréductible. Remarquer aussi que
tout ouvert non vide est dense et que la topologie de Zariski surA1 n’est pas séparée.

Montrer enfin que la topologie de Zariski surA2
= A1

× A1 est strictement plus fine
que la topologie produit.

Exercice 3.2.13. — Traduire géométriquement le lemme d’évitement1.1.2.

PROPOSITION3.2.14. — Tout ensemble algébrique non vide Z deAn s’écrit de manière
unique comme la réunion d’un nombre fini de parties irréductibles Z= Z1 ∪ · · · ∪ Zm

telles que Zi 6⊂ Z j pour i 6= j .

Démonstration. — Transcrite en termes d’idéaux, c’est un cas particulier de la décompo-
sition primairequi implique qu’un anneau noethérien réduit n’a qu’un nombre fini d’idéaux
premiers minimaux dont l’intersection est réduite à(0), voir la proposition1.3.2.

On peut aussi le démontrer en n’utilisant que le fait (proposition3.2.5) que Z est un
espace noethérien. L’argument est de toutes façons analogue à celui fait dans la proposi-
tion 1.3.2.

Montrons maintenant que tout fermé est réunion finie de fermés irréductibles. Pour
obtenir la proposition, il suffira de considérer une expression deZ comme réunion finie
de fermés irréductibles et de n’en retenir que les parties maximales.

Considérons donc l’ensembleC des parties fermées deZ qui ne sont pas réunion finie
de parties irréductibles. Si par l’absurdeC est non vide, le fait queZ est un espace noe-
thérien implique qu’il admet un élément minimalW qui n’est pas réunion finie de parties
irréductibles. On peut ainsi écrireW = W1 ∪W2 pour deux fermésW1 et W2 strictement
contenus dansW. CommeW est choisi minimal,W1 etW2 n’appartiennent pas àC et sont
réunion finie de parties irréductibles. Par suite,W est réunion finie de parties irréductibles
et la contradiction est visible !

DÉFINITION 3.2.15. — Par définition, les Zi sont lescomposantes irréductiblesde Z.
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(Ce sont les fermés irréductibles maximaux contenus dansZ.)

3.3. Variétés algébriques affines

DÉFINITION 3.3.1. — On appelleensemble quasi-algébriquetout ouvert d’un ensemble
algébrique.

DÉFINITION 3.3.2. — Soit Z⊂ An un ensemble quasi-algébrique On dit qu’une fonc-
tion f : Z → k estrégulière en un pointx ∈ Z s’il existe un voisinage ouvert U de
x dans Z et deux polynômes g, h∈ k[X1, . . . , Xn] tels que si z∈ U, h(z) 6= 0 et
f (z) = g(z)/h(z).

Une fonction f : Z→ k est diterégulièresi elle est régulière en tout point de Z.

Remarque 3.3.3. — Si f est régulière enx ∈ Z, alors f est régulière dans un voisinage
dex dansZ.

LEMME 3.3.4. — L’ensemble des fonctions régulières sur Z est une k-algèbre notée
O(Z). Les éléments inversibles deO(Z) sont les fonctions régulières qui ne s’annulent
pas.

Démonstration. — Laissée en exercice.

DÉFINITION 3.3.5. — Soit Z un ensemble quasi-algébrique. Lefaisceau des fonctions
régulièresOZ sur Z est le faisceau en k-algèbres dont l’ensemble des sections sur un
ouvert U⊂ Z est l’anneauO(U ).

Soit Z ⊂ An un ensemble quasi-algébriqueZ ⊂ An ; la fonction f : Z→ k induite par
un polynôme dek[X1, . . . , Xn] est manifestement régulière, d’où un homomorphisme de
k-algèbresk[X1, . . . , Xn] → O(Z) dont le noyau est par définitionI (Z). Il en résulte
un homomorphisme injectif

α : A (Z) = k[X1, . . . , Xn]/I (Z) ↪→ O(Z).(3.3.6)

THÉORÈME3.3.7. — Si Z est un ensemble algébrique, l’homomorphismeα est un iso-
morphisme.

Démonstration. — Soit ϕ ∈ O(Z). Il existe un recouvrement ouvert fini(Ui ) de Z tel
que surUi , ϕ s’écriveϕi = gi /hi pour deux polynômesgi et hi , hi ne s’annulant pas sur
Ui . On peut supposer que le recouvrement est fini est queUi est de la formeD( fi ).

Commehi ne s’annule pas surD( fi ), on aV (hi ) ⊂ V ( fi ). Par le théorème des zéros
de Hilbert3.1.14,

√
( fi ) ⊂

√
(hi ) ⊂ A (Z). Il en résulte qu’il existeni ≥ 1 tel que
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f ni
i ∈ (hi ). On peut ainsi supposer quehi = f ni

i . En remplaçantfi par f ni
i , on peut

même supposerni = 1.
Écrivons alors queϕi et ϕ j coïncident surUi ∩ U j = D( fi f j ) : pour toutx ∈ Z, ou

bien fi (x) = 0, ou bien f j (x) = 0, ou bien fi (x)g j (x) = f j (x)gi (x), si bien que

( fi f j )( fi g j − f j gi ) = 0 ∈ A (Z).

La réunion desD( fi ) = D( f 2
i ) est égale àZ, autrement dit, l’idéal engendré par lesf 2

i
contient 1. Écrivons donc 1=

∑
j f 2

j k j pour desk j ∈ A (Z) et posons̃ϕ =
∑

j f j g j k j ∈

A (Z). Alors, six ∈ D( fi ),

f 2
i (x)ϕ̃(x) =

∑
j

f j f 2
i g j k j =

∑
j

fi f 2
j gi k j

= fi gi

∑
j

k j f 2
j = fi gi

et donc

f 2
i (ϕ̃(x)− ϕ(x)) = fi gi − fi gi = 0.

Finalement, pour toutx ∈ Z, il existei tel que fi (x) 6= 0 et doncϕ(x) = ϕ̃(x). On a ainsi
ϕ = ϕ̃, ce qui prouve queα est surjectif.

DÉFINITION 3.3.8. — On appellevariété algébrique affinetout espace annelé isomorphe
à (Z,OZ) pour un ensemble algébrique Z. Une variété algébrique quasi-affine est un ou-
vert d’une variété algébrique affine.

Si X et Y sont deux variétés algébriques quasi-affines, un morphisme de variétés al-
gébriques quasi-affines est un morphisme d’espaces annelés. On noteHom(X,Y) l’en-
semble des morphismes de X dans Y .

On dit qu’un morphisme f: X → Y est unisomorphismes’il existe un morphisme
g : Y→ X tel que f◦ g = idY et g◦ f = idX.

Explicitons ce que signifie pour une applicationf : X → Y d’être un morphisme de
variétés : d’après la définition d’un morphisme d’espaces annelés,f est continue et pour
tout ouvertV ⊂ Y et toute fonction régulièreϕ sur V , ϕ ◦ f est une fonction régulière
sur l’ouvert f −1(V) ⊂ X.

THÉORÈME3.3.9. — Soient X ⊂ An et Y ⊂ Am deux variétés algébriques quasi-
affines. Une application f: X → Y est un morphisme de variétés algébriques quasi-
affines si et seulement si les composantes( f1, . . . , fm) de f sont des fonctions régulières
sur X.

Démonstration. — Comme les polynômesX1, . . . , Xm définissent des fonctions régu-
lièresx1, . . . , xm surY telles quexi ◦ f = fi , cette condition est nécessaire.
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Réciproquement, supposons que les composantes( f1, . . . , fm) de f sont des fonctions
régulières surX. Soit alorsV un ouvert deY etϕ une fonction régulière surV . On veut
prouver quef −1(V) est un ouvert deX sur lequelϕ ◦ f est régulière. Soitξ ∈ f −1(V) et
posonsη = f (ξ). Il faut donc démontrer qu’il existe un ouvert deAn contenantξ , et deux
polynômesg, h ∈ k[X1, . . . , Xn], h ne s’annulant pas surU ∩X tels que pourx ∈ U ∩X,
ϕ( f (x)) = g(x)/h(x).

Commeϕ est régulière enη, il existeψ, γ, θ ∈ k[Y1, . . . ,Ym] tels queψ(η) 6= 0, θ ne
s’annule pas surD(ψ) ∩ Y, et pour touty ∈ D(ψ) ∩ Y, ϕ(y) = γ (y)/θ(y). Par suite, si
ψ( f (x)) 6= 0,

(ϕ ◦ f )(x) =
γ ◦ f (x)

θ ◦ f (x)
.

Or, f est donné dans un voisinage deξ par une famille de fractions rationnelles (dont
le dénominateur ne s’annule pas dans ce voisinage). Dans ce voisinage, la condition
ψ( f (x)) 6= 0 est ainsi donnée par la non-nullité d’un polynôme (le numérateur deψ ◦ f )
et l’on voit queϕ ◦ f est une application régulière dans un voisinage deξ .

THÉORÈME3.3.10. — Soient X une variété quasi-affine et Y une variété affine. L’ap-
plication

Hom(X,Y) −→ Hom(O(Y),O(X)), f 7→ f ∗ = · ◦ f

est une bijection

Démonstration. — SupposonsX ⊂ An, Y ⊂ Am.
Montrons que cette application est injective. Soientf : X → Y et g : X → Y deux

morphismes tels quef ∗ = g∗. On a ainsif ∗(yi ) = g∗(yi ) pour touti ∈ {1, . . . ,m}, donc
fi = gi et ainsi f = g.

Réciproquement, montrons qu’elle est surjective. Soitϕ : O(Y) → O(X) un homo-
morphisme dek-algèbres. Posonsfi = ϕ(yi ) et f = ( f1, . . . , fm). Chaquefi est par
définition une application régulière surX, d’où un morphisme de variétés quasi-affines
f : X→ Am.

Il reste à prouver quef (X) ⊂ Y et que f ∗ = ϕ· Soit P ∈ k[Y1, . . . ,Ym], P =∑
ca
∏

Yai
i . Alors,

f ∗(P) = P ◦ f =
∑

ca

∏
f ai
i =

∑
ca

∏
ϕ(yi )

ai = ϕ(
∑

ca

∏
yai

i ) = ϕ(P|Y).

Ainsi, si P ∈ I (Y), f ∗(P) = 0, ce qui impliquef (X) ⊂ Y. Il vient alors f ∗ = ϕ.

COROLLAIRE 3.3.11. — Deux variétés algébriques affines sont isomorphes si et seule-
ment si leurs anneaux de fonctions régulières sont isomorphes. Plus précisément, X7→

A (X) définit une équivalence de catégories entre la catégories des variétés algébriques
affines et la catégorie des k-algèbres de type fini réduites.
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Exercice 3.3.12. — Soit X une variété algébrique affine etf ∈ A (X). Montrer que
D( f ) = {x ∈ X ; f (x) 6= 0} est isomorphe à une variété algébrique affine et que
0(D( f ),OX) = A (X)[1/ f ].

Exercice 3.3.13. — Montrer queU = A2
\ {(0,0)} n’est pas isomorphe à une variété

algébrique affine. (CalculerO(U ).)

Exercice 3.3.14. — Soit f : A1
→ A2 donné parf (t) = (t2, t3). Montrer que f est

un morphisme injectif dont l’image est une variété algébrique affineC ⊂ A2. Déterminer
l’idéal de C ; en déduire le morphismef ∗ : A (C) → A (A1). Est-ce quef est un
isomorphisme ? Les variétés algébriquesA1 etC sont-elles isomorphes ?

Remarque 3.3.15. — Le fait que le foncteur qui associe à une variété algébrique affine
son anneau de fonctions régulières soit essentiellement surjectif signifie qu’il existe pour
toutek-algèbre de type fini réduiteA une variété algébriqueX telle queA ' A (X). Il
est remarquable que l’on puisse définir une telle variété algébrique sans faire intervenir
une présentation deA. On pose en effetX = SpmA (l’ensemble des idéaux maximaux
de A). Si I est un idéal deA, on définitV(I ) comme l’ensemble desm ∈ SpmA tels
que I ⊂ m. LesV(I ) définissent les fermés d’une topologie sur SpmA dont lesD( f ) =
SpmA\V(( f )) forment une base d’ouverts. Le faisceau structural est défini de sorte que
0(D( f ),OX) = A f = A[1/ f ] : si a ∈ A et r ≥ 0, la fonctiona/ f r a pour valeur en
m ∈ D( f ) l’élémenta/ f r (mod )m ∈ A/m = k.

Il reste à vérifier que SpmA est bien une variété algébrique affine. Or, écrivonsA =
k[X1, . . . , Xn]/I pour un idéal radicielI de k[X1, . . . , Xn]. On définit f : X → An

en associant àm le n-uplet (Xi (mod m)) deAn. Le théorème des zéros de Hilbert im-
plique quef est un homéomorphisme de SpmA surV (I ) et il est alors clair que c’est un
isomorphisme d’espaces annelés.

Exercice 3.3.16. — Soit k un corps etϕ : A→ B un homomorphisme dek-algèbres de
type fini. Montrer que pour tout idéal maximalm ⊂ B, ϕ−1(m) est un idéal maximal de
A. (Utiliser le théorème des zéros de Hilbert.)

3.4. Variétés algébriques

On a expliqué dans le chapitre2 comment la géométrie différentielle étudie les espaces
annelés modelés sur les ouverts deRn. En géométrie algébrique, considérer des ouverts
de Zariski de l’espace affine fournirait trop peu de variétés. Ce sont ici les variétés algé-
briques affines qui jouent le rôle des ouverts deRn.
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DÉFINITION 3.4.1. — On dit qu’un espace annelé(X,OX) est unevariété algébrique
s’il existe un recouvrement de X par un nombrefini d’ouverts Ui tels que(Ui ,OX|Ui ) est
isomorphe comme espace annelé à une variété algébrique affine.

Un morphisme de variétés algébriques est un morphisme en tant qu’espaces annelés.

DÉFINITION 3.4.2 (cf.3.2.6). — On dira qu’un ouvert d’une variété algébrique est un
ouvert affines’il est isomorphe à une variété algébrique affine.

Par définition, toute variété algébrique possède un recouvrement ouvert par un nombre
fini d’ouverts affines.

DÉFINITION 3.4.3 (cf.3.2.9et3.2.15). — On dit qu’une partie non vide d’une variété
algébrique est irréductible si elle n’est pas réunion de deux parties fermées pour la topo-
logie induite strictement contenues.

Un fermé non vide Z est irréductible si et seulement si pour tous fermés Z1 et Z2 tels
que Z⊂ Z1 ∪ Z2, on a Z⊂ Z1 ou Z⊂ Z2.

PROPOSITION3.4.4. — Soit X une variété algébrique.

1. Les ouverts affines de X forment une base de la topologie de X.
2. Toute suite décroissante de fermés de X est stationnaire.
3. De tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini (la

topologie de X estquasi-compacte).
4. (cf. 3.2.14) Il existe un nombre fini de fermés irréductibles maximaux (sescompo-

santes irréductibles) dans X dont X est la réunion.

Démonstration. — 1) Cela signifie que tout ouvert non vide deX est réunion d’ouverts
affines. CommeX est recouvert par des ouverts affines, il suffit de démontrer l’assertion
lorsqueX est affine. C’est alors la proposition3.2.7.

2) Soit (Ui ) un recouvrement deX par un nombre fini d’ouverts affines. L’assertion
analogue a été prouvée pour lesUi (proposition3.2.5. L’intersection avec chaqueUi d’une
suite décroissante de fermés est ainsi stationnaire et comme le recouvrement est fini, la
suite est elle-même stationnaire.

Les points 3) et 4) résultent directement du point précédent. Il suffit de recopier la
démonstration des propositions3.2.7et3.2.14.

PROPOSITION3.4.5. — Munie de la structure d’espace annelé induit, une partie loca-
lement fermée d’une variété algébrique est une variété algébrique.

Démonstration. — Soit X une variété algébrique etZ ⊂ X une partie localement fermée.
Cela signifie queZ est un ouvert de son adhérenceZ̄. Ainsi, il suffit de traiter les deux
casZ ouvert etZ fermé. Mais le cas oùZ est ouvert résulte de la proposition précédente,
les ouverts affines formant une base des ouverts deX.
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Supposons donc queZ est fermé. Soit(Ui ) un recouvrement fini deX par des ouverts
affines. Si l’on prouve que chaque(Z ∩ Ui ,OX|Z∩Ui ) est une variété algébrique affine,
la proposition sera démontrée. Cela nous ramène au cas oùX est affine. Dans ce cas,
Z est défini par un idéalI (Z) deA (X) et est naturellement une variété algébrique. Si
X ⊂ An, par définition, une fonction régulière surZ est localement la restriction d’une
fonction régulière surX (et même surAn). Autrement dit, les faisceauxOZ et(OX/IZ)|Z

coïncident. La proposition est ainsi prouvée.

DÉFINITION 3.4.6. — Unesous-variétéd’une variété algébrique est un fermé d’une va-
riété algébrique muni de la structure de variété algébrique induite.

Si l’on veut construire des exemples non triviaux de variétés algébriques, la méthode
de recollement est incontournable. Nous l’avions rappelée dans le contexte général des
espaces annelés dans le théorème2.3.1; appliquée au cas des variétés algébriques affines,
le théorème devient le suivant.

THÉORÈME3.4.7 (Construction de variétés par recollement). — Soient(Xi ) une famille
finie de variétés algébriques affines et, pour tout couple(i, j ) un ouvert Xi j de Xj , un
isomorphisme de variétés quasi-affines,ϕi j : Xi j → X j i , tels que

– si i = j , Xi i = Xi etϕi i = idXi ;
– pour tous i et j ,ϕ j i = ϕ

−1
i j ;

– pour tous i, j, k, ϕi j (Xi j ∩ Xik) = X j i ∩ X jk et on a la relationϕ jk ◦ ϕi j = ϕik sur
l’ouvert Xi j ∩ Xik de Xi .

Alors, il existe une unique variété algébrique X munie d’un atlas(ϕi : Ui
∼
−→ Xi ) tel que

pour tous i et j , Xi j = ϕi (Ui ∩U j ) etϕi j = ϕ j ◦ ϕ
−1
i .

Finalement, les morphismes d’une variété algébrique dans une variété affine sont don-
nés par le théorème suivant, qui étend le théorème3.3.10.

THÉORÈME3.4.8. — Soit X une variété algébrique et Y une variété affine. L’applica-
tion

Hom(X,Y)→ Hom(A (Y),O(X)), ϕ 7→ ϕ∗

est une bijection.

Démonstration. — Notonsθ cette application. SiX est réunion d’ouverts affinesUi ,
on a pour touti une bijectionθi : Hom(Ui ,Y) → Hom(A (Y),A (Ui )) en vertu du
théorème3.3.10. De plus, pour toutef ∈ A (Y), θi ( f ) = θ( f )|Ui .

Montrons que l’applicationθ est injective : siθ(ϕ) = θ(ϕ′), cela signifie que pour toute
fonction régulièref ∈ A (Y), f ◦ ϕ = f ◦ ϕ′. En particulier,f ◦ ϕ|Ui = f ◦ ϕ′|Ui , d’où
θi (ϕ) = θi (ϕ

′) etϕ|Ui = ϕ
′
|Ui . Comme lesUi recouvrentX, ϕ = ϕ′.

Montrons maintenant queθ est surjective. Soitψ un homomorphismeA (Y)→ O(X).
On en déduit des homomorphismesψi : A (Y)→ O(Ui ) qui sont donc de la formeθi (ϕi )
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pour un unique morphismeϕi : Ui → Y. SurUi ∩U j , l’homomorphismeψi j : A (Y)→
O(Ui ∩ U j ) s’écrit θi j (ϕi ) = θi j (ϕ j ), si bien queϕi et ϕ j coïncident surUi ∩ U j . Par
recollement, on en déduit un morphismeϕ : X → Y tel queϕ|Ui = ϕi . Il faut prouver
queθ(ϕ) = ψ . Or, si f ∈ A (Y),

θ(ϕ)( f )|Ui = f ◦ ϕ|Ui = f ◦ ϕi = θi (ϕi )( f ) = ψ( f )|Ui

et comme lesUi recouvrentX, θ(ϕ)( f ) = ψ( f ). Comme c’est vrai pour toutf , θ(ϕ) =
ψ et θ est surjective.

3.5. Localisation

DÉFINITION 3.5.1. — Soit X une variété algébrique. Si x∈ X, on appelleanneau local
de X en x la k-algèbre

OX,x = lim
−→

U3x

OX(U )

lorsque U parcourt les voisinages de x dans X.

Il convient d’expliciter cette définition : on considère les couples(U, f ) formés d’un
voisinageU dex et d’une fonction régulièref surU . On les munit de la relation d’équi-
valence selon laquelle(U, f ) ∼ (V, g) si f = g sur un voisinage dex contenu dans
U ∩ V . L’ensemble quotient est naturellement muni d’une structure dek-algèbre et s’in-
terprète comme l’ensemble des fonctions régulières sur un voisinage dex dansX. Une
telle fonction sur un voisinage non précisé est appelégermede fonction régulière enx.
Autrement dit,OX,x est lak-algèbre des germes de fonctions régulières enx.

PROPOSITION3.5.2. — Soient X une variété algébrique, x un point de X et U⊂ X
un ouvert affine contenant x. Soitmx l’idéal maximal deA (U ) correspondant au point
x. Alors, la k-algèbreOX,x est canoniquement isomorphe à l’anneau localiséA (U )mx .
C’est ainsi un anneau local dont l’idéal maximal est l’idéal des germes de fonctions
régulières qui s’annulent en x.

Démonstration. — On a une application naturelleϕ : A (U )→ OX,x ; par cette applica-
tion, un élémentf 6∈ mx a pour image un élément inversible deOX,x puisque la fonction
1/ f est alors définie sur le voisinageU ∩ D( f ) de x. Il en résulte un homomorphisme
A (U )mx → OX,x.

Cet homomorphisme est injectif : sif/g a pour image 0, cela signifie que la fonction
f/g est nulle dans un voisinage dex, donc f = 0 dans un voisinage ouvertV ⊂ U de
x. Soit Z = U ⊂ V le fermé complémentaire. D’après le lemme d’évitement1.1.2, il
existeh ∈ I (Z) ⊂ A (U ) tel queh(x) 6= 0. Alors, f h = 0 maish 6∈ mx ce qui implique
f/1= 0 dansA (U )mx .
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Cet homomorphisme est surjectif : un élément deOX,x est la classe d’un couple(V, f )
pour un voisinageV de x et une fonction régulièref sur V . Quitte à restreindreV , on
peut supposer quef = g/h pour deux polynômesg et h avech ne s’annulant pas surV .
Commeh(x) 6= 0, on voit que(V, f ) est l’image de l’élément notég/h dansA (U )mx .

CommeA (U )mx est un anneau local,OX,x aussi.

Par construction, l’anneauOX,x « voit » ce qui se passe dans un voisinage dex ∈ X.
Par exemple :

PROPOSITION3.5.3. — Le point x appartient à une seule composante irréductible de
X si et seulement si l’anneau localOX,x est intègre.

En général, c’est un anneau réduit dont les idéaux premiers minimaux s’identifient aux
composantes irréductibles de X qui passent par x.

Démonstration. — Soit U un voisinage affine dex. Comme l’anneauA (U ) est réduit,
ses localisés aussi etOX,x aussi.

Les idéaux premiers deA (U )mx correspondent aux idéaux premiers deA (U ) conte-
nus dansmx. Alors, les idéaux premiers minimaux deA (U ) correspondent aux idéaux
premiers minimaux deA (U ) contenus dansmx, c’est-à-dire aux composantes irréduc-
tibles deU qui contiennentx. Comme ces dernières ont pour adhérence les composantes
irréductibles deX qui contiennentx et que réciproquement, l’intersection avecU d’une
composante irréductible deX est ou vide, ou une composante irréductible, la deuxième
partie de la proposition est prouvée.

La première partie en résulte, compte-tenu du lemme1.3.1 selon lequel un anneau
réduit n’ayant qu’un seul idéal premier minimal est intègre.

DÉFINITION 3.5.4. — Soit X une variété algébrique irréductible. On appellecorps des
fonctionsde X la k-algèbre

k(X) = lim
−→

U 6=∅

OX(U )

lorsque U parcourt les ouverts non vides de X.

PROPOSITION3.5.5. — Soit X une variété algébrique irréductible. Le corps des fonc-
tions de X est un corps ; pour tout ouvert affine non vide U⊂ X, il s’identifie canonique-
ment au corps des fractions de l’algèbre intègreA (U ).

Démonstration. — Commek(X) est une limite inductive dek-algèbres, c’est unek-
algèbre. C’est aussi un corps : sif est une fonction régulière sur un ouvertU non vide de
X et si f 6= 0, la fonction 1/ f est régulière sur l’ouvert non videU \ ¯V ( f ).

SoitU un ouvert affine non vide deX ; par définition de la limite inductive, on peut ne
prendre la limite que sur les ouverts affines contenus dansU . Autrement dit, l’homomor-
phisme naturelk(X)→ k(U ) est un isomorphisme.
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Il reste à prouver que siX est affine,k(X) = FracA (X). L’homomorphisme injectif
naturelA (X) → k(X) induit une injection FracA (X) ↪→ k(X) puisquek(X) est un
corps. Réciproquement, sif ∈ k(X), il existe un ouvertU ⊂ X tel que f est une fonction
régulière surU . Quitte à restreindreU , on peut supposer queU = D(ϕ) pour une fonction
non nulleϕ ∈ A (X). D’après l’exercice3.3.12, OX(D(ϕ)) = A (X)[1/ϕ] ce qui prouve
que f est de la formeg/ϕn pour une fonctiong ∈ A (X) et n ≥ 1. Cela implique
visiblement f ∈ FracA (X).

Remarque 3.5.6. — En géométrie différentielle ou en géométrie analytique complexe,
une telle proposition serait totalement fausse : une fonction holomorphe surC \ {0}
ne s’écrit pas forcément comme le quotient de deux fonctions holomorphes surC, par
exemplez 7→ e1/z.

Elle permet aussi de vérifier le bien fondé d’avoir définir les variétés algébriques comme
localement isomorphes à une variété affine, et non un simple ouvert deAn. En effet, si
X est une variété algébrique irréductible contenant un ouvert isomorphe à un ouvert non
vide deAn, on aurak(X) ' k(X1, . . . , Xn). Une telle variété est diterationnelle.

La proposition suivante interviendra dans la démonstration du théorème5.4.11.

PROPOSITION3.5.7. — Soient X et Y deux variétés algébriques irréductibles. Si leurs
corps de fonctions k(X) et k(Y) sont isomorphes, il existe des ouverts non vides U⊂ X
et V ⊂ Y tels que U' V .

Démonstration. — On peut supposer queX etY sont affines et queA (X) etA (Y) sont
deux sous-k-algèbres de type fini deK = k(X). CommeK = FracA (Y) etA (X) est de
type fini, il existe f ∈ K , f 6= 0 tel queA (X) ⊂ A (Y)|1/ f ]. De même, il existeg ∈ K ,
g 6= 0 tel queA (Y) ⊂ A (X)[1/g]. On a alors

A (X)[1/ f g] ⊂ A (Y)[1/ f g] ⊂ A (X)[1/ f g],

autrement dit,A (X)[1/ f g] = A (Y)[1/ f g].
Soit a ∈ A (X) tel queA (X)|1/ f g] = A (X)[1/a] (le numérateur def g convient).

De même, choisissonsb ∈ A (Y) tel queA (Y)|1/ f g] = A (Y)[1/b]. D’après l’exer-
cice 3.3.12, on aA (D(a)) = A (X)[1/a] et A (D(b)) = A (Y)[1/b] ce qui implique
queD(a) ⊂ X et D(b) ⊂ Y sont isomorphes, ainsi qu’il fallait démontrer.





CHAPITRE 4

EXEMPLES

It’s time for examples!Même si, bien sûr, les variétés affines et les variétés quasi-affines
du chapitre précédent sont des variétés algébriques.

4.1. Espaces projectifs

4.1.1. Droite projective. — L’exemple le plus simple de variété algébrique qui n’est pas
une variété affine est la droite projectiveP1. Classiquement, celle-ci est définie comme
l’ensemble des droites vectorielles du plank2, mais cette définition ne rend pas apparente
la structure de variété algébrique, ni celle de variété différentielle lorsquek = R ou
C, ni même dans ces cas celle d’espace topologique. En associant à un couple(a,b) ∈
k2
\ {(0,0)} la droite d’équationax+ by= 0, on voit quand même queP1 est le quotient

de k2
\ {0} par k∗, d’où au moins une structure d’espace topologique quotient. Pour la

structure de variété, cela nécessite encore du travail...
Cependant, les droites du plan ont ou bien une équationax + y = 0 aveca ∈ k, ou

bien une équationx+ by= 0 avecb ∈ k. À part les deux axes de coordonnées, toutes les
droites ont une équation de chaque forme et si une droite est représentée parax+ y = 0
aveca 6= 0, elle a aussi l’équationx + by = 0 avecb = 1/a 6= 0. Autrement dit, on
obtient l’ensemble des droites vectorielles dek2 en prenant deux copies de la droite affine
A1 et en lesrecollant le long de l’ouvertA1

\ {0} via l’isomorphismeA1
\ {0} → A1

\ {0}
défini part 7→ 1/t .

4.1.2. Espace projectif. —Plus généralement, l’espace projectifPn est l’ensemble des
hyperplans vectoriels dekn+1. Montrons comment le munir d’une structure de variété al-
gébrique. Si(y0, . . . , yn) sont les coordonnées dekn+1, un hyperplan possède une équa-
tion x0Y0 + · · · + xnYn = 0. Si xi 6= 0, on peut diviser l’équation parxi et supposer
xi = 1. On considère ainsin + 1 copiesU0, . . . ,Un de l’espace affineAn, où Ui est la
sous-variété d’équationxi = 1 deAn+1. Pour tout couple(i, j ) aveci 6= j , l’ouvert Ui j
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deUi est défini parx j 6= 0 et

ϕi j : (x0, . . . , xn) = (x0/x j , x1/x j , . . . , xn/x j )

définit un isomorphismeUi j → U j i . Il est facile de constater queϕ jk ◦ ϕi j = ϕik . Par
recollement, on obtient une variété algébrique, appeléeespace projectifde dimensionn
et notéPn dont les points sont exactement les(x0, . . . , xn) ∈ kn+1

\ {0} modulo l’action
par multiplication dek∗.

Dans la suite, on notera(x0 : . . . : xn) le point dePn(k) qui est la classe de(x0, . . . , xn).
Inversement,(x0, . . . , xn) seront appeléescoordonnées homogènesde ce point.

PROPOSITION4.1.3. — L’application θ : An+1
\ {(0, . . . ,0)} → Pn qui associe(x0 :

. . . : xn) à (x0, . . . , xn) est un morphisme.

Démonstration. — Soit Vi ⊂ An+1 l’ouvert défini parxi 6= 0 etUi l’ouvert dePn défini
parxi 6= 0. On a doncUi = θ(Vi ).

On a identifiéUi à la variété algébrique affine d’équationxi = 1 dansAn+1. Ainsi,
θ : Vi → Ui s’écrit (x0, . . . , xn) → (x0/xi , . . . , xn/xi ). CommeXi ne s’annule pas sur
Vi , θ est ainsi un morphismeVi → Pn. Comme lesVi recouvrentAn+1

\ {0}, θ est un
morphisme.

La proposition suivante prouve quePn n’est pas une variété affine.

PROPOSITION4.1.4. — On aO(Pn) = k.

Démonstration. — Soit f ∈ O(Pn). Il existe des polynômesP0, . . . , Pn tels que sur
l’ouvert Ui ' An, on a

f ((x0 : . . . : xn)) = Pi (x0/xi , . . . , xi−1/xi , xi+1/xi , . . . , xn/xi ).

On peut rajouterXi comme variable àPi et supposer que pour touti , Pi est homogène de
degréd. SurUi ∩U0, on a ainsi la relation

Pi (x0/xi , . . . , xn/xi ) = P0(1, x1/x0, . . . , xn/x0),

d’où une égalité de polynômes

Pi (X0, . . . , Xn)X
d
0 = P0(X0, . . . , Xn)X

d
i .

CommeXi est irréductible et est premier àX0, le lemme de Gauß implique queXd
i divise

Pi , c’est-à-direPi = Xd
i Qi . On a alorsQi = Q0. Le degré deQi est égal àd − d = 0,

c’est-à-dire queQi est un élémenta dek et f ((x0 : . . . : xn)) = a. Autrement dit, toute
fonction algébrique surPn est constante.

Nous nous intéressons maintenant aux sous-variétés de l’espace projectif. Rappelons
que le degré d’un monôme

∏n
i=0 Xai

i est égal à
∑n

i=1 ai et qu’un polynôme est dit homo-
gène si tous les monômes dont il est la somme ont le même degré. Un idéal homogène de
k[X0, . . . , Xn] est un idéal engendré par des polynômes homogènes.
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Exercice 4.1.5. — 1) Vérifier qu’un idéalI ⊂ k[X0, . . . , Xn] est homogène si et seule-
ment si pour toutP ∈ I , décomposé sous la formeP =

∑
d Pd, Pd étant un polynôme

homogène de degréd, chacun desPd appartient àI .
2) Montrer que le radical d’un idéal homogène est encore un idéal homogène.

DÉFINITION 4.1.6. — Soit I ⊂ k[X0, . . . , Xn] un idéal homogène. On définitP(I )
comme l’ensemble des(x0 : . . . : xn) ∈ Pn(k) tels que pour tout polynôme homogène
P ∈ I , P(x0, . . . , xn) = 0 (cela a un sens car P est homogène).

THÉORÈME4.1.7. — Pour tout idéal homogène I ,P(I ) est un fermé dePn.

Démonstration. — En vertu du lemme2.3.2, il suffit de le vérifier après restriction à
chacun des ouverts affinesUi défini parxi 6= 0. Pour simplifier les notations, on ne traite
que le casi = 0. Soit doncI0 l’ensemble des polynômes dek[X1, . . . , Xn] de la forme
P(1, X1, . . . , Xn) pour P ∈ I . C’est un idéal carI est un idéal. Il est alors clair que
P(I ) ∩ U0 = V (I0) si bien queP(I ) ∩ U0 est un fermé deU0. Par suite,P(I ) est un
fermé dePn.

DÉFINITION 4.1.8. — Soit X⊂ Pn une partie fermée. On appelle cône affine au-dessus
de X la réunion de{0} et de l’image réciproque de X dansAn+1

\ {0} par le morphisme
canoniqueθ : An+1

\ {0} → Pn. On le note C(X) ; c’est un fermé deAn+1.

Justification. — Par définition,C(X) \ {0} = θ−1(X) est fermé dansAn+1
\ {0}. Comme

C(X) contient{0}, C(X) est donc fermé dansAn+1.

THÉORÈME4.1.9 (Nullstellensatz projectif). — Tout fermé non vide dePn est de la
formeP(I ) pour un unique idéal homogène I tel que I=

√
I et le cône affine au-dessus

de X est égal àV (I ).
D’autre part,P(I ) = ∅ si et seulement si I contient l’idéal(X0, . . . , Xn).

Démonstration. — SoientX un fermé non vide dePn, C(X) ⊂ An+1 son cône affine.
SoitI (X) l’idéal engendré par les polynômes homogènesP ∈ k[X0, . . . , Xn] tels que

P(x0, . . . , xn) = 0 pour tout(x0 : . . . : xn) ∈ X. Il est clair queI (X) =
√

I (X) et que
X ⊂P(I (X)).

Montrons queC(X) = V (I (X)) ; commeC(X) est fermé dansAn+1, cela revient à
prouver, en vertu du Nullstellensatz usuel (théorème3.1.14) queI (C(X)) = I (X).

LEMME 4.1.10. — On a les inclusions

I (C(X) \ {0}) ⊂ I (X) ⊂ I (C(X)).

Par suite, ces trois idéaux sont égaux et et C(X) = C(X) \ {0}.
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Preuve du lemme. — En effet, siP est un polynôme homogène s’annulant surX, il s’an-
nule surθ−1(X) ⊂ An+1. Mais comme il ne peut pas être de degré nul (X 6= ∅), il
s’annule aussi en 0. Ainsi,P s’annule surC(X), d’où I (X) ⊂ I (C(X)).

Réciproquement, soitP un polynôme s’annulant surC(X) \ {0} et montrons queP ∈
I (X). On peut écrireP comme une somme de polynômes homogènes :P =

∑
d Pd.

Si (x0 : . . . : xn) ∈ X, pour toutλ ∈ k∗, on a(λx0, . . . , λxn) ∈ C(X) \ {0} si bien que∑
d λ

d Pd(x0, . . . , xn) = 0. Cela implique que chacun desPd s’annule en(x0, . . . , xn).
Ainsi, chaquePd s’annule surX et P ∈ I (X). (Fin de la preuve du lemme.)

On peut maintenant prouver queX = P(I (X)). De fait, si (x0 : . . . : xn) ∈

P(I (X)), cela signifie que tout polynôme homogèneP ∈ I (X) s’annule au point
(x0, . . . , xn), d’où (x0, . . . , xn) ∈ V (I (X)) = C(X). Par suite,(x0 : . . . : xn) ∈ X.

Pour l’unicité, soitI un idéal homogène tel queI =
√

I et P(I ) = X ; on constate
que

V (I ) ∩ (An+1
\ {0}) = C(X) \ {0}

et donc queI ⊂ I (C(X) \ {0}). Il y a alors deux solutions : soitV (I ) = C(X), soit
V (I ) = C(X) \ {0}. Mais si X 6= ∅, C(X) \ {0} n’est pas fermé dansAn+1. Ainsi,
C(X) = V (I ) et doncI = I (X).

Si X = ∅, l’égalitéP(I ) = X implique queV (I ) ⊂ {0}, soit (X0, . . . , Xn) ⊂ I . Le
théorème est ainsi démontré.

DÉFINITION 4.1.11. — Unevariété projectiveest une variété algébrique isomorphe à
une sous-variété d’un espace projectif.

Une variété quasi-projective est un ouvert d’une variété projective.

Remarque 4.1.12. — Les variétés affines sont quasi-projectives. En revanche, toute va-
riété n’est pas quasi-projective, même s’il est difficile de donner un exemple. Une diffé-
rence fondamentale entre les variétés affines et les variétés projectives et sur ces dernières,
il n’existe pas de fonction régulière non localement constante définie partout.

Exercice 4.1.13(Plongement de Veronese(1)). — 1o) Soientn et d des entiers≥ 1. On
poseN =

(n+d
n

)
− 1. Montrer que le nombre des monômes de degréd enn+ 1 variables

est égal àN + 1. On les noteM0, . . . ,MN .
2o) Montrer que l’applicationϕd : Pn

→ PN donnée par(x0 : . . . : xn) 7→ (M0(x) :
. . . : MN(x)) est bien définie et est un isomorphisme dePn sur une sous-variété fermée
dePN .

(1) Giuseppe VERONESE(1854–1917). — Il développa la géométrie projective en dimension arbitraire.
Notamment, il mit en évidence les problèmes qui peuvent apparaître lorsqu’on cherche à faire vivre une
surface algébrique non singulière dansP3.
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3o) Soit f ∈ k[X0, . . . , Xn] un polynôme homogène de degréd. Montrer que le com-
plémentaire deP( f ) dansPn est une variété affine.

4.2. Produits

Dans cette section, nous voulons munir la produit de deux variétés algébriques d’une
structure de variété algébrique. C’est plus dur qu’il n’y paraît car le produit dans la ca-
tégorie des espaces topologiques est insuffisant : on a vu dans l’exercice3.2.12queA2

n’est pas homéomorphe àA1
× A1 muni de la topologie produit.

Pour définir le produit de deux variétés, on commence par le cas des variétés affines.

PROPOSITION4.2.1. — Soient X ⊂ An et Y ⊂ Am deux ensembles algébriques
d’idéaux I ⊂ k[X1, . . . , Xn] et J ⊂ k[Y1, . . . ,Ym]. IdentifionsAn

× Am à An+m. Alors,
X × Y ⊂ An+m est un ensemble algébrique : son idéal est engendré par les idéaux
I et J dans k[X1, . . . , Xn,Y1, . . . ,Ym] et son anneau des fonctions estA (X × Y) =
A (X)⊗k A (Y).

Démonstration. — Un point (x, y) de An
× Am appartient àX × Y si et seulement si

x ∈ X et y ∈ Y, donc si et seulement si les éléments deI s’annulent enx et ceux deJ
s’annulent eny. Ainsi, V (I + J) = V (I )× V (J).

On rappelle (cf.1.6.1) que l’on a un isomorphisme canonique

(k[X1, . . . , Xn]/I )⊗k (k[Y1, . . . ,Ym]/J) ' k[X1, . . . , Xn,Y1, . . . ,Ym]/(I + J).

Ainsi, si ( fi ) et (g j ) sont des polynômes définissant des bases deA (X) et A (Y) res-
pectivement, on peut écrire tout polynômeP ∈ k[X1, . . . , Xn,Y1, . . . ,Ym] de manière
unique sous la forme

P =
∑

ai, j fi (X)g j (Y)+ P0,

où lesai, j ∈ k et P0 ∈ I + J. Supposons donc queP ∈ I (X×Y). Il en résulte que pour
tout x ∈ X et touty ∈ Y, P(x, y) = 0. En particulier, pour toutx ∈ X,

P(x,Y) =
∑

j

(
∑

i

ai, j fi (x))g j (Y)+ P0(x,Y) ∈ I (Y) = J,

et donc, puisqueP0(x,Y) ∈ I (Y), on a pour toutj et pour toutx ∈ X que
∑

i ai, j fi (x) =
0. Cela implique queai, j = 0 pour touti et pour tout j , d’où P ∈ I + J et l’idéal de
X × Y est engendré dansk[X1, . . . , Xn,Y1, . . . ,Ym] par I et J.

Du même coup,

A (X × Y) = A (X)⊗k A (Y).
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COROLLAIRE 4.2.2. — Le produit de deux ensembles quasi-algébriques est un ensemble
quasi-algébrique.

PROPOSITION4.2.3. — Si X et Y sont irréductibles, X×Y aussi. (Le produit tensoriel
de deux k-algèbres de type fini intègres est intègre.)

Démonstration. — Supposons queX × Y = Z1 ∪ Z2, pour deux fermésZ1 et Z2 de
An+m. Pouri = 1 ou 2, soitXi = {x ∈ X ; x × Y ⊂ Zi }.

Soit x ∈ X. On peut écrire

Y ' x × Y = (Z1 ∩ (x × Y)) ∪ (Z2 ∩ (x × Y))

et commeY est irréductible, on ax × Y ⊂ Z1 ou Z2. Autrement dit,x ∈ X1 ou x ∈ X2,
ce qui impliqueX = X1 ∪ X2.

D’autre part,x ∈ X1 équivaut à dire que pour touty ∈ Y, (x, y) ∈ Z1 :

X1 = {x ∈ X ; ∀y ∈ Y, ∀P ∈ I (Z1), P(x, y) = 0}

est ainsi un ensemble algébrique fermé. De même,X2 est fermé.
CommeX = X1 ∪ X2 est irréductible,X = X1 ou X = X2, c’est-à-direX × Y = Z1

ou Z2.

Pour définir le produit de deux variétés algébriques arbitraires, un peu de formalisme
de théorie des catégories est utile.

DÉFINITION 4.2.4. — SoientC une catégorie, X et Y deux objets deC. On dit qu’un
triplet (Z, p,q), où Z est un objet deC, p : Z→ X et q : Z→ Y sont deux morphismes,
est unproduit si la propriété universelle suivante est satisfaite : pour tout triplet(W, f, g)
formé d’un objet deC et de deux morphismes f: W → X et g : W → Y , il existe un
uniquemorphismeϕ : W→ Z tel que f= p ◦ ϕ et g= q ◦ ϕ.

Exercice 4.2.5. — Vérifier qu’un produit, s’il existe, est unique à un isomorphisme unique
près, autrement dit, que si(Z′, p′,q′) est un autre produit, il existe un unique isomor-
phismeϕ : Z

∼
−→ tel quep′ = p ◦ ϕ, q′ = q ◦ ϕ.

Ainsi, on peut parlerduproduit de deux objets (à condition qu’il existe, bien entendu).

PROPOSITION4.2.6. — Soient X⊂ An et Y ⊂ Am deux variétés algébriques affines.
Pour tout ouvert U de X et V de Y , le produit U×V muni des projections p: U×V → U
et q : U × V → V est le produit de U et V dans la catégorie des variétés algébriques.

Démonstration. — SoientW une variété algébrique etf : W → U , g : W → V
deux morphismes. Siϕ : W → U × V vérifie p ◦ ϕ = f et q ◦ ϕ = g, on a né-
cessairementϕ(w) = ( f (x), g(y)). Réciproquement, comme les coordonnées deϕ sont
( f1, . . . , fn, g1, . . . , gm), le théorème3.3.9montre queϕ est un morphisme de variétés
algébriques.
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THÉORÈME4.2.7. — Si X et Y sont deux variétés algébriques, il existe un produit X×Y
dans la catégorie des variétés algébriques.

Démonstration. — On écrit X =
⋃

Ui , Y =
⋃

Vk comme réunion de variétés affines,
avec des isomorphismes de recollementfi j : Ui j → U j i , gkl : Vk` → V`k comme dans
la construction du théorème3.4.7. On va alors recoller lesUi × Vk.

Pour cela, on remarque que les morphismesUi j × Vk` → Ui j → U j i etUi j × Vk` →

Vk`→ V`k implique l’existence d’un unique morphisme

ψ(ik)( j `) : Ui j × Vk`→ V`k ×U j i .

(LesUi j sont des ouverts de variétés affines, donc admettent des produits.) De plus, les
conditions du théorème3.4.7sont vérifiées (grâce à l’unicité desψ(ik)( j `)) et en particu-
lier, ce sont des isomorphismes. Cela nous fournit une variété algébrique, notéeX × Y,
par recollement desUi × Vk.

Les morphismesUi × Vk → Ui → X se recollent en un morphismep : X × Y→ X,
et de même, on a un morphismeq : X × Y→ Y.

Montrons maintenant que(X × Y, p,q) est un produit.
Soit W une variété algébrique etf : W → X, g : W → Y deux morphismes. On

cherche à montrer qu’il existe un uniqueψ : W→ X×Y tel quep ◦ψ = f , q ◦ψ = g.
Soit Wik = f −1(Ui ) ∩ g−1(Vk) ; c’est un ouvert deW avec deux morphismesf |Wi k :
Wik → Ui et g|Wik : Wik → Vk. CommeUi × Vk est un produit deUi et Vk, il en résulte
un unique morphismeψik : Wik → Ui × Vk tel quep ◦ ψik = f |Wik et q ◦ ψik = g|Wik .
Nécessairement,ψ |Wik = ψik , d’où l’unicité deψ . Par l’unicité desψik , ils se recollent
pour fournir un morphismeψ : W → X × Y. On a donc construit le produit deX et de
Y dans la catégorie des variétés algébriques.

Remarque 4.2.8. — Soit pt la variété algébrique donnée par un point (elle est affine,
d’anneauk). Si X est une variété algébrique, Hom(pt, X) est l’ensemble des points deX.
Comme,

Hom(pt, X × Y) = Hom(pt, X)× Hom(pt,Y),

l’ensemble sous-jacent àX × Y est le produit des ensembles sous-jacents àX etY.
Cependant, la topologie n’est pas la topologie produit : par construction,A1

× A1
=

A2 et l’exercice3.2.12a fait remarquer que la topologie de Zariski surA2 n’est pas la
topologie produit.

LEMME 4.2.9. — Soient X et Y deux variétés algébriques. Si U est un ouvert de X, le
morphisme canonique U× Y → X × Y identifie U× Y à un ouvert de X× Y . Si Z est
un fermé de X, Z× Y s’identifie de même à un fermé de X× Y .
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Collado SEGRE(1863–1924)

Grand représentant de « l’école italienne » de géomé-
trie algébrique, Segre est connu pour ses travaux sur
les quadriques et les surfaces.

Démonstration. — Il suffit de traiter le cas d’un fermé et on peut supposer queX ⊂ An

et Y ⊂ Am sont des variétés affines. Alors,Z × Y s’identifie à la sous-variété deAn+m

d’idéalI (Z)+I (Y) qui contient l’idéalI (X)+I (Y).

THÉORÈME4.2.10 (Plongement de Segre). — L’application

S : Pn
× Pm

→ Pnm+n+m,

((x0 : . . . : xn), (y0 : . . . : ym) 7→ (x0y0 : . . . : x0ym : x1y0 : . . . : xnym)

est un morphisme de variétés algébriques qui identifiePn
×Pm à une sous-variété fermée

dePnm+n+m. On l’appelleplongement de Segre.

Démonstration. — On commence par vérifier que cela a un sens : si on multiplie lesxi

parλ ∈ k∗ et lesy j parµ ∈ k∗, cela multiplie lesxi y j parλµ ; de plus, l’un desxi y j est
non nul.

Les coordonnées homogènes dePnm+n+m sont notées par la lettrez et indexées par
(i, j ) ∈ {0, . . . ,n} × {0, . . . , l }. NotonsUi , Vj et Wi j les ouverts affines dePn, Pm et
Pnm+n+m où respectivementxi 6= 0, y j 6= 0 etzi j 6= 0.

On aS−1(Wαβ) = Uα × Vβ : si S(x, y) ∈ Wαβ , xαyβ 6= 0, d’oùx ∈ Uα et y ∈ Vβ .
Montrons queS est injective : siS(x, y) = S(x′, y′) ∈ Wαβ , on peut supposerxα =

x′α = 1 et yβ = y′β = 1, d’où xαyβ = x′αy′β = 1, ce qui implique que pour tousi et j ,
xi y j = x′i y

′

j . En particulier, sii = α, on trouvey j = y′j pour tout j , et pour j = β, on
trouvexi = x′i pour touti .

Montrons queS définit un isomorphisme deUα × Vβ sur une sous-variété deWαβ .
Or, l’image deS est formée des(zi j ) tels quezi j = xi y j . Commexα = 1 et yβ = 1,
on en déduitxi = ziβ et y j = zα j , si bien que l’image deS est contenue dans la sous-
variétéZαβ deWαβ définie par les équationszi j = ziβzα j . Réciproquement, l’application
T : Zαβ → Uα×Vβ définie parT(zi j ) = ((ziβ), (zα j )) est un morphisme et il est facile de
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Hermann Günter GRASSMANN (1809–1877)

Un des fondateurs du calcul vectoriel en inventant
notamment l’algèbre extérieure, il a aussi travaillé sur
l’électricité, la couleur, la botanique. Déçu du manque
d’intérêt porté à ses travaux, il s’est consacré l’étude
du sanscrit ; son dictionnaire est toujours utilisé !

constater queT ◦S= idZαβ et S◦T = idUα×Vβ . Autrement dit,Sdéfinit un isomorphisme
deUα × Vβ sur une sous-variété fermée deWαβ .

Notons Z l’image dePn
× Pm par S. On a ainsi prouvé que la restriction deS à

S−1(Wαβ) = Uα × Vβ définit un isomorphismeUα × Vβ → Z ∩Wαβ et queZ ∩Wαβ

est fermé dansWαβ . Il en résulte queZ est fermé et queS : Pn
× Pm

→ Pnm+n+m est un
isomorphisme dePn

× Pm sur Z.

Exemple 4.2.11. — Lorsquen = m= 1, on obtient le morphisme

P1
× P1

→ P3, ((u, v) : (s, t)) 7→ (x : y : z : w) = (us : ut : vs : vt).

Son image est la quadrique d’équation homogènexy− zw = 0.
En général, l’idéal homogène de l’image dePn

× Pm dansPnm+n+m est engendré par
leszi j zαβ − ziβzα j . C’est ainsi une intersection de quadriques.

COROLLAIRE 4.2.12. — Un produit de variétés projectives est une variété projective.

Démonstration. — SoientX ⊂ Pn et Y ⊂ Pm deux variétés projectives. Alors,X × Y
s’identifie à une sous-variété dePn

×Pm laquelle s’identifie par le plongement de Segre à
une sous-variété dePnm+n+m. Ainsi, X×Y est isomorphe à une sous-variété dePnm+n+m

et est donc une variété projective.

4.3. Grassmanniennes

Les grassmanniennes sont des variétés algébriques dont les points sont en bijection
avec les sous-espaces vectoriels d’unk-espace vectoriel donné. Les espaces projectifs en
sont un cas particulier.
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4.3.1. Construction. — Soient p et n deux entiers≥ 1, avecp ≤ n. Pour se donner
un p-plan dekn, il suffit de s’en donner une base, c’est-à-dire une matriceA ∈Mp,n(k)
de p vecteurs lignes dont le rang estp. Dire qu’une matriceA ∈ Mp,n(k) est de rang
p équivaut à dire qu’il existe un mineurp × p inversible, c’est-à-dire une partieI ⊂
{1, . . . ,n} de cardinalp telle que la matriceAI formée en prenant les colonnes d’indices
dansi soit inversible. (Géométriquement, cela signifie que lep-plan défini parA et le
(n − p)-plan engendré par les vecteurs de base d’indices non dansI sont en somme
directe.) Comme deux matricesA et A′ représentent le mêmep-plan si et seulement s’il
existeg ∈ GLp(k) tel queA′ = gA, quitte à multiplierA par A−1

I , on peut supposer que
AI = id.

Si I ⊂ {1, . . . ,n} est de cardinalp, soit ainsiGI ⊂Mp,n(k) l’ensemble des matrices
A dont le mineurAI est l’identité. C’est une sous-variété affine deMp,n(k) ' knp, iso-
morphe àkp(n−p) (p(n− p) est le nombre de coefficients deA qui restent indéterminés).
Si J est une autre partie àp éléments de{1, . . . ,n}, soit GI J l’ensemble desA ∈ GI

telles queAJ est inversible. Cette condition s’écrit detAJ 6= 0 ; comme le déterminant
est une fonction polynomiale,A 7→ detAJ est une fonction régulière surGI et GI j est
un ouvert deGI . De même, l’application

ϕI J : GI J → GJ I , A 7→ A−1
J · A

est un morphisme (carA 7→ A−1
J est donné selon les formules de Cramer(2) par le quotient

de polynômes par la fonction régulièreA 7→ detAJ et celle-ci ne s’annule pas surGI J .
Si K est une troisième partie de{1, . . . ,n}, on constate que pourA ∈ GI J ∩ GI K ,

ϕJ K ◦ ϕI J (A) = ϕJ K(A
−1
J · A) = (A

−1
J · AK )

−1(A−1
J · A)

= A−1
K · AJ · A

−1
J · A = A−1

K · A = ϕI K (A)

et donc que les(GI ,GI J , ϕI J ) vérifient la condition de recollement du théorème3.4.7
pour fournir une variété algébriqueGp,n, appeléegrassmanniennedesp-plans dekn.

4.3.2. Le plongement de Plücker. —Montrons maintenant queGp,n est une variété
projective. SoitN =

(n
p

)
− 1. On définit une applicationθ : Gp,n → PN . La restriction

de θ à GI est donnée parA 7→ θI (A) = (detAK )I , où K décrit lesN + 1 parties à
p éléments de{1, . . . ,n}. Comme le déterminant est donné par un polynôme,θI est un
morphisme de variétés algébriques. SiA ∈ GI J , on a

det(ϕI J (A))K = det(A−1
J · A)K = det(A−1

J · AK ) = det(AJ)
−1 detAK ,

si bien que

θJ(ϕI J (A)) = (detAJ)
−1θI (A) = θI (A).

(2) Gabriel CRAMER (1704–1752). — Surtout connu pour ses travaux sur les déterminants, il étudia aussi
l’analyse, la physique et l’histoire des mathématiques.
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Ainsi, lesθI se recollent en un morphismeGp,n→ PN .
Montrons queθ est un isomorphisme deGp,n sur une sous-variété fermée dePN . Pour

cela, on remarque qu’un pointλ ∈ θ(Gp,n) de coordonnées homogènes(λI ) est dans
l’image deGI si et seulement siλI 6= 0. Ainsi, pour prouver que l’image deGp,n est
fermée, il suffit de prouver que l’image parθI de GI dans la sous-variétéUI de AN+1

définie parλI = 1 est fermée.
Or, si A ∈ GI , la donnée deλ = θI (A) permet de retrouverA. Pour simplifier les

notations, supposonsI = {1, . . . , p}. Alors, si J = I \ {i } ∪ { j }, on a

λJ = det



1 . . . 0 a1, j
...
. . .

... 0
...

0 . . . 1 0 ai−1, j

0 . . . 0 0 . . . 0 ai, j

1 . . . 0 ai+1, j

0
...
. . .

...
...

0 . . . 1 ap, j


= (−1)p−i ai, j .

Ainsi, on peut poser

ϕI : UI → GI , (λI ) 7→

1 . . . 0 (−1)p−1λI−1+(p+1) . . . (−1)p−1λI−1+n
...
. . .

...
...

...

0 . . . 1 λI−p+(p+1) . . . λI−p+n

 .
L’application ϕI est un morphisme et l’on aϕI ◦ θI = id si bien que la restriction de
θI ◦ ϕI à θI (GI ) est l’identité aussi. Il en résulte queθI (GI ) est une partie fermée deUI ,
définie par le système d’équations polynomialesλ = θI (ϕI (λ)). On a ainsi prouvé que
θ(Gp,n)∩UI est fermé dansUI pour toute partieI ⊂ {1, . . . ,n} de cardinalp. Par suite,
θ(Gp,n) est fermé dansPN .

De plus,θI : GI → θ(GI ) = θ(Gp,n) ∩ UI est un isomorphisme, ce qui implique
queθ est un isomorphisme, appeléplongement de Plücker(3) deGp,n sur une sous-variété
algébrique dePN .

4.3.3. Relations de Grassmann. —Nous allons maintenant déterminer les équations
de l’image d’une grassmannienne par le plongement de Plücker et démontrer que celle-ci
est une intersection de quadriques.

De manière intrinsèque, le plongement de Plücker associe aup-plan deV = kn engen-
dré par les vecteursv1, . . . , vp la droite de

∧p V engendrée par lep-vecteurdécompo-
sablev1 ∧ · · · ∧ vp. Réciproquement, on cherche une condition nécessaire et suffisante
sur unp-vecteurw ∈

∧p V pour être décomposable.

(3) Julius PLÜCKER (1801–1868). — Ses travaux ont porté aussi bien sur les mathématiques (configuration
de droites, combinatoire) que la physique (magnétisme, physique atomique, électronique).
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SoitV∗ le dual deV . Pour tout entierk, l’unique application bilinéaire3kV∗×3kV →
k telle que

〈ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk, v1 ∧ · · · ∧ vk〉 = det(ϕi (v j ))

identifie3kV∗ au dual de3kV . Si ϕ ∈
∧k V∗, soit ι(ϕ) l’opérateur de contraction∧p V →

∧p−k V , adjoint de l’opérateur
∧p−k V∗ →

∧p V∗ tel queψ 7→ ϕ ∧ ψ .
Si (e1, . . . ,en) et (e∗1, . . . ,e

∗
n) sont des bases deV et V∗ duales l’une de l’autre, une base

de
∧p V est formée deseI = ei1 ∧ · · · ∧ ei p pour I = {i1 < i2 · · · < i p} une partie de

{1, . . . ,n} à p éléments. De même pour
∧p V∗ et les bases(eI ) et (e∗I ) sont duales l’une

de l’autre. Alors, on a la formule suivante pour la contraction :

〈e∗K , ι(e
∗

J)(eI )〉 = 〈e
∗

J ∧ e∗K ,eI 〉 = εI J K,

où εJ K
I vaut 0 si I 6= J ∪ K et vaut la signature de la permutation qui envoie la suiteI

sur la suiteJ ∪ K sinon. Autrement dit,

ι(e∗J)(eI ) =
∑

K

εJ K
I eK

d’où on déduit que

(4.3.4) ι( f1 ∧ · · · ∧ f p−1)(v1 ∧ · · · ∧ vp)

=

p∑
i=1

〈 f1 ∧ · · · ∧ f p−1, v1 ∧ · · · ∧ vi−1 ∧ vi+1 ∧ · · · ∧ vp〉vi .

Autrement dit, on a pour toutψ ∈
∧p−1 V∗ et toutw ∈

∧p V l’égalité

〈ψ, i (ϕ)w〉 = 〈ϕ ∧ ψ,w〉.

LEMME 4.3.5. — Soitα un élément non nul de
∧p V . Il existe un plus petit sous-espace

vectoriel Vα de V tel queα ∈
∧p Vα.

Il admet les deux caractérisations supplémentaires suivantes :
– son orthogonal dans V∗ est égal à l’espace vectoriel V∗α des f ∈ V∗ tels que
ι( f )(α) = 0 ;

– c’est l’image de l’application linéaire
∧p−1 V∗→ V donnée parϕ 7→ ι(ϕ)(α).

Démonstration. — Soit Vα l’intersection des sous-espaces vectorielsW de V tels que
α ∈

∧p W. Si W et W′ sont deux sous-espaces vectoriels deV , on constate en prenant
une base deW ∩ W′ et en la complétant en des bases deW (resp.W′) que

∧p
(W ∩

W′) =
∧p W∩

∧p W′. Par suite,α appartient à
∧p Vα etVα est le plus petit sous-espace

vectoriel deV ayant cette propriété.
Soit f une forme linéaire surV . La définition de l’opérateur de contraction implique

que ι( f )(α) ne dépend que de la restriction def à Vα. Ainsi, si f est nulle surVα,
ι( f )(α) = 0. Il en résulte queV⊥α est contenu dans le noyauV∗α de l’application linéaire
f 7→ ι( f )(α). Par dualité,W = (V∗α )

⊥
⊂ Vα.
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Réciproquement, on veut montrer queVα ⊂ W, c’est-à-direα ∈
∧p W. Soit U un

supplémentaire deW ; on a ainsi une décomposition

p∧
V =

p∧
W⊕

( p−1∧
W⊗U

)
⊕ · · · ⊕

p∧
U.

On a aussi une décompositionV∗ = W∗⊕U∗, oùW∗ etU∗ sont des formes linéaires sur
V nulles sur respectivementU etW. (Par définition deW, on aU∗ = 8.) D’où encore une
décomposition de

∧p V∗. On écrit doncα =
∑p

k=0αk⊗βk, avecαk ∈
∧p−k W⊗

∧k U ,
d’où

0= ι(ϕ)(α) =
p∑

k=1

αk ⊗ ι(ϕ)(βk).

Cela signifie que pourk ≥ 1,αk⊗ι(ϕ)(βk) est nul, autrement ditαk = 0 ouι(ϕ)(βk) = 0.
Supposons queαk 6= 0. Alors, pour toutϕ ∈ U∗, ι(ϕ)(βk) = 0, et donc, pour tout
β∗ ∈

∧k−1 U∗, 〈ϕ ∧ β∗, βk〉 = 0. Par suite,βk = 0. Ainsi,α ∈
∧p W.

Par dualité, l’autre caractérisation résulte du fait que les applications linéaires

V∗→
p−1∧

V, f 7→ ι( f )(α)

et
p−1∧

V∗→ V, ϕ 7→ ι(ϕ)(α)

sont (au signe près) transposées l’une de l’autre.

PROPOSITION4.3.6. — Soitα un élément non nul de
∧p V . Les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) α est décomposable ;
(ii) dimVα = p ;
(iii) pour toutβ ∈ Vα, β ∧ α = 0 ;
(iv) pour toutϕ ∈

∧p−1 V∗, ι(ϕ)(α) ∧ α = 0.

Démonstration. — Les conditions (i) et (ii) sont trivialement équivalentes et impliquent
visiblement (iii).

Réciproquement, sid = dimVα > p, l’accouplement
∧p W⊗

∧d−p W→
∧d W ' k

est non dégénéré. Par suite, il existe und− p-vecteurβ ∈
∧d−p W tel queα ∧ β 6= 0, et

donc un vecteurw ∈ W tel queα ∧ w 6= 0.
D’après le lemme précédent,Vα est égal à l’ensemble desι(ϕ)(α), d’où l’équivalence

de (iii) et (iv).

Lorsqueϕ parcourt une base de
∧p−1 V∗, on obtient ainsi une famille de dim

∧p−1 V∗ =( n
p−1

)
équations quadratiques en les coordonnées deα qui sont satisfaites si et seulement

si α est décomposable. Ces relations sont appeléesrelations de Grassmann.
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4.3.7. Exemple. —Pour les expliciter un peu plus, donnons-nous une base(e1, . . . ,en)

deV . Les formules ci-dessus montrent que siα =
∑
αI eI ,

〈e∗J, ι(e
∗

H ))(α) ∧ α〉 =
∑

i∈J∩{H

εi,H,JαH∪{i }αJ\{i }

où εi,H,J = 1 si le nombre d’éléments deJ qui sont< i et le nombre d’éléments deH
qui sont< i ont même parité, et vaut−1 dans le cas contraire.

La grassmannienne la plus simple qui n’est pas un espace projectif estG2,4 (2-plans de
k4). Le plongement de Plücker l’identifie à l’hypersurface d’équation

z12z34− z13z24+ z14z23 = 0

dansP5 dont les coordonnées homogènes sont indexées par les parties à deux éléments
de{1,2,3,4}.

4.4. Quotients

Soit X une variété algébrique etG un groupe fini agissant surX par des automor-
phismes de variétés algébriques. Autrement dit, pourg ∈ G, on se donne un morphisme
de variétés algébriquesρ(g) : X → X et on suppose queρ(1) = id et ρ(gg′) =
ρ(g) ◦ ρ(g′). On noterag · x = ρ(g)(x). On veut définir un quotient deX parG.

DÉFINITION 4.4.1. — On dit qu’un couple(Y, p) formé d’une variété algébrique Y et
d’un morphisme p: X→ Y est unquotientde X par (l’action de) G si :

1. p est G-invariant : pour tout x∈ X et tout g∈ G, p(g · x) = p(x) ;
2. pour tout morphisme G-invariantϕ : X → W, il existe un unique morphisme
ϕ̃ : Y→ W tel queϕ = ϕ̃ ◦ p.

(Cette définition est la définition générale du quotient dans une catégorie.)

LEMME 4.4.2. — Si p : X → Y et p′ : X → Y′ sont deux quotients de X, il existe un
unique isomorphismeϕ : Y→ Y′ tel que p′ = ϕ ◦ p.

Démonstration. — Commep′ estG-invariant etp : X → Y un quotient deX, il existe
un unique morphismeϕ : Y → Y′ tel que p′ = ϕ ◦ p. De même, il existe un unique
morphismeψ : Y′→ Y tel quep = ψ ◦ p′. Alors, p′ = ϕ ◦ p = (ϕ ◦ ψ) ◦ p′ et comme
p′ est un quotient, on a nécessairementϕ ◦ψ = idY′ . De même,ψ ◦ ϕ = idY. Ainsi, ϕ et
ψ sont des isomorphismes réciproques l’un de l’autre et le lemme est démontré.

Si G agit surX, il agit aussi sur0(X,OX) par la formule : sif ∈ 0(X,OX) et g ∈ G,
on poseg · f la fonctionx 7→ f (g−1

· x).
On a alors la proposition :
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PROPOSITION4.4.3. — Soit p : X→ Y un quotient. Par l’homomorphisme p∗,0(Y,OY)

est isomorphe à l’anneau0(X,OX)
G des fonctions régulières sur X qui sont G-invariantes.

Démonstration. — Soit f ∈ 0(Y,OY). Si g ∈ G et x ∈ X,

g · ( f ◦ p)(x) = ( f ◦ p)(g−1
· x) = f (x)

donc f ◦ p = p∗( f ) ∈ 0(X,OX)
G.

Soit réciproquementf ∈ 0(X,OX)
G de sorte quef définit un morphismeϕ : X→ A1

qui estG-invariant. Ainsi, il existe un uniquẽϕ : Y → A1 tel queϕ = ϕ̃ ◦ p. La
fonction régulièref̃ surY donnée par̃ϕ est ainsi l’unique fonction régulière surY telle
que f = f ◦ p = p∗( f̃ ).

LorsqueX est une variété algébrique affine, un point crucial pour l’existence du quo-
tient deX parG est le théorème suivant.

THÉORÈME4.4.4 (Noether). — Soient k un corps, A une k-algèbre de type fini et G
un groupe fini agissant sur A par des automorphismes de k-algèbres. Alors, AG est une
k-algèbre de type fini.

Remarque 4.4.5. — Lorsque le groupeG n’est pas fini, la situation est beaucoup plus
subtile et fait l’objet de la théorie des invariants.

Démonstration. — Si a ∈ A, le polynômeP(X) =
∏
(X − g · a) ∈ A[X] est G-

invariant. Ses coefficients sont donc des éléments deAG. CommeP est unitaire et comme
P(a) = 0, a est entier surAG. Il en résulte queA est entière surAG. CommeA est une
k-algèbre de type fini surk, A esta fortiori de type fini surAG. Étant entière,A est un
AG-module de type fini. Le théorème résulte alors du lemme suivant.

LEMME 4.4.6 (Artin–Tate). — Soient k⊂ A ⊂ B trois anneaux. On suppose que k est
noethérien, que B est une k-algèbre de type fini et que B est un A-module de type fini.
Alors, A est une k-algèbre de type fini.

Démonstration. — Soient (xi )1≤i≤n une famille finie de générateurs deB commek-
algèbre et(b j )1≤ j≤m une famille finie de générateurs deB commeA-module. IL existe
alors desλi j ∈ A tels quexi =

∑
j λi j b j et desµi jk ∈ A tels quebi b j =

∑
k µi jk bk.

Soit A0 la sousk-algèbre deA engendrée par lesλi j et lesµi jk . C’est unek-algèbre de
type fini, donc un anneau noethérien.

Alors le A0-sous-module deB engendré par lesb j est unek-algèbre et contient les
xi . Ainsi, B = A0〈b j 〉. En particulier,B est unA0-module de type fini. CommeA0 est
noethérien, tout sous-A0-module deB est de type fini et en particulier,A est un A0-
module de type fini eta fortiori uneA0-algèbre de type fini.

CommeA0 est unek-algèbre de type fini,A est ainsi unek-algèbre de type fini et le
lemme est démontré.
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COROLLAIRE 4.4.7. — Si X est une variété algébrique affine, il existe un quotient p:
X → X/G de X par G. La variété algébrique X/G est affine d’anneauA (X)G et le
morphisme X→ X/G est fini et surjectif.

Démonstration. — Soit Z une variété algébrique etϕ : X → Z un morphismeG-
invariant.

On prouve tout d’abord qu’il existe une famille finie de couples( fi ,Ui ) où fi ∈
A (X)G etUi est un ouvert affine deZ contenantϕ(D( fi )).

On part en effet d’un recouvrement ouvert affine(Ui ) deZ. Pour touti , ϕ−1(Ui ) est un
ouvert deX stable parG auquel on applique le lemme suivant.

LEMME 4.4.8. — Pour tout ouvert U de X qui est stable par G, il existe une famille
( f1, . . . , fr ) d’éléments deA (X)G telle que U=

⋃
D( fi ).

Preuve du lemme. — Soit Z = X \ U . Soit x ∈ U . CommeU est stable parG, les
g · x appartiennent àU pour toutg ∈ G. D’après le lemme d’évitement des idéaux
premiers1.1.2, il existe fx ∈ I (Z) tel que pour toutg, f (g · x) 6= 0. Quitte à remplacer
fx par

∏
g(g · fx), on peut supposer quefx ∈ A (X)G. Alors, D( fx) ⊂ U et x ∈ D( fx).

CommeU =
⋃

x∈U D( fx) et que l’espace topologie sous-jacent à variété algébrique
est quasi-compact, on peut en extraire un sous-recouvrement fini. (Fin de la preuve du
lemme)

Alors,ϕi = ϕ|D( fi ) : D( fi )→ Ui correspond à un morphisme dek-algèbres

ϕ∗i : A (Ui )→ A (D( fi )) = A (X)[1/ fi ].

Commeϕ estG-invariant, l’image deϕ∗i est alors contenue dans le sous-anneau(
A (X)[1/ fi ]

)G
= (A (X))G[1/ fi ],

si bien queϕi se factorise de manière unique par un morphismeϕ̃i : D( fi ) → Z, où
D( fi ) est considéré comme un ouvert deX/G, tel queϕi = ϕ̃i ◦ p.

Comme lesϕ̃i sont uniques, ils coïncident nécessairement surD( fi )∩D( f j ) = D( fi j ),
d’où finalement un unique morphismeϕ̃ : X/G→ Z tel queϕ = ϕ̃ ◦ p.

Il nous reste à constater que les points deX/G sont en bijection avec les orbites deG
dansX. Un cas particulier de la proposition suivante est souvent prouvé dans les cours de
théorie de Galois.

PROPOSITION4.4.9. — Soient A un anneau, G un groupe fini agissant sur A et AG

l’anneau des éléments G-invariants. Siq est un idéal premier de AG, les idéaux premiers
de A au-dessus deq sont conjugués par G.

En particulier, si p : X → X/G est le quotient d’une variété algébrique affine par
l’action d’un groupe fini G, p induit une bijection entre les G-orbites de points de X et
les points de X/G.
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Évariste GALOIS (1811–1832)

Créateur de la théorie qui porte désormais son nom,
Galois sut développer la théorie des groupes en elle-
même pour résoudre le problème de la résolution
des équations par radicaux. Son œuvre fulgurante
s’acheva à l’âge de 21 ans par un suicide en forme de
duel...

Démonstration. — On commence par remarquer queA est entière surAG. Soientp etp′

deux idéaux premiers deA au-dessus deq. On veut prouver qu’il existeg ∈ G tel que
p′ = g · p.

Soita ∈ p′, b =
∏

g∈G g · a. Alors,b ∈ AG
∩ p′ = q = AG

∩ p, doncb ∈ p. Commep
est premier, l’un desg · a appartient àp et on a l’inclusion

p′ ⊂
⋃
g∈G

g · p.

D’après le lemme d’évitement1.1.2, il existeg ∈ G tel quep′ ⊂ g · p. Le théorème de
Cohen–Seidenberg5.1.6implique alors quep′ = g · p.

Pour le cas particulier, on rappelle quep : X → X/G est surjective. D’autre part, si
p(x) = p(x′), la première partie de la proposition implique quex etx′ sont dans la même
orbite sousG, autrement dit,p−1(p(x)) est l’orbite dex parG.





CHAPITRE 5

THÉORIE LOCALE DES VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

5.1. Dimension

DÉFINITION 5.1.1. — Soit Z une variété algébrique. On appelledimensionde Z la
borne supérieure des longueurs des chaînes de fermés irréductibles Z0 ( Z1 ( · · · (

Zn ⊂ Z.

LEMME 5.1.2. — La dimension d’une variété algébrique est le maximum des dimen-
sions de ses composantes irréductibles.

Démonstration. — C’est clair, toute chaîne étant contenue dans un fermé irréductible
maximal, c’est-à-dire une composante irréductible.

DÉFINITION 5.1.3. — Soit A un anneau. On appelledimension de Krullde A la borne
supérieure des longueurs des chaînesp0 ( p1 ( · · · ( pn d’idéaux premiers de A.

Il résulte de la correspondance entre ensembles algébriques affines irréductibles et
idéaux premiers (théorème des zéros de Hilbert) le lemme :

LEMME 5.1.4. — Si Z est une variété algébrique affine,dim Z = dimA (Z).

Remarque 5.1.5. — Il n’est pas clair à ce point du cours que la dimension d’une variété
algébrique soit finie ; dans le cas d’une variété algébrique affine, c’est une conséquence du
théorème5.1.9qui est le résultat principal de ce paragraphe. Le mathématicien japonais
Nagata a même donné des exemples d’anneaux noethériens de dimension infinie.

THÉORÈME5.1.6 (Cohen–Seidenberg). — Soient A⊂ B deux anneaux, avec B entier
sur A.

a) Soientq un idéal premier de B etp = q ∩ A. Alorsp est maximal si et seulement si
q est maximal.

b) Soientq ⊂ q′ deux idéaux premiers de B tels queq ∩ A = q′ ∩ A. Alors,q = q′.
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Wolfgang KRULL (1899–1971)

Ses contributions en algèbre commutative sont aujour-
d’hui inévitables : invention des anneaux locaux, de la
dimension, étude des algèbres entières et notamment
une première étude du relèvement des idéaux premiers
dans une extension entière, mais aussi théorie de
Galois des extensions infinie, théorie des valuations,
etc.

c) Pour tout idéal premierp de A, il existe un idéal premierq de B tel queq ∩ A = p.

COROLLAIRE 5.1.7. — Soient A⊂ B deux anneaux avec B entier sur A. Alors, A et B
ont même dimension.

Démonstration. — a) on a une inclusion d’anneaux intègresA/p ⊂ B/q et B/q est entier
sur A/p. D’après le lemme1.5.2, A/p est un corps si et seulement siB/q est un corps.
Cela revient à dire quep est maximal si et seulement siq est maximal.

b) Notonsp = q ∩ A et localisons par rapport à la partie multiplicativeA \ p, d’où
une inclusion entière d’anneauxAp ⊂ Bp. CommeqBp ∩ Ap = q′Bp ∩ Ap = pAp est
maximal,qBp et q′Bp sont tous deux maximaux, et par conséquent égaux. Il en résulte
q = q′ puisque l’applicationq 7→ qBp définit une bijection de l’ensemble des idéaux
premiers deB ne rencontrant pasp sur l’ensemble des idéaux premiers deBp.

c) Localisons par rapport à la partie multiplicativeA \ p. D’après a), l’intersection de
tout idéal maximal deBp avecAp est égale à l’unique idéal maximalpAp de Ap. Un tel
idéal est de la formeqBp pour un idéal premierq de B. On a alorsqBp ∩ Ap = pAp, d’où
l’on déduit quep = q ∩ A. En effet, sib ∈ q ∩ A, b/1 ∈ qBp ∩ Ap = pAp ; il existe donc
a ∈ A \ p tel queab ∈ p, d’où b ∈ p puisquep est premier. Réciproquement, sia ∈ p,
a/1 ∈ qBp, ce qui implique qu’il existea′ ∈ A \ p tel queaa′ ∈ q. Commea′ 6∈ p, a′ 6∈ q

et,q étant premier,a ∈ q.

Preuve du corollaire. — Soit q0 ( · · · ( qn une chaîne d’idéaux premiers deB. En
prenant les intersections avecA, on obtient d’après le théorème5.1.6, b), une chaîne
d’idéaux premiers(q0 ∩ A) ( · · · ( (qn ∩ A) de A, ce qui implique dimA ≥ dim B.

Réciproquement, soitp0 ( · · · ( pn une chaîne d’idéaux premiers deA et montrons
qu’il existe une chaîneq0 ( · · · ( qn d’idéaux premiers deB telle queqr ∩ A = pr .
Choisissons un idéal premierq0 de B tel queq0 ∩ A = p0, ce qui est possible d’après
le c) du théorème5.1.6. Soit alorsr < n et supposons avoir construitq0, . . . , qr par
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récurrence. On applique alors le même résultat à l’inclusionA/pr ⊂ B/qr et à l’idéal
premierpr+1(A/pr ) de A/pr . Ainsi, dimB ≥ dim A.

THÉORÈME5.1.8 (Lemme de normalisation de Noether). — Soit k un corps, A une k-
algèbre intègre de type fini. Il existe des éléments x1, . . . , xn ∈ A algébriquement indé-
pendants sur k tels que A soit entier sur k[x1, . . . , xn].

Avec ces notations,n n’est autre que ledegré de transcendancedu corps des fractions
de A surk.

Démonstration. — Soient y1, . . . , ym des éléments deA qui engendrentA commek-
algèbre. S’ils sont algébriquement indépendants, le lemme de normalisation est démontré.

Supposons donc qu’ils sont algébriquement dépendants et soitP ∈ k[Y1, . . . ,Ym] un
polynôme non nul tels queP(y1, . . . , ym) = 0. On va montrer que l’on peut choisir des
entiersr i ≥ 1 pouri ≥ 2 de sorte queA est entière sur la sous-algèbre deA engendrée
par leszi = yi − yr i

1 . En effet, siP =
∑

n=(ni )
an
∏

i Yni
i , on a

0= P(y1, . . . , ym) = P(y1, z2+ yr2
1 , . . . , zm+ yrm

1 ) =
∑

n
anyn1

1

m∏
i=2

(zi + yr i
1 )

ni

=

∑
n

n2∑
j2=0

· · ·

nm∑
jm=0

an

∏
i≥2

(
ni

ji

)
y

n1+
∑

ji r i
1

∏
i≥2

zni− ji
i .

Soit k un entier strictement plus grand que le degré deP en chaque variable et posons
r i = ki . Ainsi, les sommesn1 +

∑
ji r i sont toutes distinctes et l’équation précédente

fournit une relation de dépendance algébrique poury1 donc les coefficients sont dans
k[z2, . . . , zm] et dont le coefficient de plus haut degré est nécessairement obtenu pour
ji = ni , donc est un coefficient non nul deP, donc inversible. Cela prouve quey1 est
entier surk[z2, . . . , zm]. Puis, sii ≥ 2, yi = zi + yr i

1 est aussi entier surk[z2, . . . , zm].
Par conséquent,A est entière surk[z2, . . . , zm].

Par récurrence, il existe des élémentsx1, . . . , xn ∈ k[z2, . . . , zm] algébriquement in-
dépendants et tels quek[z2, . . . , zm] est entière surk[x1, . . . , xn]. Il en résulte queA est
entière surk[x1, . . . , xn].

THÉORÈME5.1.9. — Soit k un corps et A une k-algèbre intègre de type fini. On a
dim A = deg trA. Par suite, la dimension d’une variété algébrique affine est finie.

Démonstration(d’après [9]). — Lorsque le degré de transcendance deA sur k est nul,
tout élément deA est algébrique surk, donc entier. Ainsi,A est un corps et dimA = 0.

On démontre alors le théorème par récurrence sur le degré de transcendance deA surk.
D’après le lemme de normalisation5.1.8, A est entière sur une sous-algèbrek[x1, . . . , xn]
isomorphe à l’algèbre de polynômesk[X1, . . . , Xn]. D’après le théorème de Cohen–
Seidenberg5.1.6, on a dimA = dimk[x1, . . . , xn] = dimk[X1, . . . , Xn]. D’autre part,A
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étant entière surk[x1, . . . , xn], ces deux algèbres ont même degré de transcendancen. Il
suffit ainsi de prouver que dimk[X1, . . . , Xn] = n, résultat qui mérite d’avoir son numéro
à lui, puisqu’il signifie que l’espace affineAn est de dimensionn.

THÉORÈME5.1.10. — Soit k un corps. La dimension de k[X1, . . . , Xn] est égale à n.

Preuve(en supposant démontré le théorème5.1.9en dimension< n)
La chaîne d’idéaux premiers

(0) ⊂ (X1) ⊂ (X1, X2) ⊂ · · · ⊂ (X1, . . . , Xn)

prouve que dimk[X1, . . . , Xn] ≥ n. Considérons une chaîne d’idéaux premiers(0) (
p1 ( · · · ( pr dek[X1, . . . , Xn].

Considérons lak-algèbre intègreA′ = k[X1, . . . , Xn]/p1. Commep1 6= (0), il existe
une relation de dépendance algébrique non triviale entre les imagesxi desXi dansA′.
Cela implique que l’un desxi , disonsxn est algébrique sur le corps des fractions de la
sous-algèbrek[x1, . . . , xn−1] ⊂ A′ qui est de degré de transcendance≤ n − 1. Ainsi,
le degré de transcendance deA′ est≤ n − 1. D’autre part, sa dimension est au moins
r − 1. Par récurrence, on obtientr − 1 ≤ dim A′ ≤ deg trA′ ≤ n− 1 d’où r ≤ n. Ainsi,
dimk[X1, . . . , Xn] ≤ n, d’où finalement l’égalité voulue.

COROLLAIRE 5.1.11. — Soit X une variété algébrique irréductible. On adim X =
deg trk(X).

Démonstration. — En effet, soitZ0 ( · · · ( Zr une chaîne de fermés irréductibles deX.
Si U est un ouvert affine non vide deX tel queZ0 ∩U 6= ∅, on en déduit en intersectant
avecU une chaîne de fermés irréductibles deU , d’où l’inégalité

r ≤ dimU = deg trk(U ) = deg trk(X).

Par suite, dimX ≤ deg trk(X).
Réciproquement, soitU un ouvert affine non vide deX. Choisissons une chaîneZ0 (

· · · ( Zr de fermés irréductibles deU , avecr = dimU . Alors, Z0 ( · · · ( Zr est une
chaîne de fermés irréductibles deX, d’où l’inégalité dimX ≥ dimU = deg trk(X).

Exercice 5.1.12. — Déduire du théorème de Cohen–Seidenberg et du lemme de norma-
lisation de Noether le théorème des zéros de Hilbert (sous sa forme3.1.11).

THÉORÈME5.1.13. — Soient X et Y deux variétés algébriques irréductibles. Alors,
dim(X × Y) = dim X + dimY .
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Démonstration. — SoientU et V deux ouverts affines non vides deX et Y respecti-
vement. Ainsi,U est dense dansX et V est dense dansY si bien que dimU = dim X,
dimV = dimY. De plus,U×V est dense dansX×Y, et donc dim(U×V) = dim(X×Y).
Nous sommes ainsi ramenés au cas oùX et Y sont affines.

D’après le lemme de normalisation de Noether5.1.8il existe un sous-anneau deA (U )
isomorphe à l’anneauk[X1, . . . , Xn] des polynômes enn variables sur lequelA (U ) est
entier ; de même,A (V) est entier sur un sous-anneau isomorphe à l’anneau des po-
lynômes enm variables. Alors, on constate queA (U × V) = A (U ) ⊗k A (V) est
entier surk[X1, . . . , Xn] ⊗k k[Y1, . . . ,Ym] = k[X1, . . . , Xn,Y1, . . . ,Ym]. D’après le
corollaire 5.1.6 au théorème de Cohen–Seidenberg, on an = dimU , m = dimV et
n+m= dim(U × V).

On peut reformuler le théorème de Cohen–Seidenberg à l’aide de la notion suivante :

DÉFINITION 5.1.14. — Soit f : X → Y un morphisme de variétés algébriques affines.
On dit que f est fini si par l’homomorphisme de k-algèbres f∗ : A (Y)→ A (X), A (X)
est entier surA (Y).

Les morphismes finis vérifient les propriétés suivantes :

PROPOSITION5.1.15. — Soit f : X → Y un morphisme fini de variétés algébriques
affines irréductibles.

a) L’image d’un fermé de X par f est fermé dans Y .
b) f est surjectif si et seulement si l’homomorphisme f∗ : A (Y)→ A (X) est injectif.
c) Pour tout y∈ Y , f−1(y) est un ensemble fini.

Alors, le lemme de normalisation5.1.8prend la forme géométrique suivante :

THÉORÈME5.1.16 (Lemme de normalisation, forme géométrique)
Si X est une variété algébrique affine irréductible, il existe un entier n≥ 0 et un

morphisme fini surjectif f: X→ An.

Preuve de la proposition. — a) Soit I un idéal deA (X). Prouvons que l’image parf
deV (I ) est fermée dansY. Par la bijection entre idéaux maximaux et points,V (I ) cor-
respond aux idéaux maximaux deA (X) contenantI . Considérons l’homomorphisme
injectif

A (Y)/( f ∗)−1(I ) ↪→ A (X)/I

induit par f ∗. Cet homomorphisme est donc entier, ce qui permet d’appliquer le théo-
rème de Cohen–Seidenberg5.1.6 : les idéaux maximaux deA (Y)/( f ∗)−1(I ) sont les
( f ∗)−1(m) pour un idéal maximalm de A (X)/I . Autrement dit, lorsquem décrit les
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idéaux maximaux deA (X) contenantI , ( f ∗)−1(m) décrit exactement l’ensemble des
idéaux maximaux deA (Y) contenant( f ∗)−1(I ). On a ainsi prouvé que

f (V (I )) = V (( f ∗)−1(I )),

ce qui prouve que l’image d’un fermé est un fermé.
b) En appliquant le a) àI = 0, on voit quef (X) = V (ker f ∗). Ainsi, f est surjectif si

et seulement siV (ker f ∗) = Y, c’est-à-dire
√

ker f ∗ = (0), donc kerf ∗ = (0) puisque
A (Y) est intègre.

c) Si n est un idéal maximal deA (Y), il faut montrer queA (X) n’a qu’un nombre
fini d’idéauxm tels quen = ( f ∗)−1(m). De telsm contiennentf ∗(n)A (X), si bien qu’il
suffit de prouver queA (X)/ f ∗(n)A (X) n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux. Or,
A (X)/ f ∗(n)A (X) est entière surA (Y)/n = k, donc de dimension finie surk d’après le
théorème des zéros de Hilbert3.1.11. Le théorème d’Akizuki implique alors qu’elle a un
nombre fini d’idéaux maximaux.

Exercice 5.1.17. — Lorsquek est un corps infini, reprendre la démonstration du lemme
de normalisation de Noether en montrant que l’on peut effectuer le changement de va-
riableszi = yi − ai y1 pour desai ∈ k bien choisis. SiX ⊂ Am est une variété algébrique
de dimensionn, en déduire qu’il existe une projection linéaireAm

→ An telle que la
compositionX ↪→ Am

→ An est un morphisme fini et surjectif.

5.2. Codimension

DÉFINITION 5.2.1. — Soient X une variété algébrique et Y⊂ Z un fermé irréductible
de X. Lacodimensionde Y dans X, notéecodim(Y, X) est la borne supérieure des entiers
n tels qu’il existe une chaîne de fermés irréductibles

Y = Y0 ( Y1 ( · · · ( Yn ⊂ X.

On voit que la codimension deY dansX est le maximum des codimensions deY dans
les composantes irréductibles deX qui contiennentY.

DÉFINITION 5.2.2. — Soient A un anneau etp un idéal premier de A. On appellehau-
teur de p, notéeht(p), la borne supérieure des entiers n tels qu’il existe une chaîne
d’idéaux premiers

p0 ( p1 ( . . . · · · ( pn = p.

C’est ainsi la dimension de l’anneau local Ap.
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Si X est une variété algébrique affine, le dictionnaire entre idéaux premiers deA (X)
et fermés irréductibles deX implique l’égalité

codim(Y, X) = ht(I (Y)) dans l’anneauA (X).(5.2.3)

Remarque 5.2.4. — Nagata a prouvé que la dimension d’un anneau local noethérien est
finie, cf. le théorème5.3.7. Ainsi, la hauteur d’un idéal premier arbitraire d’un anneau
noethérien est finie. Dans notre cas, celui desk-algèbres de type fini, c’est une consé-
quence du théorème5.1.9puisque par définition codim(Y, X) ≤ dim X et ht(p) ≤ dim A.

Les variétés algébriques affines irréductibles de codimension 1 dans l’espace affineAn

sont les hypersurfaces :

PROPOSITION5.2.5. — Soit Z ⊂ An un fermé irréductible de codimension1. L’idéal
I (Z) est principal, engendré par un polynôme irréductible de k[X1, . . . , Xn].

Démonstration. — Soit f ∈ k[X1, . . . , Xn] un élément non nul quelconque de l’idéal
de Z. CommeI (Z) est premier,I (Z) contient l’un des facteurs irréductibles def ,
ce qui permet de supposerf irréductible. Commek[X1, . . . , Xn] est un anneau facto-
riel, l’idéal ( f ) est un idéal premier. L’inclusion(0) ( ( f ) ⊂ I (Z) jointe au fait que
codim(Z,An) = 1 implique queI (Z) = ( f ).

Remarque 5.2.6. — Ce résultat s’étend en remplaçantAn par toute variété algébrique
affine X telle queA (X) est un anneau factoriel.

À l’aide de ce résultat, nous allons établir le lien entre dimension et codimension. Il
nous faut tout d’abord expliciter le comportement de la codimension lors d’un morphisme
fini.

THÉORÈME5.2.7 (Deuxième théorème de Cohen-Seidenberg)
Soient A⊂ B deux anneaux. On suppose que B est intègre, que A est intégralement

clos et que B est une A-algèbre finie (c’est-à-dire entière et de type fini). Sip0 ⊂ · · · ⊂ pr

est une chaîne d’idéaux premiers de A etqr un idéal premier de B tel queqr ∩ A = pr , il
existe des idéaux premiersq0 ⊂ · · · ⊂ qr−1 ⊂ qr tels que pour tout i ,qi ∩ A = pi .

Démonstration. — NotonsK le corps des fractions deA, F celui deB et soit F ′ une
extension finie deK contenantK et normale. SoitB′ la clôture intégrale deA dansF ′.
D’après le premier théorème de Cohen-Seidenberg5.1.6, il existe des idéaux premiers
q′0 ⊂ · · · ⊂ q′r de B′ tels quepi = q′i ∩ A. Soit aussiq̃r un idéal premier deB′ tel que
q̃r ∩ B = qr .

CommeA est intégralement clos, le lemme suivant (une variante de la proposition4.4.9)
affirme l’existence d’un automorphismeσ de F ′ tel queσ |K = id et tel queσ(q′r ) = q̃r .
Posons alors pour 1≤ i ≤ r − 1, qi = σ(q

′

i )∩ B. On aq0 ⊂ · · · ⊂ qr et pour touti , on a

qi ∩ A = σ(q′i ) ∩ B ∩ A = σ(q′i ∩ A) = σ(pi ) = pi



64 CHAPITRE 5. THÉORIE LOCALE DES VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

d’où le théorème.

LEMME 5.2.8. — Soit K ⊂ F nue extension finie normale de corps. Soit A⊂ K un
sous-anneau intégralement clos et F la clôture intégrale de A dans F. Sip est un idéal
premier de A, le groupe G des automorphismes de F qui sont l’identité sur K opère
transitivement sur l’ensemble des idéaux premiersq de B tels queq ∩ A = p.

Démonstration. — Soientq etq′ deux idéaux premiers deB au-dessus deA.
Si x ∈ q′, y =

∏
σ∈G σ(x) est un élément deF invariant par tout élément deG.

La théorie de Galois implique quey est radiciel surK , c’est-à-dire qu’il existeq ≥ 1
(q = 1 si F/K est séparable,q est une puissance de la caractéristique deK sinon) tel que
yq
∈ K . Commex est entier surA, tous lessigma(x) sont aussi entiers etyq est entier

sur A. CommeA est intégralement clos,yq
∈ A et doncyq

∈ q′ ∩ A = p, doncyq
∈ q.

Commeq est premier, on a ainsiy ∈ q et il existeσ ∈ G tel queσ(x) ∈ q. Nous avons
ainsi prouvé queq′ ⊂

⋃
σ∈G σ(q).

CommeB est intégralement clos, toutσ ∈ G est tel queσ(B) = B. Les idéaux
σ(q) sont alors des idéaux premiers deB et d’après le lemme d’évitement des idéaux
premiers1.1.2, q′ est contenu dans l’un d’entre eux. Siq′ ⊂ σ(q), commeq′ ∩ A =
q ∩ A = σ(q) ∩ A, on a d’après le théorème5.1.6, b) queq′ = σ(q).

Le lemme est ainsi démontré.

COROLLAIRE 5.2.9. — Soit A⊂ B deux anneaux. On suppose que B est intègre, fini
sur A et que A est intégralement clos. Alors, pour tout idéal premierq de B,ht(q) =
ht(q ∩ A).

THÉORÈME5.2.10. — Soit X une variété algébrique affine irréductible et Y⊂ X un
fermé irréductible. On acodim(Y, X)+ dimY = dim X.

La version algébrique de ce théorème est la suivante.

THÉORÈME5.2.11. — Soit A une k-algèbre de type fini intègre. Pour tout idéal premier
p de A,ht(p) = dim A− dim A/p.

Démonstration. — L’inégalité ht(p) + dim(A/p) ≤ dim A est claire (considérer une
chaîne d’idéaux premiers contenue dansp, une autre contenant dansp et les mettre bout
à bout).

D’après le lemme de normalisation de Noether, il existex1, . . . , xn ∈ A algébriquement
indépendants tels queA est entière et de type fini surB = k[x1, . . . , xn]. Soit q = p ∩ B.
D’après le théorème5.1.6, on a ainsi dimA = n et dimA/p = dim B/q. D’après le
corollaire5.2.9au deuxième théorème5.2.7de Cohen-Seidenberg, on a aussi ht(q) =
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ht(p). Ainsi, il suffit de démontrer le résultat lorsqueA = k[x1, . . . , xn]. Par récurrence,
il suffit aussi de le vérifier lorsque ht(p) = 1.

Dans ce cas,A étant factoriel,p est principal engendré par un polynôme irréductible
f (proposition5.2.5). Le degré de transcendance dek[x1, . . . , xn]/( f ) est alors au moins
n− 1 : si f fait intervenir la variablexn, x1, . . . , xn−1 sont algébriquement indépendants
dansA/( f ). En effet, toute relation de dépendanceP(x1, . . . , xn−1) = 0 dansA/( f )
signifie queP ∈ ( f ) ⊂ k[x1, . . . , xn] ce qui impliqueP = 0 si degxn

f 6= 0.
D’après le théorème5.1.9, dim A/p ≥ n− 1, d’où l’inégalité ht(p) + dim A/p ≥ n et

compte tenu de l’autre inégalité, le théorème est démontré.

COROLLAIRE 5.2.12. — Soit X une variété algébrique irréductible. Toutes les chaînes
maximales de fermés irréductibles dans X ont pour longueurdim X.

LEMME 5.2.13. — Si U ⊂ X est un ouvert non vide, pour tout fermé Z⊂ X tel que
Z ∩U 6= ∅, on acodim(Z, X) = codim(Z ∩U,U ).

Démonstration. — SoientZ1 ⊂ Z2 sont deux fermés irréductibles deX tels queZ1 ∩

U 6= ∅.
Si Z1 6= Z2, on aZ1∩U 6= Z2∩U : dans le cas contraire, on auraitZ2 ⊂ Z1∪(X \U ),

d’où, Z2 étant irréductible et non contenu dans le ferméX \U , Z2 ⊂ Z1, ce qui est faux.
Cela implique que codim(Z ∩U,U ) ≥ codim(Z, X).

Réciproquement, siZ1 ⊂ Z2 sont deux fermés irréductibles distincts deU , Z̄1 (

Z̄2 sont des fermés deX irréductibles. Il en résulte que codim(Z, X) ≥ codim(Z ∩
U,U ).

Démonstration du corollaire. — Considérons une chaîne maximale de fermés irréduc-
tibles Z0 ( · · · ( Zr = X. Ainsi, Z0 est un point{x} ; soit U un ouvert affine deX
contenantx. Remarquons que la suiteZ0 ∩ U ⊂ · · · ⊂ Zr ∩ U est une chaîne maxi-
male de fermés irréductibles deU . Par suite, les théorèmes5.2.10et 5.1.9impliquent les
égalités

r = codim({x},U ) = dimU − dim{x} = dimU = deg trk(U ) = deg trk(X).

Le théorème est donc démontré.

5.3. Systèmes de paramètres

Dans la suite de ce paragraphe, on étudie la dimension des fermés d’une variété algé-
brique affine définis parr équations. On commence naturellement par le carr = 1.
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THÉORÈME5.3.1. — Soient X une variété algébrique affine irréductible et f∈ A (X)
un élément non nul. Les composantes irréductibles deV ( f ) sont toutes de codimension1.

Ce théorème est la traduction géométrique du théorème algébrique suivant :

THÉORÈME5.3.2 (Hauptidealsatz de Krull). — Soient A un anneau noethérien et f un
élément de A. Les idéaux premiers minimaux de A parmi ceux contenant f sont de hau-
teur≤ 1.

En particulier, si f n’est pas diviseur de0, f n’appartient à aucun idéal premier mini-
mal de A et les idéaux premiers minimaux de A contenant f sont de hauteur exactement1.

Démonstration. — Soitp un idéal premier minimal parmi ceux qui contiennentf . Il faut
montrer quep est de hauteur 1 dansA, c’est-à-dire qu’il n’existe pas de chaîne d’idéaux
premiersq′ ( q ( p dansA.

Quitte à quotienter parq′, on peut supposerA intègre et il faut ainsi montrer que(0)
est le seul idéal premier deA contenu dansp. En remplaçantA par Ap et f par son image
dansAp, on peut de plus supposer queA est local d’idéal maximalp.

Soit ainsiq ( p un idéal premier deA et montrons queq = (0). L’hypothèse quep
est minimal parmi les idéaux premiers contenantf implique quef 6∈ q. Pour toutn ≥ 1,
on pose alorsqn = qn Aq ∩ A. C’est l’ensemble desa ∈ A tels qu’il existeb 6∈ p tel que
ab∈ qn. On a pour toutn l’inclusion qn ⊃ qn+1.

Les idéaux premiers de l’anneauA/ f A correspondent aux idéaux premiers deA qui
contiennentf . Ainsi, p(A/ f A) est le seul idéal premier deA/ f A. Cet anneau est donc de
dimension 0. Comme il est noethérien, il est ainsi artinien. Par suite, la suite décroissante
d’idéauxqn(A/ f A) est stationnaire et il existe en entierN ≥ 1 tel que pourn ≥ N,

qn + f A = qn+1+ f A.

Si x ∈ qn, il existe ainsia ∈ A tel quex + a f ∈ qn+1, d’où en particuliera f ∈ qn, et
donca ∈ qn puisquef 6∈ q. Ainsi, x ∈ qn+1+ f qn et par conséquent, on a l’égalité

qn = qn+1+ f qn

et a fortiori, puisquef ∈ p,

qn = qn+1+ pqn.

D’après le lemme de Nakayama1.3.3, on a ainsiqn = qn+1 pour toutn ≥ N.
Par suite, en prenantn = N, on a

qN Aq = qN Aq = qN+1Aq = qN+1Aq = q · qN Aq.

Le lemme de Nakayama implique alors queqN Aq = 0, et donc,q étant premier,qAq = 0.
On a ainsiq = 0, comme il fallait démontrer.

On peut alors étendre par récurrence le théorème5.3.1 aux fermés de codimension
supérieure.
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COROLLAIRE 5.3.3. — Soient X une variété algébrique affine irréductible et f1, . . . , fr
des éléments deA (X). Les composantes irréductibles deV ( f1, . . . , fr ) sont toutes de
codimension inférieure ou égale à r.

Démonstration. — Le résultat est trivialement vrai pourr = 0. Supposons le vrai pour
r − 1 et soit Z une composante irréductible deV ( f1, . . . , fr ). CommeZ est contenu
dansV ( f1, . . . , fr−1), Z est contenu dans une composante irréductibleZ′ et est ainsi
une composante irréductible deZ′ ∩V ( fr ). Par récurrence, codim(Z′, X) ≤ r − 1 tandis
que le théorème5.3.1implique que codim(Z, Z′) ≤ 1. Par suite,

codim(Z, X) = dim X − dim Z = (dim X − dim Z′)+ (dim Z′ − dim Z)

= codim(Z′, X)+ codim(Z, Z′) ≤ r − 1+ 1= r.

Autrement dit, les composantes irréductibles d’un ensemble algébrique défini parr
équations sont de codimension au plusr . Réciproquement :

PROPOSITION5.3.4. — Soit Z ⊂ X un fermé irréductible de codimension r. Il existe
alors f1, . . . , fr ∈ A (X) tels que toutes les composantes irréductibles deV ( f1, . . . , fr )
soient de codimension r et que Z soit l’une d’entre elles.

Démonstration. — Si r = 0, Z est une composante irréductible deX. Si r ≥ 1, Z ne
contient aucune composante irréductible deX, donc son idéalI (Z) n’est contenu dans
aucun des idéaux premiers minimaux deA (X). D’après le lemme d’évitement1.1.2,
I (Z) n’est pas contenu dans leur réunion et il existe ainsif1 ∈ I (Z) non diviseur
de 0 dansA (X). D’après le théorème5.3.1, les composantes irréductibles deV ( f1)
sont toutes de codimension 1 etZ est contenu dans l’une d’entre elles. Par récurrence, il
existe f2, . . . , fr ∈ A (V ( f1)) = A (X)/

√
( f1) tel que les composantes irréductibles de

V ( f1, f2, . . . , fr ) soient toutes de codimensionr − 1 dansV ( f1) et Z est contenu dans
l’une d’entre elles. Autrement dit, les composantes irréductibles deV ( f1, . . . , fr ) sont
toutes de codimensionr et Z est l’une d’entre elles.

Exercice 5.3.5. — En utilisant le lemme d’évitement1.1.2, montrer le résultat suivant :
Soit Z = Zr ⊂ Zr−1 ⊂ · · · ⊂ Z1 ⊂ X une chaîne de fermés irréductibles, avec
codim(Zi , X) = i pour i ∈ {1, . . . , r }. Il existe f1, . . . , fr ∈ A (X) tels que pour tout
i , toutes les composantes irréductibles deV ( f1, . . . , fi ) sont de codimensioni et Zi est
l’une d’entre elles. (Voir [8], Cor. 4, p. 62, pour une démonstration.)

Exercice 5.3.6. — Soit f : A1
→ A3 le morphisme défini parf (t) = (t3, t4, t5). Mon-

trer que l’image def est un fermé irréductible de codimension 2 dansA3 mais que son
idéal n’est pas défini par deux équations. (L’idéal I ( f (A1)) est constitué des polynômes
p ∈ k[X,Y, Z] tels que pour tout t, p(t3, t4, t5) = 0. On prouvera qu’il est engendré par
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Y2
− X Z, X3

−Y Z et X5
− Z3 puis que cet idéal définit exactement f(A1). Enfin, mon-

trer que cet idéal n’est pas engendré par deux éléments en considérant les composantes
de degré2.) On dit que f (A1) n’est pasintersection complètedansA3.

Les corollaires5.3.3et5.3.4ont la formulation algébrique suivante :

THÉORÈME5.3.7. — Soit A un anneau local noethérien ; notonsm son idéal maximal.
Alors, la hauteurht(m) dem est le plus petit entier n tel qu’il existe f1, . . . , fn ∈ m tels
quem =

√
( f1, . . . , fn).

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que siA est un anneau local d’idéal maxi-
mal m, alorsm =

√
( f1, . . . , fn) équivaut au fait quem est l’unique idéal premier deA

contenant( f1, . . . , fn).

Démontrons par récurrence surn que sim =
√
( f1, . . . , fn), alors ht(m) ≤ n. Si

ht(m) = 0, il n’y a rien à démontrer. Soit sinonp ( m un idéal premier deA maximal
parmi les idéaux premiers deA distincts dem. Nous allons prouver que ht(p) ≤ n − 1,
d’où il résultera,p étant arbitraire, que ht(m) ≤ n.

L’hypothèse sur la suite( f1, . . . , fn) implique que l’un desfi , soit f1, n’appartient pas
àp. Alors,m est l’unique idéal premier deA qui contientp+ ( f1). Par conséquent,m est
nilpotent modulop+ ( f1) et il existem≥ 1, a2, . . . ,an ∈ A et g2, . . . , gn ∈ p tels que

f m
2 = a2 f1+ g2, , . . . , f m

n = an f1+ gn.

Par suite, dans l’anneauA/(g2, . . . , gn), m est un idéal premier minimal contenantf1.
D’après le Hauptidealsatz5.3.2, la hauteur dem dans cet anneau est≤ 1. Les inclusions
m ) p ⊃ (g2, . . . , gn) impliquent alors quep est un idéal premier minimal deA contenant
(g2, . . . , gn). Par récurrence, ht(p) ≤ n− 1 et ht(m) ≤ n.

Comme tout idéal admet une famille génératrice finie, Nous avons en particulier dé-
montré que la hauteur de tout idéal premier d’un anneau noethérien est finie. De manière
équivalente, un anneau local noethérien est de dimension finie.

Démontrons maintenant par récurrence surn = ht(m) qu’il existe f1, . . . , fn ∈ m tel
quem soit l’unique idéal premier deA contenant lesfi .

Si ht(m) = 0, m est l’unique idéal premier deA et la famille vide convient.
Si ht(m) = n ≥ 1, remarquons quem n’est contenu dans aucun idéal premier minimal

de A et d’après le lemme d’évitement1.1.2n’est pas contenu dans leur réunion. Il existe
ainsi f1 ∈ m qui n’est contenu dans aucun idéal premier minimal deA et d’après le
Hauptidealsatz (théorème5.3.2), la hauteur de tout idéal premier deA qui est minimal
parmi ceux contenant( f1) est égale à 1. La hauteur dem/( f1) dans A/( f1) est ainsi
inférieure ou égale àn− 1. (On peut prolonger toute chaîne d’idéaux premiers deA/( f1)
par un des idéaux premiers minimaux deA.) Par récurrence, il existef2, . . . , fn ∈ m tels
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que la hauteur dem/( f1, . . . , fn) dansA/( f1, . . . , fn) est nulle. ce qui prouve quim est
un idéal premier minimal parmi ceux qui contienent( f1, . . . , fn).

5.4. Espace tangent

Soit X ⊂ An une variété algébrique affine etx ∈ X. Soient f1, . . . , fr des éléments de
k[X1, . . . , Xn] tels queI (X) = ( f1, . . . , fr ).

DÉFINITION 5.4.1. — L’espace tangent à X en x est le sous-espace vectoriel Tx(X) de
kn défini par les équations

n∑
i=1

∂ f1
∂Xi

(x)ui = · · · =

n∑
i=1

∂ fr
∂Xi

(x)ui = 0.

Cette définition est concrète mais se prête mal aux manipulations car elle dépend du
plongement deX dansAn choisi. On va ainsi donner des définitions équivalentes.

DÉFINITION 5.4.2. — On appelledérivationen x tout homomorphisme k-linéaire D:
A (X)→ k tel que pour tous f , g∈ A (X),

D( f g) = f (x)D(g)+ g(x)D( f ).

On noteDerx(X) l’ensemble des dérivations en x.

PROPOSITION5.4.3. — On a des isomorphismes canoniques de k-espaces vectoriels :

Tx(X) ' Derx(X) ' (mx/m
2
x)
∨.

Démonstration. — On construit trois homomorphismes.
Si u = (ui ) ∈ Tx(X), on définit un homomorphisme dek-espaces vectorielsDu :

k[X1, . . . , Xn] → k en posant

Du( f ) =
n∑

i=1

∂ f

∂Xi
(x)ui .

Il est clair queDu est une dérivation enx, mais surAn. Il reste ainsi à prouver queI (X)
est contenu dans le noyau deDu. Or, si f ∈ I (X), on peut écriref =

∑
a j f j pour des

polynômesa j ∈ k[X1, . . . , Xn]. Alors,
n∑

i=1

∂ f

∂Xi
(x)ui =

∑
j

a j (x)
∑

i

∂ f j

∂Xi
(x)ui +

∑
i

f j (x)
∑

i

∂a j

∂Xi
(x)ui = 0

caru ∈ Tx(X) (pour la première somme) etx ∈ X (pour la seconde). On a ainsi construit
une applicationTx(X)→ Derx(X) dont il est clair qu’elle estk-linéaire.
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Si D ∈ Derx(X), on peut restreindreD àmx. Comme f est une dérivation, on voit que
D(m2

x) = 0, d’où une application linéaire(mx/m
2
x)→ k.

Enfin, on construit un homomorphisme(mx/m
2
x)
∨
→ Tx(X) en associant àD le vec-

teuru de coordonnéesui = D(Xi − xi ). Si f ∈ k[X1, . . . , Xn], on peut écrire

f = f (x)+
n∑

i=1

ai (X − xi )+ termes de degrés≥ 2

d’où il ressort queD( f − f (x)) =
∑

ai ui . De plus, on aai = (∂ f/∂Xi )(x). Ainsi, si
f ∈ I (X),

∑
(∂ f/∂Xi )(x)ui = 0 et cela implique queu ∈ Tx X.

Il est alors facile de vérifier que la composition de ces trois homomorphismes est l’iden-
tité. Ce sont les isomorphismes cherchés.

Remarque 5.4.4. — Il est facile de prouver que toute dérivation enx s’étend de manière
unique en une dérivation locale enx, c’est-à-dire un homomorphismek-linéaire, D :
OX,x → k, vérifiantD( f g) = f (x)D(g)+ g(x)D( f ) et que l’on obtient ainsi toutes les
dérivations locales.

De même,mx/m
2
x peut être calculé, au choix, dansA (X) ou dans l’anneau localOX,x.

DÉFINITION 5.4.5. — Soit X une variété algébrique et x∈ X. On appelleespace tan-
gent à X en x le k-espace vectoriel Tx(X) = (mx/m

2
x)
∨, où mx ⊂ OX,x est l’idéal

maximal de l’anneau local de X en x.

DÉFINITION 5.4.6. — On dit que X est régulière au point x de X sidimk Tx(X) =
codim(x, X). Cela équivaut à la relation

dimOX,x = dimk mx/m
2
x.

On dit aussi que x est un point régulier et, dans le cas contraire, que x est un point
singulier de X.

Exercice 5.4.7. — Résoudre l’exercice3.3.14.

DÉFINITION 5.4.8. — On dit qu’un anneau local noethérien d’idéal maximalm est ré-
gulier si la dimension de A est égale à la dimension du A/m-espace vectorielm/m2.

Remarque 5.4.9. — On a toujours l’inégalité dimm/m2
≥ dim A. En effet, si des élé-

ments f1, . . . , fr de m engendrentm/m2, on peut écrirem = ( f1, . . . , fr ) + m2 et le
lemme de Nakayama implique quem = ( f1, . . . , fr ). D’après le théorème5.3.7, on a
dim A ≤ r .

Autrement dit, on a pour toutx ∈ X, dimTx(X) ≥ codim(x, X) et cette dernière
codimension n’est autre que dimX si X est irréductible.



5.4. ESPACE TANGENT 71

DÉFINITION 5.4.10. — On noteSing(X) etReg(X) les ensembles des points singuliers
(resp. réguliers) de X.

THÉORÈME5.4.11. — L’ensembleReg(X) est un ouvert dense de X.

La démonstration de ce théorème est un peu délicate et va occuper la fin de ce para-
graphe.

Si X est affine et irréductible,Sing(X) est fermé. — Soit I (X) = ( f1, . . . , fr ) l’idéal
de X. On voit que la dimension deTx(X) est égale àn− rang

( ∂ f j
∂Xi
(x)
)
. (Cette formula-

tion, fondamentale, porte le nom decritère jacobien.) Le rang de la matrice des dérivées
partielles desf j enx est donc inférieur ou égal àn−dim X, avec égalité si et seulement si
x est un point régulier deX. Ainsi, x ∈ X est un point singulier si et seulement si ce rang
est< n− dim X, ce qui signifie que tous les mineurs d’ordren− dim X de la matrice des
dérivées partielles desf j s’annulent enx. On a prouvé quex ∈ Sing(X) si et seulement
si x annule un ensemble fini d’équations polynomiales. Autrement dit, Sing(X) est fermé
dansX.

Si X est irréductible,Sing(X) est fermé. — Pour tout ouvert affineU ⊂ X, Sing(X) ∩
U = Sing(U ) est fermé dansU . Par suite, Sing(X) est fermé dansX.

Si X est une hypersurface irréductible deAn, Sing(X) est d’intérieur vide. — Supposons
X = V ( f ) pour un polynôme irréductiblef ∈ k[X1, . . . , Xn]. On a donc Sing(X) =
V
(

f, ∂ f
∂X1
, . . . ,

∂ f
∂Xn

)
.

Supposons par l’absurde que Sing(X) n’est pas d’intérieur vide. CommeX est irréduc-
tible, on a alors Sing(X) = X, autrement dit, les dérivées partielles∂ f

∂Xi
s’annulent surX.

Mais si le polynôme∂ f/∂Xi n’est pas nul, il ne peut pas appartenir à l’idéal( f ) car son
degré enXi est strictement inférieur à celui def . Ainsi, on a ∂ f

∂Xi
= 0 pour touti .

Si k est de caractéristique nulle, cela implique quef est constant, ce qui est absurde.
Si k est de caractéristiquep > 0, on peut écriref = g(X p

1 , . . . , X p
n ), puis,k étant algé-

briquement clos,f = h(X1, . . . , Xn)
p. Ceci contredit l’hypothèse quef est irréductible.

Autrement dit, Sing(X) ( X.

Si X est irréductible,Sing(X) est d’intérieur vide. — Pour cela, il suffit de prouver qu’il
existe un ouvertU de X isomorphe à un ouvertV d’une hypersurface irréductible de
Adim X+1.

PROPOSITION5.4.12. — Soit X une variété algébrique affine irréductible de dimension
d. Il existe une hypersurface irréductible Y⊂ Ad+1 et des ouverts non vides U⊂ X et
V ⊂ Y tels que U' V .

Démonstration. — D’après la proposition3.5.7, il suffit de prouver que le corpsk(X)
des fonctions deX est engendré pard + 1 éléments.
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Si k(X) = k(x1, . . . , xn) avecn minimal, il faut donc prouver quen ≤ d + 1. Sup-
posons au contrairen > d + 1. D’après le théorème5.1.9, le degré de transcendance
de k(X) sur k est égal àd et on peut supposer quex1, . . . , xd sont algébriquement
indépendants. Il existe alors un polynôme irréductiblef ∈ k[X1, . . . , Xd+1] tel que
f (x1, . . . , xd+1) = 0. Comme f est irréductible, il existei tel que∂ f/∂Xi 6= 0 (l’ar-
gument vient d’être détaillé) et on peut supposer quei = d + 1, ce qui signifie que
l’extensionk(x1, . . . , xd) ⊂ k(x1, . . . , xd+1) est séparable. De plus,xd+2 est algébrique
surk(x1, . . . , xd). Le théorème de l’élément primitif (théorème1.5.3) implique alors qu’il
existey ∈ k(x1, . . . , xd+2) tel que

k(x1, . . . , xd, y) = k(x1, . . . , xd, xd+1, xd+2).

Cela contredit l’hypothèse quen est minimal. Par suite,n ≤ d + 1.

Remarque 5.4.13. — Les précisions contenues dans la preuve du théorème de l’élément
primitif impliquent que siX ⊂ An est une variété irréductible de dimensiond, il est pos-
sible de trouver une projection linéaireπ : An

→ Ad+1 telle queY = π(X) convienne.

Preuve du théorème quand X n’est plus supposé irréductible. — Il suffit en fait de prou-
ver le lemme suivant qui impliquera que Sing(X) est une réunion finie de fermés d’inté-
rieurs vides.

LEMME 5.4.14. — Soit X une variété algébrique, notons(Xi ) ses composantes irré-
ductibles. On a alors

Sing(X) =
⋃

i

Sing(Xi ) ∪
⋃
i 6= j

(Xi ∩ X j ).

Démonstration. — Si x n’appartient qu’à une composante irréductibleXi , celle-ci est un
voisinage dex. Un telx est donc régulier dansX si et seulement s’il est régulier dansXi .
SI au contrairex appartient à plusieurs composantes irréductibles deX, le théorème5.4.15
implique que l’anneau localOX,x n’est pas régulier, si bien quex ∈ Sing(X).

THÉORÈME5.4.15. — Un anneau local noethérien régulier est intègre.

Démonstration. — Soit A un anneau local noethérien régulier. On démontre par récur-
rence sur la dimension deA queA est intègre.

Si dim A = 0, on a dimm/m2
= 0, si bien quem = m2. D’après le lemme de Na-

kayama,m = 0 et A est un corps.
Soient (pi ) les idéaux premiers minimaux deA. (Géométriquement, lespi corres-

pondent aux composantes irréductibles de SpecA.) Comme dimA > 0, m 6= pi et A
étant régulier,m 6= m2. D’après le lemme d’évitement1.1.2, il existe a ∈ m tel que
a 6∈ m2

∪
⋃

pi . Soit B l’anneauA/(a) ; si b 6∈ n = mB, b est inversible, doncB est un
anneau local d’idéal maximaln. De plus,a n’est pas diviseur de zéro dansA. D’après le
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Hauptidealsatz5.3.2, on a donc dimB = dim A− 1. D’autre part,n/n2
= m/(m2

+ (a))
est un quotient dem/m2 ; commea 6∈ m2, ces deux espaces vectoriels ne sont pas iso-
morphes, si bien que

dim A− 1= dim B ≤ dimn/n2 < dimm/m2
= dim A

d’où l’on déduit que dimn/n2
= dim B. Autrement dit,B est un anneau local noethé-

rien régulier. Par récurrence,B est intègre :(a) est un idéal premier deA. Par le lemme
d’évitement1.1.1, l’un despi , soitp, est contenu dans(a). (Géométriquement,V (p) est
la composante irréductible de SpecA qui contient le fermé irréductibleV (a).) Comme
a 6∈ p, p ( (a).

Soit x ∈ p. On peut écrirex = ay avecy ∈ A. Commep est premier,y ∈ p, d’où il
vient x ∈ ap ⊂ mp et doncp = mp. D’après le lemme de Nakayama1.3.3, p = 0. Ainsi,
(0) est un idéal premier deA qui est donc intègre.





ÉPILOGUE

Au moment où ce cours se termine, il me paraît souhaitable d’ajouter quelques mots
d’introduction à un cours de géométrie algébrique plus avancé dans lequel la théorie des
schémas serait développée.

Ce cours s’est attaché à décrire quelques propriétés géométriques liées aux algèbres de
type fini, sur un corps algébriquement clos. Or, on a vu à plusieurs reprises des énoncés
géométriques qui étaient la traduction d’un énoncé algébrique analogue concernant les
algèbres de type fini sur un corps quelconque, voire même les anneaux noethériens. Il en
est ainsi du lemme de normalisation de Noether ou de certains aspects de la théorie de
la dimension. Cependant, le théorème des zéros de Hilbert ne donne apparemment une
signification géométrique qu’aux algèbres de type fini sur un corps algébriquement clos.
Pour contourner cette difficulté, une possibilité est de ne considérer non plus les seules
solutions danskn d’un système d’équations polynomiales à coefficients dans un corps
k mais toutes les solutions dans la clôture algébrique dek, autrement dit à prendre en
compte tous les idéaux maximaux d’unek-algèbre de type fini, et non seulement ceux de
corps résiduelk.

Mais l’opération algébrique de localisation fait sortir fatalement de la catégorie des
algèbres de type fini sur un corps, tout en ayant une signification géométrique très simple.
Pourquoi ne pas disposer d’une théorie géométrique dans laquelle ces anneaux locaux
auraient droit de cité comme anneaux des fonctions sur un objet géométrique à part entière
(une espèce de « germe » de variétés algébriques) ?

De même, si l’on étudie les morphismes entre variétés algébriques les plus honnêtes, et
en particulier la fibre d’un tel morphisme au-dessus d’un point de l’image, on est amené à
introduire des objets nouveaux comme des « points avec multiplicités » : sif : A1

→ A1

est donnée parf (x, y) = x2, la fibre au-dessus det 6= 0 est formée de deux points (+
√

t
et−
√

t), tandis que la fibre au-dessus de 0 est formée du point 0 dont on sait qu’il faut
le compter avec multiplicité 2. L’anneau de la fibre au-dessus det 6= 0 est isomorphe à
k× k, tandis que l’anneau de la fibre au-dessus det = 0 devrait être l’anneaunon réduit
k[t ]/(t2).
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Alexander GROTHENDIECK (1928–)

Après sa thèse au cours de laquelle il résolut une
dizaine de problèmes majeurs d’analyse fonction-
nelle, il consacra toute son énergie à la refondation
prodigieuse de la géométrie algébrique (théorie des
schémas) en vue de la démonstration des conjectures
de Weil, démonstration achevée en 1974 par son élève
P. Deligne. Depuis la fin des années 80, Grothendieck
s’est progressivement retiré du monde mathématique,
puis du monde tout cours.

L’arithmétique considère des anneaux d’un type un peu différent : si l’on s’intéresse
aux équations polynomiales à coefficients dansZ, l’anneau qui intervient naturellement
est uneZ-algèbre de type fini.

Au point où on en est, pourquoi ne pas essayer de donner sens, pour tout anneauA, à
une « variété algébrique » dont l’anneau des fonctions seraitA? La réponse est fournie par
la théorie des schémas développée dans les années 50–60 par Alexander Grothendieck.
L’ensemble sous-jacent à une telle variété algébrique (leschéma affined’anneauA) est
le spectre deA, l’ensemble des idéaux premiers deA, muni d’une topologie (analogue
à celle que nous avons définie sur le spectre maximal d’une algèbre de type fini sur un
corps) et d’un faisceau d’anneaux (dont les sections globales sont les éléments deA).

L’intérêt est qu’un morphisme d’anneauxA→ B donne lieu automatiquement à une
application SpecB→ SpecA qui est un morphisme d’espaces annelés, alors que l’on ne
dispose pas en général d’une application entre les spectres maximaux.

La théorie des schémas fournit alors la souplesse et l’intuition géométrique nécessaires,
au prix de difficultés nouvelles qui pourront amener à n’étudier tout de même que les va-
riétés algébriques, mais à les étudier dans ce langage (on parle alors de schéma de type
fini sur un corps). Il ne paraîtra peut-être pas surprenant au lecteur que les anneaux quel-
conques n’aient pas les propriétés algébriques nécessaires à une bonne intuition géomé-
trique. Plus étonnant est que les anneaux noethériens ne suffisent pas toujours. En effet,
deux résultats importants du cours ne sont pas vrais pour tous les anneaux noethériens :
ceux-ci ne sont pas forcément de dimension finie et leur lieu régulier (ensemble des idéaux
premiersp de A tels que l’anneau localAp est régulier) n’est pas forcément ouvert.

Néanmoins, il est légitime de penser que la théorie des schémas, par la souplesse qu’elle
apporte, est devenue incontournable, quand bien-même on ne s’intéresserait qu’aux varié-
tés algébriques telles que nous les avons étudiées. C’est dans cet esprit que nous conseillons
au lecteur d’aborder la lecture des ouvrages modernes, nécessairement ardus, de géomé-
trie algébrique. En souhaitant qu’il y trouvera de l’intérêt et pourquoi pas, du plaisir...
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