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LA TRANSFORMATION DE FOURIER-BOREL :

UNE DUALITE EN TRANSCENDANCE.

par

Michel WALDSCHMIDT

RESUME.

Nous utilisons la transformation de Fourier-Borel pour introduire une dualité dans
les méthodes transcendantes. En ce sens, la solution par Schneider du septieme probleme
de Hilbert est duale de celle de Gel’fond, tandis que la démonstration du théoreme de
Hermite-Lindemann par la méthode de Gel’fond—Schneider est autoduale. Nous termi-
nons en donnant 1’esquisse d’une nouvelle démonstration du théoreme de Schneider sur la
transcendance d’intégrales elliptiques de premiere espece.



1. — La transformation de Fourier—Borel.

Nous désignons par H(C) l'espace des fonctions entiéres d’une variable complexe, et par
H'(C) T'espace vectoriel des applications C—linéaires n : H(C) — C qui sont bornées au
sens suivant : il existe deux constantes positives C' et R telles que, pour tout fonction
F € H(C), on ait

(1.1) In(F)| < C|F|g,

ot on a noté |F|g = sup{|F(z)]; |z| < R}. Les éléments de H'(C) sont appelés fonc-
tionnelles analytiques. Une telle fonctionnelle 7 est déterminée par la suite de ses valeurs
an = n(z") sur les monomes z +— 2", n >0 :

Lemme 1.2. — Soit n € H'(C). Pour F(z) =), +,bn2" € H(C), la série ), bnn(z")
converge absolument, et on a - N

N(F) =Y bun(z").

n>0

Démonstration.
Posons a,, = n(z"), (n > 0). Grace a (1.1) on a

|an| = [n(z")| < CR",
et des inégalités de Cauchy on déduit, pour tout R; > 0,
|bn| < [Flr, Ry

Donc
R

wbnl < C|F|g, (2] .
bl < CIFIR, (3

Il suffit donc de choisir Ry > R pour voir que la série ) -, a,b, converge absolument.
Soit alors € > 0 ; prenons N entier suffisamment grand pour que

R N
O(1+ N)|Fln, (—) <e
Ry

et montrons que

Pour cela, posons

N
(Glry < |Flry + ) [bal BY

n=0

< (1+N)‘F|R1'



D’autre part la fonction G a un zéro a ’origine de multiplicité > N, et le lemme de Schwarz

donne N
R
Glp < | — Glp,.
|G|r < (Rl) |G| R,

Enfin
= |n(G)| < C|G|r.

N
n(F) — Z anbn,
n=0

D’ou le lemme 1.2.

Par conséquent notre fonctionnelle 7 est aussi déterminée par ses valeurs n(e%?) =
Fy(u) sur les fonctions z — e**, (u € C) :

un
Fp(u) = Z .

n>0

D’apres le lemme 1.2, la série > ., a,u™/n! converge absolument pour tout u € C, donc
la fonction F,, ainsi définie est entiere, et ’hypothese (1.1) montre qu’elle est de type
exponentiel, ¢c’est—a—dire qu’il existe deux constantes C' > 0 et R > 0 telles que

| Fy(u)| < Cefill pour tout u € C.

On dit que F;, est la transformée de Fourier—Borel de la fonctionnelle 7.
Inversement, étant donnée une fonction entiere de type exponentiel ® nous allons lui
associer une fonctionnelle analytique 7 telle que ® = F,,.

Lemme 1.3. — Soit ® une fonction entiére dans C, de type exponentiel, et ayant pour
développement de Taylor a I'origine :

Alors pour toute fonction entiére

F(z) =) bnz" € H(C),

n>0

la série

Ho(F) = Z anbn

n>0
converge absolument, et I'application F' — Hq(F') appartient a H'(C).

Démonstration.
Comme dans la démonstration du lemme 1.2, on a, pour tout R; > 0,

|bn| < |F|r, RY™.



De plus I'hypothese sur la croissance de ¢ conduit a
|an| < nl|®|,p~" < CnlefPpm

pour tout p > 0, d’ou
lanbn| < C|F|g,nle®(Ryp)~".
On prend d’une part Ry > R, et, d’autre part, en optimisant, p = n/R ; on trouve ainsi

n! (eR\"
nbn S F —_ o
bl < CIFI 25 ()

pour tout n > 0 (avec la convention habituelle n! = n™ =1 pour n = 0). On pose alors
n! [eR\"
c= — (=] ,
> (%)

et on trouve

Z |anbn| < CC|F|R17

n>0
ce qui démontre que Hg appartient & H'(C).
De plus il est maintenant immeédiat de vérifier que les applications n — F;, et ® — He

définissent des bijections réciproques de H'(C) sur Iespace des fonctions entieres de type
exponentiel.

Exemple 1.4. — Pour v € C, la fonctionnelle 7, : F' — F(v) a pour transformée de
Fourier-Borel la fonction u — e*".

Lemme 1.5. — Pour tout n € H'(C), on a

fnod/dz(u) = U.Fn(U),

ot nod/dz désigne la fonctionnelle F +— n(dF/dz).

Démonstration.

On a

d

Frod/d=(1) = W(@e

UZ) UZ)

= n(ue"®) = un(e"*) = uF,(u).

Le lemme 1.5 s’énonce de maniere équivalente

d

/H@(E

F)=Hyo(F)

pour toute fonction entiere ® de type exponentiel. En effet, si on pose n = Hg, on a
® = F,, donc u®(u) = Fyoq/q-(u) d’apres le lemme 1.5, ce qui signifie n o d/dz = Hyew)-



Lemme 1.6. — Pour tout n € H'(C), on a

fnoz = _Fna

ot m o z désigne la fonctionnelle F' — n(zF).
Ce lemme 1.6 signifie que pour toute fonction entiere ® de type exponentiel, on a
Ho(2F) = Hap jau(F).

Démonstration.
Posons n = Hg. On a, pour n > 0,

et

donc noz=Hqp/qu-

Lemme 1.7. — Pour s et t entiers > 0 et v € C, la transformée de Fourier—Borel de la

fonctionnelle .
d
- F — SE
n:F— ( dz) (2°F),_,

A= (2 e

est

Autrement dit
d ! S _uz d ° vz
(18) (E) (Z € )z:'u = <E> (Zte )z:u :

Démonstration.
Par hypothese n =1, o (d/dz)! o 2%, ott n,(F) = F(v). Le lemme 1.6 donne

d\°* d\"
Fn:(@) F, avec u:mo(%) )

Le lemme 1.5 entralne

Enfin de 'exemple 1.4 on déduit



D’ou le lemme 1.7.

Remarque. On peut aussi démontrer (1.8) directement en développant & 1’origine la fonc-
tion
(21, 22) s eF1TW(z2H0),

En effet, on a
o \*
_— (z1+u)(z2+v)> — t (z14u)v
(822) (e o (z1 +u)'e ,

et

a ’ z u)v d ° vz
(8_21) ((Zl +u)fel ) >z1:0 = <£> (z'e)__.,

8 s a t d S
_ _ (z1+u)(22+4v) — [ = t vz
(821> <8z2) <e )21—22—0 <dZ) (Z € )Z:u .

Le résultat s’obtient grace a la symétrie du premier membre.

donc

Bien entendu on peut encore calculer directement

min{s,t}

d ’ t vz _ slt! t—k, s—k _uv
(dz) ()= 2 s — kRt Y ¢

k=0

et constater de nouveau la symétrie du second membre sous 'action de

(u,v,s,t) — (v,u,t,s).



2. — Une dualité dans les méthodes transcendantes.

Le septieme probleme de Hilbert a été résolu par Gel’fond et Schneider en 1934 (cf. [G1],
[S1]) : si v et B sont deux nombres complexes avec a # 0, logaw # 0, et & Q, alors l'un
au moins des trois nombres o, 3, o’ = exp{Bloga} est transcendant sur Q.

La démonstration de Gel’fond [G1] utilise une fonction auxiliaire de la forme

Pe(z) = ZZPAOMG(AOHMK

Ao A1

oll px,, sont des nombres entiers. Gel’fond évalue les dérivées de @ aux points multiples
de log v :

t
(%) b (hloga) = ZZPAOM (Xo + Alﬁ)taAOh(aﬁ))‘lh‘

Ao A1

La démonstration de Schneider [S1] utilise une fonction
Ts(z) =) ) ame'a
t
qu’il évalue aux points \g + A5 :

Ps(No+ Mp) = Z Zch()\o + A1 8) et ()M
n

t

On reconnait un cas particulier de (1.8) :

d t
il (Mo+A18)z /ot he
(d2> (e o >z:hloga - (z o )z:/\oJr)\lB'

Ainsi Gel’fond et Schneider considéraient tous deux une méme matrice, mais, tandis que
Gel’fond prenait des combinaisons des colonnes, Schneider prenait des combinaisons des
lignes.

On peut aussi écrire que la fonction @5 de Gel’fond est la transformée de Fourier—Borel
de la fonctionnelle

Fna(F) =Y pan Ao+ MiB),

Ao A1

tandis que la fonction ®g de Schneider est la transformée de Fourier—Borel de

Fons(F) =33 an (di) F(hlogo).
t h

C’est en ce sens que les deux méthodes sont duales I'une de l'autre. De maniere plus
générale, quand ¢1, s, ... sont des fonctions analytiques, et (i, (2,... des points, pour



étudier la nature arithmétique des valeurs (d/dz)"¢x(¢,), on construit habituellement une

fonction auxiliaire
L
= E PPN
A=1

que l'on évalue avec ses dérivées (d/dz)" aux points (,, (1 < p < M). Autrement dit on
travaille avec des combinaisons linéaires de colonnes d’une matrice

((d%) t %(Cu)) it

La méthode transcendante duale fera intervenir des combinaisons linéaires des lignes de
cette méme matrice, c¢’est—a—dire introduira une fonctionnelle auxiliaire

d\!
i Fe Y Y g, (d_) F(C).
o
La transformée de Fourier—Borel de 0 s’écrit

- Z Z Grpu'esr®.
t o

Prenons comme deuxieme exemple le théoreme de Hermite Lindemann : si v est un
nombre complexe non nul, l'un au moins des deuxr nombres «, € est transcendant.

La démonstration de ce théoreme par la méthode de Gel’fond—Schneider (cf. [G2],
[S3]) repose sur ’étude d’une fonction auxiliaire de la forme

Ao A1Z
:E EPAOA120€17

Ao A1

et on considere les nombres (d/dz)'¥(ha) pour différentes valeurs entieres de t et h. Le
dual de cette méthode consiste a considérer la fonctionnelle

d\?
FenF)=> "> an (E) F(ha),
t h
dont la transformée de Fourier—Borel est

— § :E :chutehau.
t h

Pour ¢y, = e ? on a, d’apres (1.8),

SO/\O/\1 ZZch <di> /\OeAlz)z:hOc
Ao
= ; ; qth <@> (uteh““)u:/\1

NEAN



Quitte a effectuer le changement de variables z = au et la permutation
(tv h7 )‘07 )\1) = ()\07 )\17 t; h)?
on voit que cette démonstration est autoduale.

Un autre exemple de démonstration autoduale est donné par le théoreme des six expo-
nentielles ([W1] Corollaire 2.2.3) : si x1,...,xq sont des nombres complezes linéairement
indépendants sur Q, et y1,...,ye sont aussi des nombres complexes linéairement indépen-
dants sur Q, avec €d > 0+ d, l'un au moins des bd nombres e (1 <i<d, 1<j</)
est transcendant sur Q.

Les deux solutions proposées au §7.4 de [W1] du huitieme probleme de Schneider (sur

. 2
la transcendance de I'un au moins des deux nombres €€, e® ) sont encore duales I'une de
l'autre.

Quand on se restreint aux méthodes classiques pour les fonctions exponentielles (ou
polynomiales) en une variable, la méthode duale est une autre méthode classique (on
trouvera d’autres exemples dans [W1] ; citons en particulier le théoréme de Gel’fond sur
I'indépendance algébrique des deux nombres o et o’ quand S est algébrique de degré
3).

Il en va différemment si on passe en plusieurs variables, ou bien si on considere d’autres
types de fonctions, ce que nous allons faire maintenant.

3. — Transcendance d’intégrales elliptiques de premiere espece.

Soit p une fonction elliptique de Weierstrass d’invariants g5, g3 algébriques :

2
O =40 — g2p — g,

et soit o un nombre algébrique non nul. D’apres Schneider [S2], [S3], a n'est pas pdle de
o, et p(a) est transcendant.

Nous allons exposer deux schémas de démonstration de ce résultat, en nous limitant
pour simplifier au cas ot aucun multiple entier non nul de o n’est pole de p. (La transcen-
dance des périodes de p se fait de la méme maniere, mais en décalant d’une demi période
fondamentale pour éviter les poles). On suppose p(a) algébrique, et on veut en déduire
une contradiction.

Nous donnerons d’abord le schéma de démonstration “classique” utilisant une fonction
auxiliaire, puis le schéma de la démonstration duale. Chacune de ces deux démonstrations
utilise des parametres permettant d’effectuer des estimations. On commence par choisir
une constante ¢y suffisamment grande (qu’on pourrait expliciter en fonction de «, g2, g3
et p(«)), puis une constante H beaucoup plus grande que ¢y, et enfin un parametre entier
L qui tendra vers l'infini. Pour utiliser les propositions 2.3 et 3.2 de [W2], on posera

1

r=cyHla|, R=1L, Vzc—nglOgL; A =V/co.
0
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Pour travailler avec des fonctions analytiques, on introduit une fonction entiere 6,
non nulle aux points ha, (0 < h < H), telle que toutes les fonctions 6(z)z*°p(2)*,
(0 < Mo, A1 < L) soient entieres (par exemple on prend 6 = o2&, ot o est la fonction sigma
de Weierstrass associée & p).

Commencons par le point de vue classique. On pose T' = [coL?/H]. Comme TH/L?
est suffisamment grand, un lemme de zéros (par exemple celui de [P]) permet de montrer
que la matrice formée par les nombres

(3.1) ((%)t (z*ogo(z)Al))Z:ha,

ou (t,h) est 'indice de ligne, 0 < t < T, 0 < h < H, et (Ag, A1) celui de colonne,
0< X <L,0< )\ <L, aun rang égal & L?. La méthode utilisée par Schneider en 1936
consiste a construire une fonction auxiliaire, combinaison linéaire de colonnes :

L-1 L-1

(3.2) 22 = 3 3 pon ()N

Ao=0A1=0

Pour cela, on applique la proposition 2.3 de [W2] aux fonctions (z)2*°p(2)*1, et on trouve
une fonction (3.2) vérifiant [0®|,. < e~ V.

En divisant par 6 on voit que les dérivées de la fonction auxiliaire d’ordre < T aux
points ha, (1 < h < H), sont “petites” :

d\!
‘(E) d(ha)| < e V72
Mais ces valeurs sont des nombres algébriques :
L—1 L—1 d\?
33) > S mn () oee™)
Ao=0 A1 =0 mhe

et I'inégalité de Liouville montre que tous ces nombres (3.3) (0 <t <T,0< h < H) sont
nuls, contredisant le lemme de zéros.

Dans le deuxiéme schéma de démonstration, nous allons poser T' = [L?/coH]. Un
lemme d’interpolation (du style de celui de [M]) permet de montrer que la matrice formée
par les nombres (3.1) a un rang égal & TH (noter que c’est maintenant L?/TH qui est
suffisamment grand). Nous voulons construire une fonctionnelle auxiliaire associée a une
combinaison linéaire de colonnes de la matrice considérée :

T-1 H

Fres Y thh((%)tf")z:m.

t=0 h=1
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On considere les fonctionnelles

d\'(F
e = () (5)_.

La proposition 3.2 de [W2] permet de trouver des entiers rationnels non tous nuls g, tels

que la fonctionnelle
T

|
—

H
Z qthTth

I
o

vérifie
In(F)| < e V|F|g

pour toute fonction analytique F. En particulier les valeurs n(F) pour F = 0(2)z*0 p(2)M
(0 < X, A1 < L), sont “petites”

}77 (0(2)2’\(’@(2))‘1” < e V/2,

Mais ces valeurs sont des nombres algébriques :

(3.4) 3

I'inégalité de Liouville montre que tous ces nombres (3.4), pour (0 < Ao, A1 < L), sont
nuls ; ceci contredit le lemme d’interpolation.
Notons que la transformée de Fourier—Borel de 7 est

T—-1 H
E E th Zt ehaz

avec Gin, = qin/0(ha). On peut donc démontrer la transcendance de p(«) en faisant
intervenir des polynomes exponentiels.
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