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Résumé
La principale source de la théorie des nombres transcendants
est l’article de Hermite en 1873 dans lequel non seulement il
démontre la transcendance du nombre e, mais aussi il initie
l’étude de l’approximation de fonctions par des fractions
rationnelles.

Nous introduirons la théorie de l’approximation diophantienne
des séries formelles avant de présenter un travail en commun
avec D. Roy, dans lequel nous étudions un analogue pour les
séries formelles de la géométrie paramétrique des nombres,
proposée par W.M. Schmidt en 1982 et développée en 2009 et
2013 par W.M. Schmidt et L. Summerer puis en 2015 par
D. Roy.
Référence : http://www.imj-prg.fr/~michel.waldschmidt/

Damien Roy et MW,
Parametric geometry of numbers in function fields.
Mathematika, 63 3 (2017) 1114–1135. arXiv: 1704.00291 [math.NT].
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Introduction

L’introduction de l’article fondateur de Ch. Hermite en 1873,
dans lequel il prouve la transcendance du nombre e, commence
par un rappel de la théorie de l’approximation diophantienne
simultanée de plusieurs nombres réels par des nombres
rationnels. Il remarque que le cas de l’approximation d’un seul
nombre est résolu par la théorie des fractions continues, puis
rappelle ce qui est connu pour l’approximation de plusieurs
nombres. Il continue en disant qu’il va étudier une situation
similaire pour les fonctions. C’est la naissance de ce qui
deviendra la théorie des approximants de Padé. Hermite
poursuit en donnant une solution explicite à ce qui est appelé
maintenant approximants de Padé de type II pour la fonction
exponentielle.
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Charles Hermite et Ferdinand Lindemann

Charles Hermite
(1822 – 1901)

Hermite (1873) :
Transcendance de e
e = 2.718 281 828 4 . . .

Ferdinand Lindemann
(1852 – 1939)

Lindemann (1882) :
Transcendance de π
π = 3.141 592 653 5 . . .
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Charles Hermite 1873
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Felix Müller Jahrbuch der Mathematik
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Felix Müller Jahrbuch der Mathematik
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Hermite p.77
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Hermite p.77
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Hermite p.77 – 78
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Approximation rationnelle d’un nombre réel

Si x est un nombre rationnel, il existe une constante c > 0
telle que, pour tout p/q ∈ Q vérifiant p/q 6= x, on ait
|x− p/q| ≥ c/q.

Démonstration : écrire x = a/b ; le résultat est vrai avec
c = 1/b.

Si x est un nombre réel irrationnel, il y a une infinité de
p/q ∈ Q tels que |x− p/q| < 1/q2.

Les meilleures approximations p/q sont données par
l’algorithme des fractions continues.

Quand x est un nombre réel, il revient au même d’étudier
|x− p

q
| ou |qx− p| pour p, q dans Z, q > 0.
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Approximation rationnelle d’un nombre réel
Fractions continues (Leonhard Euler, Brahmagupta,. . .)

Dissection de Farey (Sir John Farey)

Principe des tiroirs de Dirichlet (Gustav Lejeune – Dirichlet)

Géométrie des nombres (Hermann Minkowski)

Euler

(1707 – 1783)

Farey

(1766 – 1826)

Dirichlet

(1805 – 1859)

Minkowski

(1864–1909)
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L’algorithme des fractions continues
Soit x ∈ R. La division euclidienne de x par 1 s’écrit :

x = bxc+ {x} avec bxc ∈ Z et 0 ≤ {x} < 1.

Si x n’est pas un entier, alors {x} 6= 0. On pose alors

x1 =
1

{x}
, de sorte que

x = bxc+
1

x1
avec bxc ∈ Z et x1 > 1.

Si x1 n’est pas un entier on pose x2 =
1

{x1}
:

x = bxc+
1

bx1c+
1

x2

avec x2 > 1
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Développement en fraction continue régulière
On écrit a0 = bxc et ai = bxic pour i ≥ 1.
Alors

x = bxc+
1

[x1] +
1

bx2c+
1

. . .

= a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .

L’algorithme s’arrête après un nombre fini de pas si et
seulement si x est rationnel.
On utilise la notation

x = [a0, a1, a2, a3, . . . ]

Remarque : si ak ≥ 2, alors
[a0, a1, a2, a3, . . . , ak] = [a0, a1, a2, a3, . . . , ak − 1, 1].
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Fractions continues : les convergents

Étant donnés des entier rationnels a0, a1, . . . , an avec ai ≥ 1
pour i ≥ 1, la fraction continue finie

[a0, a1, a2, a3, . . . , an]

peut être écrite
P n(a0, a1, . . . , an)

Qn(a1, a2, . . . , an)

où P n et Qn sont des polynômes à coefficients entiers que
nous allons écrire explicitement.
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Fractions continues : les convergents
Soient F un corps, Z0, Z1, . . . des variables. Nous allons
définir par récurrence des polynômes P n et Qn de l’anneau
F[Z0, . . . , Zn] et F[Z1, . . . , Zn] respectivement tels que

[Z0, Z1, . . . , Zn] =
P n

Qn

·

Voici les premières valeurs

P 0 = Z0, Q0 = 1,
P 0

Q0

= Z0;

P 1 = Z0Z1 + 1, Q1 = Z1,
P 1

Q1

= Z0 +
1

Z1

;

P 2 = Z0Z1Z2+Z2+Z0, Q2 = Z1Z2+1,
P 2

Q2

= Z0+
1

Z1 +
1

Z2

·
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Fractions continues : quotients partiels

P 3 = Z0Z1Z2Z3 + Z2Z3 + Z0Z3 + Z0Z1 + 1,

Q3 = Z1Z2Z3 + Z3 + Z1,

P 3

Q3

= Z0 +
1

Z1 +
1

Z2 +
1

Z3

·

P 2 = Z2P 1 + P 0, Q2 = Z2Q1 +Q0.

P 3 = Z3P 2 + P 1, Q3 = Z3Q2 +Q1.
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Fractions continues : quotients partiels

On observe que pour n = 2 et n = 3, on a

P n = ZnP n−1 + P n−2, Qn = ZnQn−1 +Qn−2.

Cette remarque nous sert de définition pour P n et Qn.

Sous forme matricielle, on pose, pour n ≥ 2,(
P n

Qn

)
=

(
P n−1 P n−2
Qn−1 Qn−2

)(
Zn

1

)
.
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Definition de P n et Qn

On considère les matrices 2× 2, pour n ≥ 2 :(
P n P n−1
Qn Qn−1

)
=

(
P n−1 P n−2
Qn−1 Qn−2

)(
Zn 1
1 0

)
.

On a, pour n ≥ 1,(
P n P n−1
Qn Qn−1

)
=

(
Z0 1
1 0

)(
Z1 1
1 0

)
· · ·
(
Zn 1
1 0

)
.
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Definition de P n et Qn pour n ≥ −2

(
P n P n−1
Qn Qn−1

)
=

(
Z0 1
1 0

)(
Z1 1
1 0

)
· · ·
(
Zn 1
1 0

)
pour n ≥ −1.

En posant (
P−1 P−2
Q−1 Q−2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

on vérifie [Z0, Z1, . . . , Zn] = P n/Qn pour tout n ≥ 0.
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Fraction continue régulière d’un nombre rationnel

Pour
x = [a0, a1, a2, . . . , an]

on a
x =

pn
qn

avec

pn = P n(a0, a1, . . . , an) et qn = Qn(a1, . . . , an).
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Fraction continue régulière d’un nombre réel
Pour

x = [a0, a1, a2, . . . , an, . . .]

les nombres rationnels de la suite
pn
qn

= [a0, a1, a2, . . . , an] (n = 1, 2, . . .)

fournissent des approximations rationnelles de x qui sont les
meilleures quand on compare la qualité de l’approximation et
la taille du dénominateur.
a0, a1, a2, . . . sont les quotients partiels,
pn/qn (n ≥ 0) sont les réduites de la fraction continue (en
anglais convergents).
xn = [an, an+1, . . . ] (n ≥ 0) sont les quotients complets.
On a

x = [a0, a1, . . . , an−1, xn] =
xnpn−1 + pn−2
xnqn−1 + qn−2

·
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Lien avec l’algorithme d’Euclide

Si x est un nombre rationnel,

x =
p

q
, ce processus n’est

autre que l’algorithme
d’Euclide pour diviser p par q
et pour calculer le pgcd : Euclide

(∼ -306, ∼ -283)

x = a0 +
1

x1
, p = qa0 + r0, 0 ≤ r0 < q, x1 =

q

r0
> 1

x1 = a1 +
1

x2
, q = r0a1 + r1, 0 ≤ r1 < r0, x2 =

r0
r1
> 1

q > r0 > r1 > · · · ≥ 1.
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Fractions continues et approximation rationnelle

De

qn = anqn−1 + qn−2 et qnx− pn =
(−1)n

an+1qn + qn−1

on déduit les inégalités

anqn−1 ≤ qn ≤ (an + 1)qn−1

et

1

(an+1 + 2)qn
<

1

qn+1 + qn
< |qnx− pn| <

1

qn+1

<
1

an+1qn
·
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Les réduites sont les meilleures approximations

Soit pn/qn la n–ième réduite du développement en fraction
continue régulière d’un nombre irrationnel x.
Théorème. Pour tout nombre rationnel a/b vérifiant
1 ≤ b ≤ qn, on a

|qnx− pn| ≤ |bx− a|

avec égalité si et seulement si (a, b) = (pn, qn).

Corollaire. Pour 1 ≤ b ≤ qn, on a∣∣∣∣x− pn
qn

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣x− a

b

∣∣∣
avec égalité si (mais pas seulement si) (a, b) = (pn, qn).
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Séries formelles

Soit F un corps. On définit une valeur absolue sur le corps des
fractions rationnelles F(T ) en posant, pour P/Q ∈ F(T ),∣∣∣∣PQ

∣∣∣∣ = edeg P−degQ

avec |0| = 0. Le complété de F(T ) pour cette valeur absolue
est F((1/T )) ; pour x ∈ F((1/T )) avec x 6= 0 on écrit

x = ak0T
k0 + ak0−1T

k0−1 + · · · =
∑
k≤k0

akT
k

avec k0 ∈ Z, ak ∈ F pour tout k ≤ k0 et ak0 6= 0. Alors
|x| = ek0 .
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Analogie : nombres – séries

Z ⊂ Q ⊂ R
l l l

F[T ] ⊂ F(T ) ⊂ F((1/T ))

h
(a
b

)
= max{|a|, |b|},

∑
n≥−k

ang
−n,

∣∣∣∣PQ
∣∣∣∣ = edegP−degQ

∑
n≥−k

anT
−n.
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Analogie : nombres – fonctions

Rolf Nevanlinna

(1895 – 1980)
Paul Vojta Wolfgang M. Schmidt

Il y a une analogie formelle entre la théorie de Nevanlinna et
l’approximation diophantienne. Par le dictionnaire de Vojta, le
deuxième théorème fondamental de la théorie de Nevanlinna
correspond au théorème du sous–espace de Schmidt en
l’approximation diophantienne.
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Will Sawin Hadamard lectures 2023

https://fondation-hadamard.fr/en/articles/2023/01/20/hadamard-lectures-2023/
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Fraction continue régulière d’une série formelle
Tout élément de F(T ) a un développement unique en fraction
continue [A0, A1, . . . , An] avec Ai ∈ F[T ] pour i ≥ 0 et
degAi ≥ 1 pour i ≥ 1.
Pour x ∈ F((1/T )) :

x = [A0, A1, . . . ].

Quotients partiels : An.
Réduites : P n/Qn avec P n = P n(A0, A1, . . . , An) et
Qn = Qn(A1, . . . , An).
Quotients complets : xn = [An, An+1, . . . ].
Donc

x = [A0, A1, . . . , An−1, xn] =
xnP n−1 + P n−2

xnQn−1 +Qn−2
·
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Approximation diophantienne et fractions continues

Pour x = [A0, A1, . . . ] ∈ F((1/T )),

P n = P n(A0, A1, . . . , An), Qn = Qn(A1, . . . , An),

on a
|Qn| = |An| · |An−1| · · · |A1| (n ≥ 1)

et ∣∣∣∣x− P n

Qn

∣∣∣∣ =
1

|Qn| |Qn+1|
=

1

|An+1| |Qn|2
(n ≥ 0).
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Les réduites sont les meilleures approximations

Soit P n/Qn la n-ème réduite du développement en fraction
continue de x ∈ F((T−1)) \ F(T ).
Théorème. Soit A/B un élément de F(T ) tel que
|B| ≤ |Qn|. Alors

|Qnx− P n| ≤ |Bx− A|

avec égalité si et seulement si (A,B) = (P n, Qn).

Corollaire. Pour |B| ≤ |Qn| on a∣∣∣∣x− P n

Qn

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x− A

B

∣∣∣∣
avec égalité si (mais pas seulement si) (A,B) = (P n, Qn).

32 / 77



Théorème de Legendre

Adrien–Marie Legendre
(1752 – 1833)

Nombres réels : Si∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

2q2
,

alors p/q est une réduite du
développement en fraction
continue régulière de x.

Séries formelles : Si ∣∣∣∣x− P

Q

∣∣∣∣ < 1

|Q|2
,

alors P/Q est une réduite du développement en fraction
continue de x.
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Théorème de Lagrange

Joseph-Louis Lagrange
(1736 – 1813)

Nombres réels : Le
développement en fraction
continue d’un nombre réel
irrationnel x est infini
ultimement périodique si et
seulement si le nombre x est
quadratique.

Séries formelles : Si le développement en fraction continue
d’un élément x ∈ F((T−1)) \ F(T ) est infini ultimement
périodique, alors x est quadratique sur F(T ).
La réciproque n’est vraie que quand le corps F est fini.
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Développement pseudo–périodiques
Un élément x ∈ F((T−1)) \ F(T ) a un développement en
fraction continue régulière pseudo périodique

[A0, A1, . . . , An−1, B1, . . . , B2t, aB1, a
−1B2, aB3, . . . , a

−1B2t,

a2B1, a
−2B2, . . . , a

−2B2t, a
3B1, a

−3B2, . . . ]

si et seulement s’il existe R, S, T , U dans F[T ] vérifiant

x =
Rx+ S

Tx+ U

où la matrice

(
R S
T U

)
a pour déterminant 1 et n’est pas

multiple de la matrice identité.
Si D est un polynôme irréductible sur toute extension
quadratique de F, alors le développement en fraction continue
régulière de

√
D n’est pas pseudo–périodique.
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Références sur les fractions continues et les séries

formelles

Alain Lasjaunias

A. Lasjaunias.
A survey of Diophantine
approximation in fields of
power series.
Monatsh. Math.,
130(3) :211–229, 2000.

A. Lasjaunias.
A short survey on diophantine approximation in fields of
formal numbers.
https://www.math.u-bordeaux.fr/~alasjaun/survey.pdf.
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Références sur les fractions continues et les séries

formelles

Wolfgang M. Schmidt

W. M. Schmidt.
On continued fractions
and Diophantine
approximation in power
series fields.
Acta Arith.,
95(2) :139–166, 2000.
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Géométrie des nombres

Hermann Minkowski
(1864–1909)

Référence :
Eva Bayer–Fluckiger.
Hermann Minkowski, Grand
prix de l’Académie à 18 ans.
Tangente, n◦111, Juillet-Août
2006.

http://alg-geo.epfl.ch/~bayer/files/MINKOWSKI.pdf
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Slides
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Géométrie des nombres de Minkowski

H. Minkowski ICM 1904
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Géométrie des nombres de Minkowski

Soient Λ un réseau de Rn et C un sous–ensemble mesurable de
Rn. On désigne par µ(C) la mesure de Lebesgue de C et par
v(Λ) le volume du réseau Λ (mesure de Lebesque d’un
parallélogramme fondamental de Rn/Λ).

Theorème. On suppose µ(C) > v(Λ). Alors il existe x 6= y
dans C tels que x− y ∈ Λ.

Corollaire. Si, de plus, C est convexe et symétrique par
rapport à l’origine, et si µ(C) > 2nv(Λ), alors C ∩ Λ 6= {0}.
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Theorème des minima successifs de Minkowski

Soient λ1 < · · · < λn les minima successifs du réseau Λ
relativement au convexe symétrique C : λj est le plus petit λ
tel que λC contienne j éléments Z–linéairement indépendants
de Λ.

Premier théorème de Minkowski :
Si µ(C) > 2nv(Λ), alors λ1 ≤ 1.

Deuxième théorème de Minkowski :

λ1 · · ·λnµ(C) ≤ 2nv(Λ).
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Approximation simultanée de plusieurs nombres

réels
L’approximation rationnelle d’un nombre réel α consiste à

étudier
∣∣∣α− p

q

∣∣∣, ce qui équivaut à étudier |qα− p|.
En dimension supérieure deux généralisations sont naturelles :
étant donnés des nombres α1, . . . , αm, on peut considérer
• soit

max
1≤i≤m

∣∣∣∣αi − pi
q

∣∣∣∣ ,
pour p1, . . . , pm, q dans Z avec q > 0, ce qui est l’étude de
l’approximation simultanée des nombres α1, . . . , αm par des
nombres rationnels ayant le même dénominateur,
• soit

|p1α1 + · · ·+ pmαm − q|
p1, . . . , pm, q dans Z, qui est l’étude de formes linéaires à
coefficients rationnels.
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Approximation simultanée
Soient m et n des entiers positifs, Θ une matrice n×m à
coefficients réels. On considère le sous–groupe

G = ΘZm + Zn ⊂ Rn

engendré par les m colonnes de Θ et Zn.

α11 · · · α1m
...

. . .
...

αn1 · · · αnm


a1

...
am

+

b1...
bn


=

a1α11 + · · ·+ amα1m + b1
...

a1αn1 + · · ·+ amαnm + bn

 ∈ Rn
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Théorème de densité de Kronecker

Leopold Kronecker
(1823 – 1891)

Selon le théorème de densité
de Kronecker, les deux
assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) les n lignes de la matrice Θ sont des vecteurs
Z–linéairement indépendants de Rm/Zm ;
(ii) le sous-groupe G est dense dans Rn.

M. Laurent, On Kronecker’s density theorem, primitive points and orbits of matrices,
MJCNT 2016.
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Approximation simultanée : deux cas particuliers

m = 1 : même dénominateur

Z

α11
...
αn1

+ Zn ⊂ Rn,

a1α11 + b1
...

a1αn1 + bn

 ∈ Rn

n = 1 : forme linéaire

Zα11 + · · ·+ Zα1m + Z ⊂ R
a1α11 + · · ·+ amα1m + b1 ∈ R.
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Exposant de Dirichlet : m/n

Soit Q ≥ 1. Le convexe symétrique de Rm+n

C(Q) =
{

(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) ∈ Rm+n | max
1≤j≤m

|xj| ≤ Q,

max
1≤i≤n

|x1αi1 + · · ·+ xmαim + yi| ≤ Q−m/n
}

a un volume minoré par une constante positive indépendante
de Q. D’après le théorème de Minkowski il existe λ > 0 tel que
pour tout Q ≥ 1, λC(Q) contient un élément non nul de Zm.

Pour tout m, n, pour presque toute matrice Θ ∈ Matn×m(R),
l’exposant m/n est optimal.
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Exposant de Dirichlet : m/n

Avec m = 1, on en déduit qu’étant donné (α1, . . . , αn) ∈ Rn,
pour tout Q > 1 il existe p1, . . . , pn, q dans Z avec 1 ≤ q ≤ Q
et

max
1≤i≤n

|qαi − pi| < cQ−1/n.

Pour presque tout (α1, . . . , αn) ∈ Rn l’exposant −1/n est
optimal.

Avec n = 1, on en déduit qu’étant donné (α1, . . . , αm) ∈ Rm,
pour tout Q > 1 il existe (p1, . . . , pm, q) ∈ Zm+1 avec
0 < max1≤j≤m |pj| ≤ Q et

|p1α1 + · · ·+ pmαm − q| ≤ cQ−m.

Pour presque tout (α1, . . . , αm) ∈ Rm l’exposant −m est
optimal.
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Approximants de Padé

L’analogue pour des séries entières de l’étude de
l’approximation simultanée des nombres (α1, . . . , αm) par des
nombres rationnels ayant le même dénominateur

max
1≤i≤m

∣∣∣∣αi − pi
q

∣∣∣∣
pour p1, . . . , pm, q dans Z avec q > 0, correspond aux
approximants de Padé de type II.

L’analogue de l’étude de formes linéaires à coefficients
rationnels.

|p1α1 + · · ·+ pmαm − q|

p1, . . . , pm, q dans Z correspond aux approximants de Padé de
type I.
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Approximants de Padé

Charles Hermite
(1822 – 1901)

Henri Padé
(1863 – 1953)

Kurt Mahler
(1903 – 1988)

1873, Hermite : type II, transcendance de e

1893, Hermite : type I, formes linéaires exponentielles

1967, Mahler : application du type I à la transcendance.
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Géométrie paramétrique des nombres : références

Wolfgang M. Schmidt

W. M. Schmidt.
Open problems in
Diophantine
approximation.
§1 : a viewpoint.

In Diophantine approximations and transcendental numbers
(Luminy, 1982), volume 31 of Progr. Math., pages 271–287.
Birkhäuser Boston, Boston, MA, 1983.
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Géométrie paramétrique des nombres : références
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Géométrie paramétrique des nombres

Damien Roy

D. Roy.
On Schmidt and
Summerer parametric
geometry of numbers.
Ann. of Math. (2),
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Géométrie paramétrique des nombres

Aminata Keita

A. Keita.
Continued fractions and
parametric geometry of
numbers.
J. Théor. Nombres
Bordeaux 29 (2017),
129–135.

A. Keita.
On a conjecture of Schmidt for the parametric geometry
of numbers.
Moscow Journal of Combinatorics and Number Theory 6
(2016), 166–176.

https://www.idrc.ca/fr/article/preparer-la-prochaine-generation-de-scientifiques-africains

54 / 77

https://www.idrc.ca/fr/article/preparer-la-prochaine-generation-de-scientifiques-africains


Approximation simultanée de nombres réels

Soient u = (u1, . . . , un) et x = (x1, . . . , xn) des éléments de
Rn. On pose

‖u‖ = max
1≤i≤n

|ui| et x · u = x1u1 + · · ·+ xnun.

Étant donné u ∈ Rn, on veut trouver (ou tout au moins savoir
s’il existe) x ∈ Zn avec ‖x‖ pas trop grand et |x · u| aussi
petit que possible. Pour n = 2, la réponse est donnée par la
théorie des fractions continues : quand u = (u1, u2) avec
u1 6= 0, les meilleures approximations rationnelles sont données
par les quotients partiels pn/qn associés à la fraction continue
régulière de u2/u1.
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Un corps convexe
Quand n ≥ 2, on va utiliser la géométrie des nombres de
Minkowski. Pour cela on introduit un corps convexe
symétrique. L’idée derrière la géométrie paramétrique des
nombres (dans Rn) est d’introduire un paramètre q ≥ 0 et de
considérer une famille de corps convexes indexée par q.
Pour q > 0, on pose

C(eq) =
{
x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1, |x · u| ≤ e−q

}
.

Meilleures approximations : étant donné q, trouver t minimal
tel qu’il existe x ∈ Zn ∩ etC(eq) \ {0}.

etC(eq) =
{
x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ et, |x · u| ≤ et−q

}
.

En d’autres termes, et est le premier minimum du réseau Zn
pour le convexe C(eq).
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Minima successifs

Soit u ∈ Rn avec ‖u‖ = 1.
On considère les minima successifs Zn pour le convexe C(eq) :
on désigne par Lu,i(q) le logarithme du i-ème minimum ;
autrement dit Lu,i(q) est le plus petit nombre réel t ≥ 0 tel
que les solutions x ∈ Zn de l’inégalité

‖x‖ ≤ et, |x · u| ≤ et−q

engendrent un sous–espace de dimension ≥ i. Le graphe
combiné est celui de l’application

Lu : [0,∞) −→ Rn

q 7−→ (Lu,1(q), . . . , Lu,n(q)).
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Trajectoire d’un point
Trajectoire d’un point x ∈ Zn :

q 7−→ Lx(q) = max{log |x| , q + log |x · u|}.

Graphe : se compose d’un segment horizontal joignant 0 à
log |x| − log |x · u| avec la valeur log |x|, suivi d’une
demi-droite de pente 1.

Trajectoire
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Trajectoires dans une boite

On considère toutes les trajectoires des éléments x ∈ Zn.

Étant donné un
sous–ensemble borné de Rn, il
n’y a qu’un nombre fini de
trajectoires qui l’intersectent.

L’intersection est composée
de segments horizontaux et de
segments de pente 1.

Le graphe combiné Lu est la réunion de sous–ensembles de ces
trajectoires.
Au dessus d’un paramètre q donné, il y a n points.
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n–systèmes (suivant D. Roy)
Un n–système est une application

P : [0,∞) −→ Rn

q 7−→ (P 1(q), . . . , P n(q))

telle que, pour chaque q ≥ 0,

(S1) on a 0 ≤ P 1(q) ≤ · · · ≤ P n(q) et
P 1(q) + · · ·+ P n(q) = q,

(S2) il existe ε > 0 et des entiers k, ` ∈ {1, . . . , n} tels que

P(t) =

{
P(q) + (t− q)e` pour max{0, q − ε} ≤ t ≤ q,

P(q) + (t− q)ek pour q ≤ t ≤ q + ε,

où e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1),

(S3) pour q > 0, si les entiers k et ` de (S2) satisfont k > `,
alors P `(q) = · · · = P k(q).
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n–systèmes

k = ` k < ` k > `.

Configuration interdite dans le cas k > `:
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Exemple d’un 3–système

trois segments (un horizontal, deux de pente 1)
trois demi-droites (deux horizontales, une de pente 1)
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Théorème fondamental de D. Roy (pour Rn)

Théorème (D. Roy, 2015) Modulo le groupe additif des
fonctions bornées, la classe des graphes combinés Lu est
identique à la classe des n–systèmes.
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Séries formelles

K = F(T ), K∞ = F((1/T )), u ∈ Kn
∞, ‖u‖ = 1.

C(eq) =
{
x ∈ Kn

∞ | ‖x‖ ≤ 1, |x · u| ≤ e−q
}
.

Graphe combiné :

Lu : [0,∞) −→ Rn

q 7−→ (Lu,1(q), . . . , Lu,n(q)).

Théorème principal (avec D. Roy) : L’ensemble des
applications Lu pour ‖u‖ = 1 est l’ensemble des n–systèmes.
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Systèmes parfaits (K. Mahler, H. Jager)

Kurt Mahler
(1903 – 1988)

Henk Jager
(with Rob Tijdeman)

Il existe un unique n-système pour lequel

P 1(q) =
⌊ q
n

⌋
et P n(q) =

⌈ q
n

⌉
pour chaque q ∈ N.

Quand q ≡ 0 mod n, un tel système a nécessairement
P 1(q) = · · · = P n(q) = q/n.
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Systèmes parfaits

Le dessin montre la réunion des graphes de P 1, . . . , P n au
dessus d’un intervalle de la forme [mn, (m+ 1)n] avec m ∈ N.

m

m+ 1

qmn mn+ 1 mn+ 2 mn+ n− 1 mn+ n

Pn Pn−1 Pn−2 P 2 P 1
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Graphe combiné d’un système parfait

Référence :
Damien Roy et MW,
Parametric geometry of numbers in function fields.
Mathematika, 63 3 (2017) 1114–1135. arXiv: 1704.00291
[math.NT].
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Exemple d’un système parfait

Supposons la caractéristique de F nulle. Soient ω1, . . . , ωn des
éléments distincts de F, et soit u =

(
eω1/T , . . . , eωn/T

)
, où

eω/T =
∞∑
j=0

ωj

j!
T−j ∈ F[[1/T ]] (ω ∈ F).

Alors ‖u‖ = 1 et le graphe combiné Lu est un n-système
parfait.
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Graphe combiné d’une fraction continue

On considère une fraction continue [a0, a1, . . . , am, . . . ] avec
deg a0 = 0, deg ai ≥ 1 (i ≥ 1).
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Graphe combiné d’une fraction continue parfaite

Fraction continue parfaite : [a0, a1, . . . , am, . . . ] avec
deg a0 = 0, deg ai = 1 (i ≥ 1).

Exemple (séries formelles de Fibonacci) :
θ = [0, T , T , . . . ] = 1/(T + θ), racine de θ2 + Tθ − 1 = 0.
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Conjecture de Littlewood

John Edensor Littlewood
(1885–1977)

Conjecture de Littlewood :
pour tout couple de nombres
réels θ et φ, pour tout ε > 0,
il existe n ≥ 1 tel que

n‖nθ‖ ‖nφ‖ ≤ ε.

Ici, ‖ · ‖ désigne la distance à l’entier le plus proche.
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Contre exemple pour les séries formelles

Harold Davenport
(1907–1969)

Donald J. Lewis
(1926–2015)

H. Davenport–D. Lewis : il existe Θ et Φ dans R((1/T ))
tels que, pour tout N ∈ R[T ], on ait

|N | ‖NΘ‖ ‖NΦ‖ ≥ e−2.

Ici, | · | désigne la valeur absolue ultramétrique sur R((1/T ))
qui est edeg(·) sur R[T ], tandis que ‖ · ‖ désigne la distance à
l’élément le plus proche de R[T ].
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Contre exemple explicite

Alan Baker
(1939–2018)

A. Baker : Pour tout
N ∈ R[T ], on a

|N | ‖Ne1/T‖ ‖Ne2/T‖ ≥ e−5.

Plus généralement, si λ1, . . . , λr sont des nombres réels
distincts non nuls, pour tout N ∈ R[T ], on a

|N | ‖Neλ1/T‖ · · · ‖Neλr/T‖ ≥ e−(r
3+r)/2.
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Conséquence d’une estimation `–adique (avec

Damien Roy)

Soient ω1, . . . , ωn des nombres complexes deux-à-deux
distincts, a1(T ), . . . , an(T ) des polynômes non nuls dans C[T ].
Alors on a

∣∣a1(T )eω1/T + · · ·+ an(T )eωn/T
∣∣ n∏
i=2

|ai(T )| ≥ C(n)−1

et

|a1(T )|
n∏
i=2

∣∣a1(T )eωi/T − ai(T )eω1/T
∣∣ ≥ C(n)−(n−1)

avec C(n) = exp(n(n− 1)/2).
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Développement récent
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• Conjecture de Kadyrov, Kleinbock, Lindenstrauss, et
Margulis (preprint 2014),
• Question de Bugeaud, Cheung, et Chevallier (preprint 2016),
• Conjecture de Starkov (2000),
• Conjecture de Schmidt (1983).
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Institut de Mathématiques de Jussieu, Paris

http://www.imj-prg.fr/~michel.waldschmidt/

77 / 77

http://www.imj-prg.fr/~michel.waldschmidt/

