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Nombres quadratiques

Définition

Un nombre quadratique est un nombre o de la forme x + yv/A
ou A n’est pas un carré parfait de Q et ou x,y € Q. Le conjugué
de o est o/ = x — yVA.

Un nombre quadratique est donc un nombre qui est solution d'un
polyndme irréductible de degré deux. Dans ce qui suit, A n'est pas
un carré parfait.
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Nombres quadratiques

Définition
Un nombre quadratique est un nombre o de la forme x + yv/A

ou A n’est pas un carré parfait de Q et ou x,y € Q. Le conjugué
de a est o/ = x — yVA.

Un nombre quadratique est donc un nombre qui est solution d'un
polyndme irréductible de degré deux. Dans ce qui suit, A n'est pas
un carré parfait.

Définition

Soit A > 0. Un nombre quadratique o est réduit si o« > 1 et
-l1<d <.
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Définition

Soit f = (a, b, ¢) de discriminant A > 0. Alors, on asssocie a f les
nombres réels

Lo_b+A o b+A
tT 24 27 2]
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Définition

Soit f = (a, b, ¢) de discriminant A > 0. Alors, on asssocie a f les
nombres réels

Lo_b+A o b+A
tT 24 27 2]

Observation: f est réduite si et seulement si w; et wy sont réduits.
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Définition

Soit f = (a, b, ¢) de discriminant A > 0. Alors, on asssocie a f les
nombres réels

Lo_b+A o b+A
tT 24 27 2]

Observation: f est réduite si et seulement si w; et wy sont réduits.

Définition
Soit {a;}n C R. Une fraction continue « est une expression de la
1

forme o = [ag, a1, a2,...] = ao +

ai +
a +
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Définition
Les a; sont dits les quotients partiels de la fraction continue c.. Si
ag € Z et a; € N, pour i > 0, alors la fraction continue est dite

simple.
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Définition

Les a; sont dits les quotients partiels de la fraction continue c.. Si
ag € Z et a; € N, pour i > 0, alors la fraction continue est dite
simple.

Proposition

Soit o une fraction continue. Alors, le développement de « est
infini si et seulement si « est irrationnel.

A\

Démonstration:Soit o = ap + x1, avec ag = [«]. Pour i > 1,

0 si x; =0,
[ﬂ si x; # 0,

a; =

et xj11 = xl, —a;. SiaeqQ, alors x; = % et 0 < qgi < qgj-1.
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Définition

Soit & = [ag, ..., ak—1, 3k, -- -, ak+i|- La barre horizontale veut dire
que la suite des éléments se répéte indéfiniment. De plus,
ao,-.-,ak—1 €t ak,...,akxy| sont respectivement appelés la
prépériode et /a période de a.
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Si « est un nombre quadratique associé a une forme quadratique
indéfinie de discriminant fondamental A > 0, alors il existe

Py, Qo € Z, tels que

P, A
a=aqy= 02—1_6?:)/> avec 4Qo|(A — P?).

En ce cas a = [ap, a1, a2, ...] ou pour i > 0,
P+VA
o a; = [aj],
® Piy1=23;Q — Pj,
A_'Di2+1

° Qi1 =g
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Py —2a0Qo + VA
2Qo

1

2Qo
Po—220Qo+VA

1

2Qo(VA—(Py—2a0 Qo))
A—(Po—2aoQ0)2

1

VA+2a9Q—Po
Z(A—(Po—an Q0)2)/4Q0

« = 4o

= ao+
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Exemples

(1) Avec A=40=4-5-2 et a«ag= %, nous avons:
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Exemples

(1) Avec A=40=4-5-2 et a«ag= %, nous avons:

o o P,-;a{Zv
e a; = [oy],
o Pii1=2aQ;— P,

2
A-P7

° Qi+l = 1Q;, -
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Exemples

(1) Avec A=40=4-5-2 et o= 4440 nous avons:

6
P+VA
° «q; ;&F
e a; = [oy],
® Pit1=23Q — Pj
A—P?

(*] Q;+1 = 4Q;+1'

1<a0<2, ag =1, P0:4, 00:3;
Pr=2 Q=3 l<a=2c2 5 =1
Pr=4 Q=2 2<ap="%*/0 3 4 =2
P3:4-, Q3:3, a3:%.
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Exemples

(1) Avec A=40=4-5-2 et ap = Y40 nous avons:

6 7
Pi+vVA
o Cvl I;{v
e a; = [oy],
® Pit1=23Q — Pj
A—P?

i+1

° Qi+l = 1Q;, -

1<a0<2, ag =1, P0:4, 00:3;
Pr=2 Q=3 l<a=2c2 5 =1
Pr=4 Q=2 2<ap="%*/0 3 4 =2
P3:4-, Q3:3, a3:%.

i |0 1 2
P. (4 2 4 J—
Q13 3 2 Donc, ag = [1,1,2].
ai |1 1 2
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Avec A=40=4-5-2 et By = 6+§/m, nous avons:
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AvecA:40:4.5.2et50:6+

5

2 nous avons:

°a’:P1+\/Z

2Q;

o a; = [a],

° Pit1=23Q — P;
A—P?

o Qi+1 - 4Q;+1

6<ﬁ0<75 3026,P0:6,QOZ]_;
PL=6 Q =1, 3 = Y0
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Avec A=40=4-5-2 et By = 6+§/m, nous avons:
o ;= BB,
e a; = [wy],
o Pii1=2aQ; — P,
A—P?
] Qi+1 = 4Q;+1 .

6<fo<T7, ag=06, Ph=056, Q=1
PL=6 Q =1, 3 = Y0

Pi
Qi

aj

S = OO

Donc, By = [6].
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Formes réduites de discriminant A = 40

b vVA-b[VA+b]al | ]|

b
2 432 | 832 | 3] 3
4
6

2,32 | 10,32 [3,2(2,3
0,32 | 12,32 | 1 | 1
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Formes réduites de discriminant A = 40

b vVA-b[VA+b]al | ]|

b
2 432 | 832 | 3] 3
4
6

2,32 | 10,32 [3,2(2,3
0,32 | 12,32 | 1 | 1

Les formes réduites de discriminant 40 sont:
(43,2, F3), (£3,4,F2), (£2,4,F3), (£1,6,F1).
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Formes réduites de discriminant A = 40

[b[VA-b][VA+b] 4 | ]

b
2 432 | 832 | 3] 3
4
6

2,32 | 10,32 [3,2(2,3
0,32 | 12,32 | 1 | 1

Les formes réduites de discriminant 40 sont:
(43,2, F3), (£3,4,F2), (£2,4,F3), (£1,6,F1).

h=(3,2-3)—(-3,4,2) —» (2,4, -3) — (-3,2,3) —
— (3,4,-2) — (-2,4,3) = f,.

630200000200
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Formes réduites de discriminant A = 40

[b[VA-b][VA+b] 4 | ]

b
2 432 | 832 | 3] 3
4
6

2,32 | 10,32 [3,2(2,3
0,32 | 12,32 | 1 | 1

Les formes réduites de discriminant 40 sont:
(43,2, F3), (£3,4,F2), (£2,4,F3), (£1,6,F1).

h=(3,2-3)—(-3,4,2) —» (2,4, -3) — (-3,2,3) —
— (3,4,-2) — (-2,4,3) = f,.

630200000200

wofy) = 220 — [12.1]
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h=1(1,6,-1) - (-1,6,1) —» £
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h=1(1,6,-1) - (-1,6,1) —» £

0 %)0 %)
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(2) A=60=4-15

(b VA-bIVA+b] o [ e |

b
21 5,74 9,74
4
6

3,74 | 11,74
1,74 | 13,74 |1,2,3,66,3,2,1
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(2) A=60=4-15

(b VA-b|VA+b] Ja | |
21 5,74 9,74
4
6

3,74 | 11,74
1,74 | 13,74 |1,2,3,66,3,2,1

Les formes réduites de discriminant 60 sont:
(+£1,6,F6), (£2,6,F3), (£3,6,F2), (+£6,6,F1).
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(2) A=60=4-15

(b VA-b|VA+b] Ja | |
21 5,74 9,74
4
6

3,74 | 11,74
1,74 | 13,74 |1,2,3,66,3,2,1

Les formes réduites de discriminant 60 sont:
(+£1,6,F6), (£2,6,¥3), (+3,6,2), (6,6, F1).
6480 — [T, /0 -[33,

6460 — [377), 6” = [6,1].
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(—2,6,3) — (3,6,—-2) = (—2,6,3), ((1) :;)(? _31>



Exemples
000000800

(3) Soit A =145 =5-29. Les formes réduites sont:

(£6,1,F6), (£5,5,F6), (£6,5,F5), (£3,7,F8),
(+4,7,76), (+6,7,F4), (£8,7,F3), (42,9, 7F8),
(+£4,9,F4),  (+8,9,F2), (+1,11,F6), (+2,11,F3),
(£3,11,F2), (+6,11,F1).
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(3) Soit A =145 =5-29. Les formes réduites sont:

(£6,1,F6), (£5,5,F6), (£6,5,F5), (£3,7,F8),
(+4,7,76), (+6,7,F4), (£8,7,F3), (42,9, 7F8),
(+£4,9,F4),  (+8,9,F2), (+1,11,F6), (+2,11,F3),
(£3,11,F2), (+6,11,F1).

fi=(6,1,-6), wy(f)=12Y15 — 111 7]
(

(6,1,—6) — (—6,11,1) — (1,11, —6) —
(6,11, —1) — (—1,11,6) — £

G0 )0 0000w
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fo=(5,5—6) wa(f) =215 —[122,1,1]
(

(5,5,—6) — (—6,7,4) — (4,9, —4) — (—4,7,6) —
<6,5, 5) — < 5,5,6) — <6 7, —4) — <—4,9,4) —
<47 7’ 6> — <_6a575> — f2

)0 2050507
CDON0CDCHED
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fy=(3,7,-8) wp (fa) 7+Y185 _ 15, 3]
(3,7,-8) —>< ) (2,11,-3) — (-3,7,8) —

GG :é)v(‘i 3000505
fo=(8,7,-3) wn(fa) = Y14 — 375 7]

(8,7,—-3) — (—3,11,2) — (2,9, —8) — (—8,7,3) —
(3,11,-2) — (—2,9,8) — f.

G5)0 )66 5009
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Algorithme calculant le cycle des formes réduites
proprement équivalentes a une forme quadratique donnée.

Soit fy = (ag, by, cp) une forme quadratique de discriminant
A > 0. Alors, ag = bz"‘:)'A = [to, -~ u_1] et le cycle des formes

réduites proprement équivalentes a fy est formé des formes réduites
fo...f,_1 ou

/ si | est pair,
21 si | est impair.
Pour0 <ji<r—2,

0 -1
fir1 = (ait1, bit1,Civ1) = (1 signe(a,-)u,-) fi

(0 1 (0 1 ]
 \ -1 signe(a)u;) ' \—=1 -—signe(ci)u;/) '

= ((—1)'signe(co)Q;, Pi+1, (—1)signe(co) Qiv1).
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Observation: Si / est impair, alors f; = (—ag, by, —cp).

Théoreme

Deux formes quadratiques réduites de discriminant A > 0 sont
proprement équivalentes si et seulement si elles appartiemment au
méme cycle.

L'idée de la démonstration est d'observer que si f =~ g, alors w»(g)
est un nombre réduit associé a une forme quadratique du cycle de
f; par conséquent, f et g sont dans le méme cycle.
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