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Le texte qui suit est la rédaction d’un cours de troisiéme cycle dommé a
1’Institut Henri Poincaré en 1987. Le but de ce cours était de décrire
quelques applications de résultats de la théorie des nombres transcendants.
Les énoncés de transcendance eux-mémes sont formulés (sans démonstration !)
dans 1'introduction, aééompagnés de quelques corollaires qui préfigurent ce
qui va suivre.

Dans la premiére partie, on s'intéresse aux caractéres de Hecke. ILe
second chapitre, qui concerne les représentations (-adiques, est en quelque
sorte une traduction ultramétrique de la premiére. Le dernier théme est la
conjecture de Leopoldt sur le rang p-adique du groupe des unités d'un corps
de nombres, et 1’'étude des meextensions.

La premiére version de ce texte a été rédigée pour étre distribuée aux
auditeurs le jour-méme ol le cours correspondant était donné. Il a ensuite
hénéficié de remarques pertinentes et hebdomadaires de Frangois Gramain, qui
ont conduit a, plusieurs listes d’errata. Quelques mois plus tard, Damien Roy a
relu et étudié trés soigneusement ce texte, et y apporté de nombreux autres
commentaires {une quarantaine de pages) dont la version gui suit tient compte.

Depuis que ce cours a été donné, deux développements nouveaux ont été
apportés a ce sujet. D’abord Michel Laurent a obtenu de nouveaux énoncés
portant sur la conjecture de Leopoldt, utilisant des outils transcendants.
Ensuite Damien Roy a fait progresser considérablement la question de Sansuc
considérée au Chapitre 1, 83, grédce a une étude approfondie des sous-groupes
de type fini de Rn, denses dans Rn. et minimaux pour cette propriété.

Ces deux développements n'ont pas été inclus ici, mais le présent texte

pourra servir d’introduction & ces travaux récents.
Paris, Février 1989.

Michel Waldschmidt. .






INTRODUCTION.

Dans ce chapitre introductif, nous présentons les principaux énoncés de
transcendance qui seront utilisés, et nous en indiquons quelques corollaires

qui préfigurent ce que ]’'on fera dans le cours.

§1.—- Sur la mesure des angles.

Dans 1'annexe I de son livre Algébre linéaire et géométrie élémentaire,
(Hermann, 1964), J. Dieudonné traite de la "mesure"” des angles. Il commence
par énoncer
Proposition 1.1.- Il existe des homomorphismes continus du groupe edditif R
sur le groupe multiplicatif I des nombres complexes de module 1, qui sont
tous donnés par x — eikx , avec Aem*.

Le noyau d'un tel homomorphisme est un sous-groupe fermé de R, isomorphe
a 7, et on en déduit un isomorphisme continu de R/Z sur M.

Soit maintenant K=OR le corps des nombres algébriques réels. Alors,
suivant Dieudonné, K/Z est isomorphe au groupe O, mais il n'y a pas de tel
isomorphisme qui soit restriction d’'un homomorphisme continu en 0. Il en
déduit aussi qu'un tel isomorphisme ne peut pas étre "localement croissant”.

Le point essentiel de la démonstration consiste a dire que si un
homomorphisme x — eihx , avec NER™ envoyait K dans @Q=K(i), on aurait

iha_~— . s . .
e "YeQ pour tout a€K, ce qui contredirait un résultat de transcendance (voir

ci-dessous}.

— 3%
Dans la méme direction, Dieudonné signale que les groupes QﬂR+ et OMR
sont isomorphes (ils tous deux isomorphes (& Q(m))), mais qu'aucun

isomorphisme entre ces deux groupes n'est



Ax
- de la forme x — e ,
- localement continu,

- localement croissant.

§2. Enoncés de transcendance.

Nous avons utilisé ci-dessus 1'énoncé suivant ! soit t€C ; si e €Q
pour tout a€@R, alors t=0.

Il semble nécessaire, pour établir ce résultat, de faire appel a
l'arsenal des méthodes transcendantes. En contre-partie, ces méthodes donnent
beaucoup mieux : il suffit que 1’hypothése soit vérifiée pour seulement deux

valeurs de a linéairement indépendantes sur Q

Théoréme 2.1 (Gel’fond-Schneider)}.- (Premiére forme): soient a et [ deux
nombres algébriques, avec a¢0, et PéQ. Soit loga une détermination non
nulle du logarithme de «. Alors le nombre aﬁxexp(ﬁloga) est transcendant.

(Deuxiéme forme): soient a et a deux nombres algébriques non nuls, et
iogal, }oga2 des déterminations de leurs logarithmes. On suppose que les deux
nombres logal. 10ga2 sont Q—linéairement indépendants. Alors logal, log;o:2

sont linéairement indépendants sur Q.

Nous wutiliserons aussi la gpgénéralisation suivante, due a Baker

(Transcendental number theory, Cambridge Univ. Press,1979) :

Théoréme 2.2 (Baker).-(Premiére forme): soient Uyrnra des nombres
algébriques non nuls, logal.....log;an des déterminations non toutes nulles
de leurs logarithmes, et 61,....ﬁn des nomhres algébriques @O-linéairement

indépendants. Alors

1 ,Bilog;ai £ 0.

Mz

i
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{(Deuxiéme forme): soient Apoe @ des nombres algébriques non nuls, et
logal.....logan des déterminations de leurs logarithmes ; si logal.....logan
sont linéairement indépendants sur Q, alors logal,...,logan sont

lindairement indépendants sur Q.

Ainsi, en désignant par L le sous-—espace vectoriel de € sur @ formé
des logarithmes de nombres algébriques :
L = {teC ; e‘eTy,
le théoréme de Baker signifie que pour un hyperplan VY de ¢  defini sur
@ :
ﬁlzl+...+ﬁnzn = 0, avec ﬁl,....ﬁn algébriques,

n . . n . < 14 .
on a VL =0 si et seulement si VM) =0 (c'est-a-dire si et seulement si

ﬁl""’ﬁn sont Q@-linéairement indépendants}.
Un autre type d’énoncé sera utile ; on ne suppose plus V défini sur
@ ; on peut caractériser les hyperplans =~ V pour lesquels le Q-espace

vectoriel VML" est de dimension infinie (cf. M. Emsalem, Places totalement

décomposées dans des Zp—extensions. Crelle J. 382 (1987), 181-198).

- n
Théoréme 2.3.- Soit VYV un hyperplan de c” d'équation 2 tizi=0“ Alors la
i=1

, I I . . (¢ p
dimension sur @Q de VL est finie si et seulement si VI = 0, Dans ce

cas, on a

dimm(an“) < n{n-1).

Dans le cas n=2, on obtient le théoréme des six exponentielles :



Corollaire 2.4.- {Premiére forme): soient X Xy des nombres complexes
Lindairement indépendanté sur Q, et Y{+Yo+¥q des nombres complexes
lindairement indépendants sur . Alors un au moins des six nombres

X.¥,

e &Y, (i=1.2 : j=1.2,3)
est transcendant.
{Deuxiéme forme): soitl (logaij)lgigd,lgjgé une matrice dx{ a coefficients
dons L. On suppose que deux au moins des lignes sont lindairement

indépendantes sur 0, et que trois au moins des colonnes sont lindairement

tndépendantes sur Q. Alors le rang de la matrice est supérieur ou égal & 2.

On dédﬁit du théoréme des six exponentielles que si t est un nombre
complexe tel que 2t, Bt et St sont tous trois algébriques, alors t est
rationnel. Il est d'ailleurs facile de démontrer (en utilisant les différences
finies) que si un nombre réel t est tel que n® soit un entier rationnel
pour tout n€Z, n0, alors t€Z. (Question':@ peut-on démontrer de maniére
similaire le cas particulier du théoréme de Gel' fond-Schneider utilisé par
Dieudonné ?) 

On ne Séif pas s'il existe un nombre réei irrationnel! t tel que 2t et
3t soient tous deux entiers. Plus généralement, le probléme des 4
exponentielles consiste a montrer que, dans le théoréme des 6 exponentielles,
on peut remplacer Y ¥g:¥y PAr YiY, (premiére forme), c'est-a-dire qu’il
suffit de deux colonnes @-linéairement indépendantes (deuxiéme forme).

D'un autre c6té, il ne suffit pas de supposer { et d grands, avec
toutes les lignes (resp. les colonnes) f-linéairement indépendantes, pour
assurer que le rang de la matrice est au moins 3.

Pour décrire la situation d'un point de wvue conjectural, il devrait

suffire d'admettre 1'énoncé suivant
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Conjecture 2.5.- soient S ERRRRL N des nombres algébriques non nuls, et
logal....,logan des déterminations de leurs logarithmes ; si logal,....logan
sont  lindairement indépendants sur 0, alors logal.....logan sont

algébriquement indépendants (sur @Q ou sur 0, cela revient au méme ) .

Question.- Cette conjecture implique-t-elle que dans la situation du

théoréme 2.3, on a  dimgVL¢ so(n-1) 7 !

§3.— Caratéres de Hecke.

Le début du cours sera consacré a 1’'étude des homomorphismes continus de
Gl dans Gz. quand G1 {resp. G2) désigne 1’un des groupes topologiques R,

3¢ *
m+. U, €, et € . Par exemple on vérifiera gue tout homomorphisme contimu

X ¢ C* — @“ est de la forme

<= [ el

avec m€Z, et te€C,

Le théoréme des six exponentielles donne alors 1l'équivalence entre les

assertions suivantes !

(i) teq
*, 3
(i1) x(@)cq
(iii) pour tout corps de nombres k plongé dans €, on a x(k*)Cﬁ*.

Suivant Weil (Tokyo-Nikko 1955}, on dit alors que x est de type (A)
(pour : algébrique).

Nous voulons maintenant remplacer dans (iii), le corps @ des nombres
algébriques par un corps de nombres E (dépendant de k)

Montrons d'abord que la condition t€Z équivaut a dire qu’'il existe un

¥
corps de nombres E tel que x(Q )CE*. Cela repose sur le lemme suivant

1Cette question a été résolue en 1987 par Damien Roy. La réponse est
affirmative.
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Jemme 3.1.~ Soit E un corps de nombres et soit ( un nombre premier. Il
existe un entier n>0 tel que l’équation x6=n n'‘ait pas de solution x

dans E.

Alors, si t€Q n'est pas entier, on écrit t=p/q, avec (p.q)=1l, on
choisit un diviseur premier { de ¢, puis un entier n>0 qui ne soit pas

; A t c.oa .
une puissance (—iéme dans E. Si ai=n" appartenait a E, on aurait

npzaqzﬁL. avec Bimaq/LeE i

en écrivant 1'identité de Bezout ! ap+b{=1, on trouverait

n:nap+bL=(ﬁanb)L,

a b . . ..
avec f n €E, et n serait une puissance {-iéme dans E.

Démonstration du lemme 3.1.-

Si un nombre premier P est une puissance {t—-iéme dans E, alors
(p):(a)L, et 1'idéal (p) est ramifié dans E. Il n’y en a donc qu’un nombre

fini.

Revenons au probléme consistant & remplacer, dans (iii). le corps Q des
nombres algébriques par un corps de nombres E. En prenant k=@(i). nous

allons montrer qu'il ne suffit pas de supposer t(€Z :

Lemme 3.2.— Soit E un corps de nombres. Il existe af€Z[i] tel que ax  ne

soit pas un carré dans E.

Démonstration.- On veut trouver a et b dans Z avec a2+b2 ¢ E. Pour
cela, soit p un nombre premier qui se décompose dans Qi) :

p:a2+b2, (a .b}Ele.
81 a:=at+ib vérifie aEEB2 avec PEE, alors p se ramifie dans E, donc
divise le discriminant de E. Comme il y a une infinité de nombres premiers

congrus a 1 modulo 4, on en déduit le lemme.
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Grace a ce lemme, nous allons démontrer

3 3
Proposition 3.3.- Soit x ' € - C un homomorphisme continu. Les propriétés

suivantes sont équivalentes

(i) Il existe a et b dans Z tels gue
x(z) = Za.;b_

(11)  x(@E)ea)™.

{iii) Pour tout corps de nombres k plongé dans €, il existe un corps de

nombres E tel gue x(k*)CE*.

Définition : suivant Weil, on dira alors que x est de type (Ag).

m
. £os z t ‘o ; :
Remarque : si on écrit x(z) = {TETJ .lz|~ . alors la condition (i)} ‘revient
a dire que t est un entier de méme parité que m @ t-mE€2Z.

Démonstration de la proposition 3.3.-

Si (i) est vraie, alors dans (iii) on peut prendre pour E le compositum
de k et de son image par la conjugaison complexe.

Il reste a démontrer que si x{Q(i)) est contenu dans EY ou E est un
corps de nombres, alors x vérifie (i}. Quitte a remplacer E par E(i), on
peut supposer EDJQ(i). L'hypothése implique en particulier x(Q*)CE*. D'aprés
ce qul précéde, on a donc t€Z :

x{z} = Zm.]zlt—m.
Si t-m n'est pas pair, en posant t-m=14+2h on a

mth —h , — 1/2
z .z .{zz) .
m+h

et x{u)/ a .Eh = (a&)1/2 appartient a E" pour tout aEQ(i)*. ce qui

x{z) =

contredit le lemme 3.2.

’

Dans le premier chapitre, consacré aux caractéres de Hecke, nous

généraliserons les résultats précédents en considérant des homomorphismes de
M HT b3 .

R "*xC "? dans € ; nous verrons que, si k est un corps de nombres ayant

Iy plongements réels et 2r, plongements complexes, pour qu'un tel
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—3
homomorphisme envoie k* dans @ (resp. dans le groupe multiplicatif E

d’'un corps de nombres E), il faut et il suffit qu'il soit produit de

caractéres de type (A} (resp. (Ao)).

54. Nombres padiques.

Nous allons remplacer dans l'étude précédente la valeur abscolue ordinaire

-a a
de @ par une valeur absolue p-adique : !nlp:p P si o= e P Nous
p

désignons par Zp = lim Z/an l1'anneau des entiers p-adiques, par Qp ie
corps des nombres p-adiques, par ﬁ; la cléture algébrique de Qp' et par
Gp le compiété de ﬁﬁ. On rappelle que mp est algébriquement clos {voir par
exemple Y. Amice, les nombres p-adiques, P.U.F., Collection SUP, N%14, 1975 ;
L. Washington, Introduction to cyclotomic fields, 85.1 ; J-P. Serre, Cours
d’'arithmétique, P.U.F., Collection SUP, N°2, 1970, Ch.2 §3).

L’anneau Z  est un anneau de valuation discréte, d’idéal maximal pr.
de corps résiduel Zp/plpzl/pl. Le groupe 2::Zp—p2p des éléments inversibles
de Z se décompose en produit direct Tx(1+pzp), ot T est l'ensemble dés
racines {(p-1)-iémes de 1’unité dans - Zp (c’est un sous-groupe discret
cyclique d'ordre p-1 de Z:). et

LpZ ) = (<L, ]xW1|p<1}
est un sous-groupe ouvert ‘et fermé de Z;. D’autre part - Q::GXZ:. ol
G;:{pn i neZ}.
Le domaine de convergence de la série

> Zz'/nt
ny0

dans @p est le sous—groupe de @p
~1/(p-1)
D= {zeC ; |z] < :
{zeC : |z] <P }
et cette série définit un homomorphisme continu noté expp (ou plus
simplement exp) de D dans @;. L”image de D par expp est _ 1+D. D'autre

part le domaine de convergence de la série
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S -1 Yz-1)"n
nyt

dans @p est le sous-groupe de @; '
L = {zc€ ; jz-1] <1},
(zee, + |z-1] <1)
et cette série définit un homomorphisme continu logp de L  dans @p.
L’image logp(L) de logp est un sous—groupe de @p contenant D, et on a,
pour x€D et ye€l+D :
log {exp x}=x et exp (lo =y.
g, {exp x) p,(log y)=y
Donc exp et logp établissent des iscmorphismes réciproques entre D et

*
1+D. Enfin il existe un unique homomorphisme de Ep dans mp, qui coincide

avec log sur L, et qui s’annule en p. On notera encore logp ce

prolongement : logpp:O.

lLLes énoncés de transcendance que nous avons vus au &1 peuvent étre
&étendus au cas p-adique, 4 condition de remplacer @ par la cloture
algébrique de @ dans @p (que nous noterons encore @} : de plus, bien

entendu, si on travaille avec la fonction exponentielle, on doit se limiter a

son domaine de convergence.

Théoréme 4.1 {Baker-Brumer).- Sotent ayoa des éléments non nuls de @p
algébriques sur @ ; si les nombres logpal,...,logpan sont linédairement

indépendants surr @, oalors ils sont linéairement indépendants sur la cléture

algébrique @ de @ dans @p.

Autrement dit {cf. Th. 2.2, premiére forme)}, si nous désignons par lb
le sous—espace vectoriel de € sur @O [{ormé des logpa. pour a€@*, pour un
hyperplan VY de @; défini sur @, on a VﬂngO si et seulement si VNQ'=0.
Yoici ce qui se passe si on ne suppose plus V défini sur ﬁ‘(cf. M. Emsalen,

op. cit.).
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Theoréme 4.2.- Soit V un hyperplan de @E . Le Q-espace vectoriel VﬂLE
est de dimension finie st et seulement si vnm“:o, et dans c¢e cas
n
dim VAL~ < n{n-1).
Qp‘()
On traduit de méme en p-adique le théoréme des six exponentielles et la
conjecture des quatre exponentielles {cf. J.-P. Serre, Dépendance

d’exponentielles p-adiques, Sém. Delange-Pisot-Peitou, 7éme année, 19656-66,

NY15).

§5.~ La conjecture de Leopoldt.

a) Le théoréme des unités de Dirichlet.

Soit k un corps de nombres de degré d. Soient Ul....orl les
différents plongements de k dans R, et ari+1....,ad les plongements non
réels de k dans C, deux-a-deux conjugués :

o =0 . (1<3<ry).

ry+tj ritrot

Le plongement canonique de k est l'application de k dans Rd qui envoie

a sur

, Reo o, Imo a).

Imo
P1+1‘2 1"1+I‘2

(o,a,....0_a, Reo
1 r

@, ...
1 ri+l

a,
r,+i

C’est un homomorphisme injectif, et }l'image de 1'anneau des entiers 0:0k de

k est un réseau de Rd {sous-groupe discret de rang d).

Le plongement logarithmique de k est }’homomorphisme A du groupe

multiplicatif kK* de k dans le groupe additif ERRLE: qui envoie o sur
(log|ala|.....log[0ria|, 2log|0ri+1a|,...,2loglor1+r2a|}.
L'image par A du groupe des unités O: de k est évidement contenue dans
d
1'hyperplan H d’équation z:zixO. et le théoréme de Dirichlet affirme que
i=1

h(O:) est un réseau de rang r=r,;+r,-1 dans cet hyperplan. On en déduit que

%
Ok est un groupe de type fini, isomorphe au produit de son sous-groupe de
* .

torsion ( Otors' groupe des racines de ]l'unité contenues dans k, qui est un



- 011 -

groupe cyclique d'ordre pair), par un groupe abélien libre de type fini
(isomorphe & z").

On appelle systéme indépendant d'unités {resp systéme fondamentol
d’unités) toute famille de r unités qui engendre un sous-groupe d’'indice

fini de 0: (resp. qui, avec A , engendre UE).

tors
Quand My My sont des unités de k, on appelle motrice régulateur de
LIERERRL N la matrice tx{ry+ry) dont les lignes sont A(ﬂi), (1<igt). Si

3
t=r, comme A(Ok) est contenu dans l'hyperplan H, tous les mineurs rxr ont

la méme valeur absolue ; cette valeur absolue est Lle régulateur de
Meeeo
log!oln1| e log[ar1n1| 2loglor1+ln1| ...2log|arnl|
R = |det : : : : .
loglom, | ... loglo n. | 2loglo, | ...2loglo m_|

Un systéme indépendant d’unités est caractérisé par RgO. D'autre part le

quotient du régulateur d'un systeéme indépendant Nyr-+-0M.  Par le régulateur
' *
d'un systéme fondamental €pve-en€, est égal a l'indice dans 0O du
; tad . :
sous—groupe engendré par Nyeee Ty et tors” En particulier la wvaleur

minimale du régulateur est atteinte si et seulement si le systéme d'unités est
fondamental ; cette valeur minimale est le régulateur Rk du corps k.

Exemple. Prenons pour k le corps de décomposition du polyndme X3—2 sur
Q : k=0QJj, 55), avec szZiv/B : on a d=6, r;=0, ry=3, r=2. Un éystéme
indépendant d’unités est n1=9§ -1, n2:j§§ ~1. Trois plongements non conjugués
de k dans € sont oy, Oy, O3, gui envolent 95 respectivement sur ,951
j§§ et j2.9§. et laissent invariant. On a  o,{m)=m. oi(n2)=m=,

Y
ox(n.)=ns=, et |02(n2)f=|n2|. Si m désigne l’indice dans Ok du sous—groupe

engendré par n,, M, -1 et j, le régulateur de k est donc :

{ 210g|n}[ 2log [na |
R = aldet

210g|nz| Zioglnzl
= = (log|nz|). (log|n. -logn, ).

On peut calculer in2|2=1+9§4§z, d’on mR<:5.44627715...(et on peut vérifier

}

qu’en fait, m=1).
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le régulateur intervient dans la formule du nombre de classes @ la
fonction zéta du corps k a un pdle simple au point 1, de résidu
251 (97) "Zhﬂk/w\/I :
ot h est le nombre de classes de k, A la valeur absolue du discriminant de

*
k, et w 1'ordre de 0 .
tors
b) Le régulateur p-adique. {Réf.: Washington, §5.5).
Soient k un corps de nombres et p un nombre premier. On fixe un
plongement de Cp dans € (un tel plongement existe parce que toute base de

transcendance de &p sur @ a la puissance du continu}. On peut alors

numéroter les plongements de k dans @p

O,v...,0_ , O , a R+ g .
1 T, ry+l ro+l ry4ry’ T4,
ou 01,...,0F sont réels, et les autres sont complexes. Posons 6i=1 pour
1
1<idr,, et 5r +i=2 pour 1<i{rs. Si- TR est un systéme fondamental
1

d’unités de k, le régulateur p-adique de k est défini par
Rp(k) = det[6i10gp(0iﬁj)]1§i,j§r'

La définition est donc analogue -a celle du régulateur complexe, en
remplagant le logarithme des modules par le logarithme p-adique. Notons que
Rp(k) dépend en fait non seulement de k et p, mais aussi du plongement
cheoisi de €  dans C, et il change par un facteur *1 si on permute les o,
(ou les ej). Mais nous nous intéressons principalement & savoir s'il est nul

ou non, et cela ne dépend pas des différents choix.

Conjecture 5.1 (Leopoldt).- Pour tout nombre premier p et tout corps de

nombres k, on a Rp(k)#O.

Nous verrons que cette conjecture est vraie quand l’extension k/0Q0 est
abélienne. On en déduit que la fonction zéta p-adique d'un tel corps a un

pole simple au point 1, de résidu
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o112 (XY,
PLex P

ou X est le groupe des caractéres de Dirichlet associé & k et cette formule

donne le signe de Rp.

La démonstration de la conjecture de Leopoldt dans le cas abélien
utilise :
—1'existence d'une unité de Minkowski dans une extension galoisienne de @,

¢'est-a~-dire d'une unité € qui, avec ses conjugués, engendre un sous—groupe

d'indice fini de 0: :

-le calcul explicite du déterminant de groupe dans le cas abélien :

d tﬁx —t = 2 x{(s)X
: st ]S,tEG xgk s€G (=) S

—le théoréme 4.1 de Baker—-Brumer.

Voici un exemple simple d’extension non abélienme pour laquelle la
conjecture de Leopoldt est résclue ! prenons pour k le corps de
décomposition sur Q du polyndme X3—2. I} s'agit de vérifier que le
déterminant de la matrice

1ogpn1 logpnz

logpnz logpns
n'est pas nul, avec nizgﬁ;l, n2=j9§¥i, et n3=j2.9§;1. (Le quotient m5/7a
n'est pas égal a j, donc n'est pas une racine de l'unité, et logpn2¢logpn3).

Mais n,nznazN(9§;1)ml, et le déterminant ci-dessus est égal a:

a b
= —(a2+ab+b2):—(awjb)(a—jzb),
b -a-b

avec a=log my. b=logpn2 . ce déterminant est non nul {pour tout p} par le
théoréme {p-adique) de Gel'fond-Schneider (c’est-a-dire le cas n=2 du
théoréme 4.1).

Plus généralement, la démonstration de Baker-Brumer (méthode d'Ax) permet
de résoudre la conjecture de Leopoldt quand le corps k est une extension

abélienne d'un corps quadratique imaginaire.
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Nous verrons que Je théoréme des 6 exponentielles p-adiques donne aussi
la conjecture de Leopoldt pour certains corps de petit degrés, et la
conjecture des 4 exponentielles la donnerait pour quelques autres (voir le
probléme a la fin).

Pour résoudre la conjecture de Leopoldt dans le cas général, il suffirait
d'établir 1’analogue p-adique de la conjecture 2.5 sur 1’indépendance
algébrique de logarithmes de nombres algébriques {le cas homogéne suffirait}.

Enfin la conjecture de Leopoldt peut s'énoncer en terme de nombre de
Z —extens&ons indépendantes d’un corps de nombres : en gros, une Zp—extension
correspond (par la théorie du corps de classes) a une relation sur Zp entre
les unités, et le probléme revient 4 majorer le nombre de telles extensions.

La fin du cours sera consacrée a |'étude des Zp—extensions et a la

décomposition des idéaux premiers.



CHAPTTRE 1

CARACTERES DE HECKE.

§1.— Quasi—caractéres de R* et de €¥ .

a) Homomorphismes continus entre les groupes R, Hf. R, 0 € et C.

Dans un tableau (p.I.4) nous indiquons tous les homomorphismes continus
de G, dans G,, quand G, (resp. G;) désigne 1'un des groupes topologiques
R, Rt, i, € et m* () désigne le groupe multiplicatif des nombres complexes
de module 1). Nous allons vérifier qu’'il n’y en a effectivement pas d'autre.

(Voir Bourbaki, Topologie Générale, Chap.5 : groupes a un paramétre).

Lemme 1.1.—- Soit f:R — R un homomorphisme continu. Il existe AER tel que
f(x)=nx.

Démonstration.— Soit A=f(1). On a f(n)=An pour tout n€Z, donc qf(p/q)=Ap

pour tout p/qc®, ce qui donne f{p/q)=Ap/q, et par continuité on en déduit

f{x)=ax pour tout x€R.

De méme un homomorphisme continu R — € est de la forme =x — tx, avec

ted.

2
Corollaire 1.2.- Soit {:R — R+ un homomorphisme continu. Alors il existe

AER  tel que f(x):ekx

. . , . . . # . . Z
Démonstration.— L’application exp:R — R+ gui envoie =z sur e est un

s
isomorphisme continu, d’inverse log:[R+ -3 R ; donc logf est un
homomorphisme continu de R dans R, et on applique le lemme 1.1, ce qui

donne le résultat avec A=logf(1}.



Lezme 1.3.— Soit f:R — U un homomorphisme continu. Alors il existe A€R
tel que f(x):elhx.

Démonstration.— Comme R et I sont connexes, on voit facilement que si

f#1, alors f est surjective (théoréme des valeurs intermédiaires). Comme R
et [! ne sont pas isomorphes (I est compact, alors que R ne l’'est pas), f
n'est pas injective. Alors kerf:f—l(l) est un sous—-groupe fermé de R,
distinct de O et de R, donc isomorphe a Z. Soit weR” avec kerf=Zw. On
2iwx/m.

va montrer qu’'on peut choisir le signe de o de sorte que f(x)=e On

remarque que f{w/2)=f(-w/2)=-1, puis que {f(w/4), f(-w/4)}={i,-i}. Op
choisit le signe de © de sorte que f{w/4}=i. On montre alors par récurrence

2imm/2"

que f(mm/2n)=e {( pour m=2k-1, sur le cercle unité, la seule racine

n+1 2im(k-1)72"  2ink/2"

2 -iéme de l'unité dans 1’arc ouvert d'extrémités e , e
2imn/2"t

est e ).

Ainsi f(x):e21 © pour tous les x dans un sous-ensemble dense de

1’intervalle [O,w]. Par continuité, puis périodicité, on obtient le résultat
avec A=2w/w.

On aurait pu aussi écrire f(x):eig(x), avec g * R — R continue et
g{0)=0, et appliquer le lemme 1.1 & g.

M
Corollaire 1.4.—- Soit 'R — C un homomorphisme continu. Alors il existe

teC tel que f(x):etx.

Démonstration.—- Le module de { défini un homomorphisme continu lf| de R
dans Rf. donc |f(x)|=ek‘x. avec AN €R  (corollaire 1.2}, Ensuite
1'application f/Ifl définit un homomorphisme continu de R dans WU, donc

f(x):lf(x)l.elkzx. avec AzE€R {lemme 1.3). D’ou le résultat avec t=A;+iA;.

Corollaire 1.5.- Soit U — G* un homomorphisme continu. Alors il existe
m€d tel que f(u)mum.
En particulier {()Al. De plus les seuls automorphismes continus de WU

sont u —u ! et 1'identité.



Démonstration.— Soit e:R — I 1’application définie par e(x)=e2lTrx Alors

foe est un homomorphisme continu de R dans G*. donc (corollaire 1.4) il

i tx t
existe t€EC tel que f(e21wx):e . En prenant x=1 on trouve e =1, donc

t€2iwZ. Soit m=t/2iw ; on a mE€Z et
£(

. 14 m
c'est-a-dire f{u)=u  pour tout ucll.

imx immx
e2 921 pour tout x€R,

):

» *
Lemme 1.6.— Soit x:R — € un homomorphisme continu. Alors il existe t€C€

!t. solt x(x):sgn(x).|x|t (ot sgn(x)=x/|x|

tel que Ll’on ait soit x(x)=|x

désigne le signe de x).

3
Démonstration.— lL'application xo¢exp R — C est un homomorphisme continu.

Le corollaire 1.4 permet d'écrire x(ex)xetx, avec t€C. Donc x(x):xt pour
00, Mais x(=x)=x(-1).x(x) et x(-1)*=1, D'ou

x(x)=lx|" si x(-1)=1.
et

x(x):sgn(x).]xlt si x(-1)=-1.

3 3%
Lemme 1.7.~ Soit x:€ - € un homomorphisme continu. Alors tl existe meZ

et t€C tel que 1l'on ait

x(z):(z/|z|)m.|z!t. pour tout 2€C .

¥
Démonstration.— la restriction de x a R est de la forme

x(x):sgn(x)a.|x|t,
avec a=0 si x{(-1)=1, et a=1 si x(-1)=-1 (lemme 1.6} L’application g
de € dans ¢  définie par g(?:):)((z)|z|_t est un homomorphisme continu,
dont le noyau contient mf. Elle définit par passage au quotient un
homomorphisme continu ¥ de E#/R:zm dans €  avec g(z)=¥(z/|z|} pour

* .
tout z€L . Le corollaire 1.5 permet de conclure.



Liste des hompomorphismes continus €, — G; !

Gy R K, R u C c*

Gy

R Ax e;\x e?\X el)\x tx etX
R: Alogx xA xh xik tlogx xt

RS | Aloglx| x| sen(x)©. x| sen()€. [x | [tlog|x] | san(x)|x|"
i} 0 1 1 u” 0 ul

C A Rez+A, Inz SiRezihpImz | A Rez+h,Imz eikiRez+ithmz € z+toz et1z+t2£
o | Aloglzl 2| |21 (/|22 | trog|z] [(2/]2])™|2]"

Notations @ AER, te€C, n€Z, e=0 ou 1.

Variable €G, : x€R, xémt, x€R, uell, zeC, zet™.

b) Quasi-caractéres de R oude T de type {(A) ou (Ag).

Un quasi-caractére de R* {resp. de &”) est un homomorphisme continu de
R (resp. de @k) dans €. C'est un caractére s'il est a valeurs dans U.

Soit X un guasi-caractere de R {resp. de G*). Grace aux lemmes 1.6
et 1.7, on peut écrire

x(z)=(z/ |z])™ |2|*

pour tout 2€R (resp. E*). Le couple (m,t)€{0,1}xC (resp. {(m,t)€ZxC) est le
type de x (dans le cas réel, x est pair si m=0, et x est impair si

m:l).
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Proposition 1.8.- Soit x un gquasi-caractere de R (resp. de € )} ayant

pour type {(m.t). Les propriétés sulvantes sont équivalentes

(1) teQ
%, —
(i1) x{(@ )Q
(1ii) pour tout corps de nombres k plongé dans R (resp. C), on a

x(k*)cﬁ*.

On dira qu'un tel caractére est de type (A).
La proposition 1.8 est une conséquence immédiate du théoréme des six

exponentielles (voir Introduction, corollaire 2.4 et début du §3).

*
Proposition 1.9.- Soit x un quasi-caractére de R ayant pour type (m,t).

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) t€Z, c’est-d-dire x(x):sgn(x)a.xb avec (a.b)€Z2

(i1) x(@ym

(iii) pour tout corps de nombres k plongé dans R, on a
X (K )k,

(iv) pour tout corps de nombres k plongé dans R, il existe un corps de

nombres E tel que

x(iCYCE”.

‘ »#
Proposition 1.10.- Soit x un quasi-caractére de ©C  ayant pour type {m,t).

Les propriétés suilvantes sont équivalentes :

t—m , c’est-a-dire xlz)=z z avec a,b})€
i €2z, ¢ 1-di ab b)ez®
‘s 3# LM
(i1) x(Q(i) i)
(iii) pour tout corps de nombres k plongé dans €, il existe un corps de

nombres E tel que

x(K)CE”.
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Un quasi-caractére de R (resp. de C') vérifiant les propriétés

équivalentes de la proposition 1.9 (resp. 1.10) est dit de type (Ag).
Les démonstrations des propositions 1.9 et 1.10 ont été données dans

1'Introducttion (83) ; elles utilisent principalement la proposition 1.8

ci-dessus, avec les lemmes 3.1 et 3.2 de 1’'Introduction.



§2_ -Quasi—caractéres de type {(A) ou (Ao)-

a) Définitions et énoncé du théorcme.

Soit F un corps. Une F-algébre A est diagonalisable s'il existe un
entier d>0 tel que A soit isomorphe a Fd. On dit que A est étale s'il
existe une extension E de T telle que 1’algébre sur E déduite de A par
extension des scalaires soit diagonalisable (cf. Bourbaki, Algébre, Ch.V 86
N®3).

Choisissons une place réelle de F, c’est-a-dire un isomorphisme de T
avec un sous—corps de R. Si A est une F-algébre étale de degré d, alors
1’algébre étendue AmxA®FR est une R-algébre étale de degré d ; comme toute
extension finie de R est isomorphe 8 R oua C, on a Amﬁmrixmrz, avec
r+2ra=d.

Ainsi. quand k est un corps de nombres de degré d={k:@],, on a
k@szmrixmrz (voir par exemple R. Godement, Introduction a la théorie des

groupes de Lie, Ch.1 86) ; soient Tpoeea0y les plongements de k dans G,

avec comme d'habitude

ai(k)Cm pour 1<idry,
et
Ur1+j=Ur,+r2+j pour 1¢j¢r;.
On désigne par o : k — R g2 le plongement canonique donné par
3 3 #
Oyv... .0, avec n=r;+r,. Ainsi o(k ) - est un sous-groupe de R Pixg™r2,

) , . w r 3

Soit x un homomorphisme continu de R Ts4€7'2 dans € . Chacune des
= r LY * * » ~

restrictions de x a un facteur R ou C est un quasi caractére de R
3

ou C respectivement, donc a un type (mv’tu)' {1<v<n). Danc ce cas, on dit

que X a  pour type (ml""'mn'tl""'tn) ; alors pour

* %
Zz(zl""’zn)GR Tixg™"2 on a



On dit que x est de type (A} si tUEQ pour tout wv=l,...,n. On dit que x

est de type {Ap) si

tDEZ pour 1<w{r,
et
t -m €27 pour r<v<n.
v b
Nous allons nous intéresser aux valeurs de x sur o(k*) : on a, pour
aek*,
n oy t
wol@) = 11 (5] 7 loyel
v=1 v
; ¥,
Il est évident que, si x est de type (A), alors xeo(k )CQ .
D’autre part, si x est de type (Ap), on peut écrire
Iy a, bi n aj _ bj
xeo(@) = 1 (sen(oy)) "o T 1 (o) @)
iml j:]‘1+1
avec des entiers a . bv‘ {(1<v<n). Alors. si E désigne la cléture

%
galoisienne de k dans €, on a xca(k )CE .
. ; . M, ¢
Nous allens voir, inversement, que si xoo(k )C& , alors x est de type
¢
{(A), et s’il existe un corps de nombres E tel que XOU(k*)CE alors x est
de type (Ag).

On aura besoin d'un résultat un peu plus précis

Théoréme 2.1.~ Soient al.....aL des éléments de k*, avec {>n{ntl), tels
que les nombres Uiaj (14idd, 1£{j<t} soient multiplicativement indépendants.

Si xOU(aJ)€§* pour 1{j<t, alors x est de type (A).

Proposition 2.2.- Soient E un corps de nombres, et S un élément de k
ayant la propriété suivante : pour tout nombre premier p, et tout .ml....,md
dans Z, si

d my p

M (ep) " =~

i=1
avec €E, alors p divise tous les m, .

Si x est de type (A} et vérifie x(B)EE, alors x est de type (Ag).



Nous allons démontrer ces deux énoncés. Au 83 nous construirons des
suites (aj} vérifiant 1' hvpothése du théoréme 2.1, et des nombres J

vérifiant 1 'hypothése de la proposition 2.2.

b) Démonstration da théoréms 2.1.

L'hypothése s'écrit
n tu n
ﬂ [a a.! €q pour 1<j<(,
uo]
HES ]
et il faut wvoir que cela implique EDEQ pour tout wp=l,...,n. Nous allons

utiliser le théoréme 2.3 de 1'Introduction.

Seit 1, Tl""'Ts une base du @-espace vectoriel engendré dans € par
1, tl""'tn’ avec O¢s{n. Nous supposons s2l, et nous voulons aboutir a une
contradiction. On a par hypothése
n
>t Jog|0 a.! €L pour 1<{j<L.
pel P v

On peut écrire

5

L= 2 a T, {(1<v<n},

avec aviéﬂ. et Tozl. Alors en posant

n
AAe)= 2 a__loglo al, (1<ig<s),
i vi i
=1
on a A, (a,)EL, et
1° ]
3
2. TN (a) € L.
. iTiM g
S
Mais 1, Tysee Ty sont @-linéairement indépendants. L hyperplan
5
5+ 1 +
Tizi=ZS+l de @5 a donc une intersection avec L5 1 de dimension sur
i=1

Q au plus s{s+1) {(cf. théoréme 2.3 de 1’'Introduction).



On a supposé que les nombres Uiaj (1<€idd, 1<j¢¢) sont multiplicativement
indépendants ; donc les nombres loglavaj| {(1{p<n, 1<j<L) sont
@-linéairement indépendants, par conséquent les points (hl(aj),...,hs(aj)),

{1<j<() sont @Q-linéairement indépeﬁdants dans C°, et a plus forte raison les

: s
points (Al(a.),....h (a.)), 2 1.0 {x,)). (1<j<L) sont Q-linéairement
J S AR R

+ | . s
indépendants dans c® 1. d’ou la contradiction.

c) Démonstration de ia proposition 2.2,

Pour 14v€ry, on a UDB/]oDﬁfe{—1,+l}. L'hypothése peut donc s'écrire

I's t, n m LM
I (o B) - I (o,B) |UUB! €E .
v=1 v=r,+1

2 .
Comme |Uvﬁ| xoDB.ar +vﬁ pour r,<wv<n, on peut encore écrire
2

d S, x
M (o.p) " €E",
i=1 b

avec
ti pour 1<i<{r,
sy = (ti+mi)/2 pour r;<i¢n
(ti_rz—mi_rz)/Z pour n<i<dd.

Comme x est de type (A), les nombres S1.-+-.8, sont ratiommels, et il

s'agit de vérifier gqu’il sont entiers. Sinon, il existe un entier N et un
nombre premier p tels que les nombres mi:Nsip soient entiers et non tous

divisibles par p. Alors
d m,
M p ! e&®,
i=1

contrairement a 1 hypothése.



Préliminnives ao Chapdtve 1§83 0
Rappels de théorie alpébrique des nombres

DECORPOSTTION 58 RORBLES PO GERS DARS UR CORPS DE HOMRRES

a) Indice de ramification, depré résiduel.

Soient k un corps de nombres de degré d=fk:Q}, et Uk:D 1’anneau des
entiers de k (cloture intégrale de # dans k). Tout idéal premier non nul
de O est maximal, et tout idéal non nul de € s’éerit de maniére unique

sous la forme

ou % décrit 1l'ensemble des idéaux premicrs nen nuls de 0, et n@EZ, nﬁzo,
avec ngzo pour tout & sauf un nombre fini.

Soit % un idéal premier nen nul de €. Alors ¥ est un idéal premier
pZ de %, et O/% est un corps [ini de caractéristique p. Le degré, ou
degré résiduel de %, est f(@)m[ﬁ/@tﬂpj. de sorte que O/% est un corps fini
a pf(@) éléments, et pf(@) 25t la norme N{(#) de 1'idéal #. Plus
généralement, Ia norme N{4) d'un idéal o <de O est le nombre d'éléments

de O/4d ; si

- R
P Ii o ! .
o
Mg
ona N(d) =] N@&) ". Pour un idéal principal Ox, x€0, on a
P

{50 4l e .
N[O} i“k/ﬂ:](\)l
Soit p un nombre premier ; considérens 1'idéal p0 ; on peut 1'écrire

po<|| 9
g

et 1'ensemble des % tels que e{(?)>0 est précisément 1'ensemble des idéaux
premiers de 0 tels que M W=pZ {on dit que ¥ est au-dessus de p) ; pour
un tel idéal P 1'exposant e¢(P) est 1’indice de ramification, et on a

> o(Y () = [k:j,

OV =i



et

O/p0 = TI 0s5°(9),

}
g‘ﬂZ:pZ
On dit que p est ramifié dans 0 {ou dans k) si max{e(#)}22. Il n'y

a qu'un nowbre fini de premiers p ramifiés dens k @ ce sont les diviseurs
premiers du discriminant de k sur @ ({la trace définit une forme bilinéaire
non dégénérée sur k).

Quand k@, on dit que 1p est totoalement ramifié dans k si 1'un des
e(®) vaut [k:Q] ; alors tous les autres sont nuls, et pOm@d.

On dit gue p est tolalement décomposé si |'ensemble des & tels que
NW=pZ comporte d éléments ; alors p@:@l...gh, et f{@i)zl pour tout
i=1,...,d.

On dit que p est inerte dans k si 1'un des (%) vaut [k:Q@],

c'est~a—dire si p@ est un idéal premier de 0.

b) Cas galoisien.

Supposons maintenant que 1'extension k/Q est galoisienne, et soit
G=Cal(k/Q) son groupe de Galois. Pour chaque nombre premier p, G permute
transitivement les % tels que HW=pZ, et les nombres e(#), f(#) dépendent
seulement de p ; on les note alors ep. fp respectivement. Soit gp le
nombre de % tels que HVW=pZ : on a donc epfpgp:d.

Le groupe de décomposition en 9 est D:D@={0€G i 0P=P} ; 1l est d'ordre
e fp ; son corps fixe kD {extension de & de degré gp). appelé corps de
décomposition en %, est le plus grand sous—corps de k dans lequel 1'idéal
@D de kD en-dessous de 9 soit totalement décomposé sur @ (c’est-a-dire
non ramifié de degré 1). Le groupe de décomposition de o?, (0€G) est
UD@UHI. En particulier dans le cas abélien D@ ne dépend que de p.

Le groupe d’'inertie en % est I:Ig,:{a€D95 ; ox=x mod? pour tout x€0}.

C’est un sous-groupe normal de D, d'ordre e ; son corps f[ixe k,,
of p I
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extension cyclique de kD de degré fp' est le corps d'inertie en %. C'est
le plus grand sous—corps de k dans lequel 1'idéal @I de kl en—-dessous de
P ne soit pas ramifié sur Q.

L'idéal & est inerte dans l’'extension Kk /k, . et 1'idéal @I est

D

totalement ramifié dans 1’extension k/kI. Ainsi p est non ramifié si et

seulement si I={1}.

k
| Tot. ramifié degré e
I p
b kI
G | Inerte degré fp
k
!D Tot., décomposé degré g .
@ P

c) Anneau local en #%.
Soit % un idéal premier d'un corps de nombres k. L’anneuu local en @
est
Agz{u/v €k ; u,vel, veP).
C’est 1’anneau de fractions S_10 pour S=0-%. Son idéal maximal est
ﬂW:@Agz{u/v GAQ ; u€?, veP},
et ﬂgﬂﬂzg. Le corps résiduel Ag/ﬂ@ est /%, corps fini a pf éléments.
L anneau A@ est un anneau de valuation discréte {anneau principal avec un
seul idéal premier non nul). Ses idéaux non nuls sont tous de la forme A;,
h20  (avec ﬂgmA@). Un élément w7 de k est une uniformisanie en % si

2 . . 4. . sy s
NGM@ et Weﬂ@, c’est-a—-dire si ﬂ@:nA@. Un élément de k est une unité en %

s'il appartient a A;:A@—M@.

d} Valeurs absolues.

Une valeur absolue sur un corps k est une application |.] de k dans
R+ telle que

- pour x€k, on a |x|=0 si et seulement si x=0 ;

- pour x et y dans k, on a |x.y|:|x|.|yl ;

- pour x et y dans k, ona [|x+y|<|x|+]|y].



fpa s 3¢
La valeur absolue triviale est définie par Ix|=1 pour tout x€k , Deux
valeurs absolues |.| |.|? sur k sont équivalentes si elles définissent
. . v 3 - . *
ia méme topologie sur k ; cela revient a dire qu'il existe A€R tel que
A . . o
|x|1=|x|2 pour tout x€k. Deux valeurs absolues qui ne sont pas équivalentes
sont encore appelées indépendontes. Une ploace de k est une classe
d'équivalence de valeurs absolues non triviales de k.
Soit de nouveau k un corps de ncmbres, et scit % un idéal premier de
k. Soit p la caractéristique résiduelle {¢'est-a-dire le nombre premier tel
: . e N
que pZ=H7Z), et soit = une uniformisante en %. On a p=w .u, ot e=e(¥)
3%
est 1'indice de ramification de @, et u€A®. On définit une valeur absolue
|.[® sur k, qui prolonge la valeur absolue p-adique sur @, en imposant

]xlg = 1 pour X€A;,

et
-1/e
I”l@ = p -
. L s . -v(x) .
En notation additive, on définit une valuation V=vg  par |x|V=p :
3
V(A@):O et viw}=l/e.
ad -
Le groupe des valeurs est v(k )=(1/¢)Z.
Soit k@:kv le complété de k pour cette valuation ; c'est une

extension finie de Qp de degré d@:dvze(@)f(@) (degré local en #). L'anneau
des entiers %P-odigques est 1'adhérence (pour la topologie de kv) de ¢ dans

k
v

= € ' '
Av {x kv ; |xlvgl} :
¢'est encore un anneau de valuation discréte, son idéal premier est
sl - c M M
M =mA =(xek o k] <1)
¥
le groupe des valeurs V(kv} est encore (1/e)Z, et le corps résiduel Av/aﬁv

est toujours le corps fini & N{¥) ¢é&léments. Le corps kv est localement

compact.



8i k est une extension finie galoisienne de @, le groupe de Galois
Gal(k/Q) opére transitivement sur l’ensemble des places archimédiennes de Kk,
et aussi sur l'ensemble des places de k au-dessus d'un nombre premier p
fixé.

Les valeurs absolues (normalisées) de k au-dessus de p s’écrivent
a = |Ua|p . 0 parcourant les plongements de k dans @p. En particulier, si
P est complétement décomposé dans k, on obtient une bijeciion entre
1’ensemble des places au-dessus de p et ]l’ensemble des plongements de Kk

dans C
P

e) Formule du produit.

Toute valeur absclue non triviale sur k est équivalente & 1'une des
valeurs absolues v associées a un idéal premier % de k {(valeurs absolues
ultramétriques)}, ou a l'une des n=r;t+r, valeurs absolues archimédiennes
déduites d'un plongement de k dans C. Pour ces dernic¢res, le degré local
est dvm[kvimj qui vaut 1 si v est réelle et 2 sinon (le degré résiduel
vaut 1 aux places a 1'infini). Alors, pour tout xEk%, I’ensemble des places

v de k telles que |x|v¢l est fini, et on a
dv
Ml = 1.
v

Noter que |W}Vv:1/q si w est une uniformisante en v et q:pr est le
nombre d'éléments du corps résiduel (=N{%):=N{v).}

Par exemple, pour k=Q{(i) et x=l+i, on a |x|v:¢§ et dV:2 pour la
place a 1l’infini, |x|vzlﬁﬁ§ . e=2, I=g=1, dV:2 pour la place associée a

1'idéal premier {1+i}, et Ix|vx1 sinon.
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Références.—

Les introductions hes chapitres 4 et 10 de D.P. Parent (Exercices de
théorie des Nombres, Cauthier-Villars 1978) contiennent un abrégé de ce qu’il
faut savoir sur la décomposition des idéaux premiers dans une extension de
corps de nombres (& la fin du b) ci-dessus on a da faire intervenir un corps
de base différent de @Q}.

On pourra consulter par exemple :

P. Samuel, Théorie algébrique des nombres, Coll. Méthodes, Hermann, Paris

1967.

Y. Amice, Les nombres p-adiques, Coll. SUP, P.U.F.,1975.

§. Lang, Algebraic Number Theory, Addison-Wesley 1970.

S. Lang, Algebra, Part II: Field Theory, Second edition, Addison-Wesley, 1984.

J.¥.S. Cassels and A. Frohlich, Algebraic Number Theory, Academic Press 1967
(voir Chap.l, local fields, par Frohlich, et Chap.2, global fields, par
Cassels}.

N. Bourbaki, Algébre Commutative, Ch.5 (entiers} et Ch. 6 (valuations) ;

Algébre, Ch.5 (corps commutatifs).
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53 Théordéwes d approximation. .

Nous allons d’abord vérifier que les hypothéses du théoréme 2.1 et du
corollaire 2.2 sont toujours satisfaites. L’approximation faible permet de
construire des suites (o:j)‘],21 ou des éléments B dans k vérifiant les
conditions requises. L’'approximation forte permet d'imposer en plus, par
exemple, que ces éléments soient entiers. En procédant différemment on peut
faire en sorte que ce soient des S-unités. On utilisera ces résultats pour
préciser le fait que k a une image dense dans k@Qm par le plongement
canonique. Cela permet de donner un raffinement au théoreme de la progression

arithmétique généralisé de Dirichlet

a) Approximation faible : le théorcme d’Artin-¥haples.
Scoient |.‘1....,|.[S des valeurs absolues non triviales sur un corps
k, deux-a-deux indépendantes. Le théoréme d’'Artin-Whaples dit alors que
1'image de k dans le produit des (k, I'Ii) (muni de la topologie produit)
est partout dense. Autrement dit, pour tout >0 et tout xk,...,xs dans Lk,
il existe x€k vérifiant
Ix~xi|i<e pour tout i=],...,s.

Yoir par exemple

S. Lang, Algebra, 2nd Ed., Chap. 12 81 p.406 ;

i

S. Lang, Algebraic Number Theory, Chap. 2 51 p.3b ;

Cassels-Frohlich, Algebraic Number Theory, Chap.2 56 p.48.

N. Bourbaki, Algébre Commutative, Ch.6 {valuations} §7 (théoréme
d'approximation}.

En voici une premiére application
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lemee 3.1.— Soient k un corps de nombres, p un nombre premier, pl,...,pg

des idéaux premiers deux-d-deux distincts de k au~-dessus de p. Il existe
ack tel que a soilt une uniformisante en Py et gue a solt une unité en
pi pour 2<ilg.

Démonstratign.—- Les valeurs absoclues |,|1,...,|.| sur k associées aux

g

idéaux pl,...,pg sont deux-a-deux indépendantes. Soit # une uniformisante

en p,. Par le théoréme d’Artin-Whaples, il existe a€k vérifiant
|a—w!1<|w|1 et |a“1|i<1 pour 2<i<g.

Alors a est une uniformisante en P et une unité en p; pour 2{i¢g.

Lemme 3.2.— Soient k un corps de nombres de degré 4, p un nombre premier,

et o les différents plongements de k dans @p. On suppose p

10 %
complétement décompbsé dans k. Alors il existe a€k tel que

|ala|p=1/p et Iaiafpzl pour 2<idd.

Démonstration. Si Ppreeby désignent les d idéaux premiers au-dessus de

p dans k, la valeur absolue Lli associée a p; est définie par
‘a|i=|oia|p. Comme e(pl)zl, pour une uniformisante en p, ona |v]1=1/p. Il

suffit donc d'appliquer le lemme 3.1.
On peut encore énoncer le lemme 3.2 sous la forme suivante

Lemme 3.3.- Soient k un corps de nombres, Opre a0y les plongements de k
dans €, E un sous-corps de € de degré fini sur @ contenant tous les
Ui(k), p un nombre premier totalement décomposé dans k, et P un idéal
premier de E au-dessus de p. Alors il existe a€k tel que v@(ola):l et

V@(Gia):O pour  2<i4d.

Démonstration. Il suffit de fixer un plongement de E dans @p associé a @,
puis d’appliquer le lemme 3.2. Si p est ramifié dans FE, le lemme 3.2
fournit un a tel que v@(ola):l/e et v@(aia)=0 pour 2<idd. : il suffit

e
alors de remplacer a par a .



On va en déduire

Leswme 3.4 Solent k et E deux corps de nombres. Soient Opoeeaty les
plongements de k dans €. On fixe un plongement de E dans €. Alors il

3
existie €k tel que pour tout (, LRI L dans %, avec (20, la relation

d m,
b3
M (o,p) ‘eE™
. 1
i=]
implique que ({ divise tous les m, .
*%{, # . : 3
{on a noté E ¢ le sous-proupe de E  formé des a{. pour a€E ).

Démonstration. On peut supposer que L est une extension galoisienne de @)
contenant Ul(k) {donc contenant tous les ai(k) ). Soit p un nombre
premier totalement décomposé dans 1’extension k/ et non ramifié dans F ;

soit @ un idéal premier de E au dessus de p. Le lemme 3.3 nous fournit un

élément [ de k tel que al(ﬁ) soit une uniformisante en &, tandis que
U9B,....Udﬁ sont des unités en #. Supposons
d m,
i L
I (o,p) "=~
. i
i=1
"':4 "y s » '] £} -
avec T€EE . Soit ig avec 1€ig¢d. Tl existe T €Gal (E/0)) tel que
O
T, oo, =g, . Comme T, permute les o,, ona 7T, 0.8 ¥ o, pour iyi,, donc
ig in 1 ig i ig i 1

d m,
Wﬁ[ Il (v, 0.8) ] =m, ;
j=1 to i io
) - o { ! ; -
d’auvtre part comme e{P)=1, V@(Ti v) est un multiple de ({ ; donc { divise
o]
m, .
io
Il resie & voir que pour tout corps de nombres k il existe une infinité
de premiers p totalement décomposés dans k. Il suffit de le voir quand k/Q

est une extension galoisienne, et alors cela résulte immédiatement du fait que

la. fonction zéta du corps k a un pdle au point s=1 ; en effet, Ia fonction

log fk(s) - 2 L/Nps
f{p)=1
est bornée au voisinage de s=1 (voir par exemple lang, AN.T., Chap. VIII

%4.), donc i) existe une infinité de p tels que fpxl ; 81 un tel p n'est
pas ramifié, il est donc totalement décomposé dans }'extension galoisienne

k/Q. On notera d'ailleurs que la densité de Dirichlet Jd’un ensemble &
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d’idéavx premiers de Lk , définie par

> 1/MNp®
g 2z Poe
s—1 log L
+ s—1

vaut 1 si & est 1’ensemble des idéaux premiers de k qui sont au-dessus
d’un nombre premier totalement décomposé dans k (par exemple, pour k=0Q(i),
cette densité ignore les idéaux au-dessus d’'un nombre premier congru a 3

modulo 4).

Lesmme 3.5.— Soient k un corps de nombres et Tpveeea0y les différents

plongements de k dans €, Il existe une suite infinie (aj)j>1 d’éléments
3 -

de k telle que les nombres oiaj, (1<idd, j>1) soient multiplicativement

indépendants.

Démonstration.~ Soit K la cldture galoisienne de Ul(k) dans C. Soit Py
un nombre premier totalement décomposé dans k, et soit @1 un idéal de K

au-dessus de Py On utilise le lemme 3.3 pour trouver alek tel que
Vap (01a1)>0 et Vg (aia1)=0 pour 2<i<dd.
"1 1

Une fois construits, par récurrence, @po...@ 4, ON choisit un nombre

premier P, totalement décomposé dans k, tel que les oiaj (1<idd,

1{j<t-1) soient des unités en toutes les places de K au-dessus de P Soit
@t un idéal de K au-dessus de P, On utilise le lemme 3.3 pour trouver

= e .“‘c\ al 1 ~ B =
nt(k, premier a jj pour 1<j<t, et tel que v@t(alat)>0 ct v@t(oiat) 0
pour 2<idd.

lLa suite (aj) ainsi construite vérifie la propriété requise : partons

d’une relation de dépendance multiplicative

mi_j
(Uiaj) = 1,

] ="
I et

1 j=1

avec des entiers miJ€Z, pour 1<j<t ; soit (iy,jn) avec 1<£ipdd, 1<{ju<t ;

i

il existe T, €Gal(K/0Q) tel que T Oai =0y alors la valeur absolue
0 0 0

[0

ﬁj ~adique de 1'image par T du membre de gauche doit &tre 1 ; mais
0 0



Tigoiajlﬁj =1 & (io.do)A(1.4) :
0

donc m, ., =0
lole

Remarque.- La théorie de Kummer montre que, sous les hypothéses du lemme 3.4,

si EL désigne le corps obtenu en adjoignant a E les racines (-iémes de

l1'unité, on a

1/ :
[E, (0,8 b Bty E ] 4,

De méme, ce qui précéde permet de construire une suite (aj)3.>1 d'éléments de
»
k telle que, pour tout entier (>0, et pour tout t21, le corps obtenu en

adjoignant a EL les dt nombres oiajl/L (1<idd, 1£j<t) ait un degré sur

E égal a Ldt. On construit cette suite par récurrence en appliquant le

L
lemme 3.4 au corps obtenu en adjoignant a EL les d{t-1) nombres Uiajl/é

(1<i<d, 1<j<e-1).

Le théoreme d'approximation faible permet aussi d’'imposer un nombre f[ini
de congruences aux aj. En voici un exemple qui nous sera utile,
Soit M un idéal entier non nul de k,

me]] ™)

P

* 3
on écrit vp(m):m(p). et on définit k (m) comme le sous—groupe de k  formé
des a tels que, pour tout p divisant %, a1 appartienne, dans 1'anneau
local en p, a la puissance m(p)-iéme de 1'idéal maximal

k*(m):{aek* ; vp(a—l)z %—:Vp(m) pour tout p tel que vp(m))O}.
P
Noter que 1'on a k*(m)ﬂﬂzl+m.

* L ) B 3¢
Au lieu de a€k (M), on écrit aussi a=l mod @M. De méme, pour a et f
* ¥* . c g — ¥
dans k., o=f mod % signifie «a/3=] mod %.
s —_ *® 11— 1 ¥ > — [] ¥
Si o=f mod m et «a'=3' mod W, alors aa’=p3" mod N.
1 ,™p) . , i . ,
Par exemple pour k=Q, m_ﬂ P , deux nombres rationnels non nuls a et
>
b vérifient a=b mod m si et seulement si on peut écrire a:b(1+m.%). avec

u et v entiers, et (v,m)=1.



»

D’autre part un élément a€k est dit totalement positif, et m écrit

a>>0, si son image par tout plongement de k dans R est positive. Par
* - 2 ¥

exemple pour tout ¥€k ', on a évidemment 7520, On note k+(m0 le

sous-groupe de k*(fﬂt) farmé des a>>0.

LIS

(Pour tout ceci, voir par exemple §. lang, A.N.T., Chap.VI 81, p. [24).

lezme 3.6.— Soit m un idéal entier de k. Il existe une suite infinie

d'éléments de k:{sm) telle que les nombres o, (1<idd, j§21)

i ]

soient multiplicativement indépendants. De plus, si E est un corps de
2 z * e
nombres, il existe ﬁ€k+(m) tel que pour tout nombre entier (>0, et pour

tout (ml,....md) dans Zd, la relation

d m

P el

Ml (a.8) ‘et

, i

Jj=1
implique que { divise tous les m, .
La démonstration est essentiellement la méme que celles des lemmes 3.4 et
3.5 comme ( peut étre pair, au lieu d'élever [ au carré pour passer de
»® 5
k (m) a k+(ﬂ), on utilise Artin-Whaples pour assurer |[B-1]|<1 en les places

a l'infini.

I:) Le théoréme d zpproximation forte.
[Le théoréme d’approximation forte est le résultat suivant (Cassels et

Frohlich, Chap.II %15 p.67. ; O.T.0'Meara, Introduction to quadratic forms,

§36.G).

Proposition 3.7.- Soient k un corps de nombres, S  un ensemble fini de
places de k, et vy une place de k, avec vo¥¢S. Pour chagque ve€S, soit X,
un élément de kv' Enfin soit e20.
} . ¥
Alors il existe af€k tel que
la—x | {e pour tout veS
v'y

et

la[vgl pour tout ve€S, v#vg.



- 1.23 -

Pour illustrer ce résultat, nous en déduisons le théoréme des restes .

chinois : soient PRI des entiers premiers entre eux deux-d-deux, et
Bpae. By des entiers rationnels ; alors 1l existe n€Z tel que
nEai mod m, pour tout 1i=1,...,t.

On choisit pour cela k=@, v, est la valeur absolue usuelle (archimédienne},
et, en désignant par Si 1'ensemble des diviseurs premiers de m,. on prend

pour S la réunion {disjointe) des Si' Ecrivons

= 1 e

p€Si

m,
1

pour p€S, soit i(p) 1'indice i, 1{i{t, tel que pESi : la proposition 3.6
montre qu'il existe x€Q vérifiant

<pmu(p) pour tout pe€S,

2y () [p

et
|x|p§1 pour tout p¢S, p premier.
Alors |x|p§1 pour tout premier p, donc x€Z.
Du théoréme d approximation forte on déduit immédiatement, comme

précédemment

Lemze 3.8.— Soient Kk un corps de nombres, p un nombre premier totalement
décomposé dans k, Proc-eiPy les idéaux de k au-dessus de p, M un idéal
entier de k, premier a p. Il existe aci+m tel que a solt une

uniformisante en Py et que « solt une unité en p; pour 2¢i<d.

Par conséquent dans les lemmes 3.1, 3.2, 3.3, (resp. 3.4, 3.5 et 3.6),
on peut ajouter la condition a€l+m (resp. pBEl+n, aj€1+m). En particulier
on voit que ces éléments sont entiers. On peut ajouter d'autres conditions du
méme type, pourvu:qu'elles ne fassent intervenir qu’'un nombre fini de places.
Si on veut une solution dans O, il suffit qu'il y ait une place archimédienne

en laquelle on n'impose aucune condition.
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c) S-unités.

Commencgons par une variante du lemme 3.1.

Lemme 3.9.- Soit p un idéal premier de k. Il existe 1€k* tel que

vp(7)>0, et que v soit une unité en itoute place finie de k différente de

p.

Démonstration.- Soit h le nombre de classes de k. L'idéal- ph est

principal, et il suffit de prendre pour ~ un générateur.

Définition. Soit S un ensemble de places de k. Un élément o de k est
une S-unité si  v{a)=0 pour toute place finie v n’appartenant pas a §S.
Les S-unités forment un sous-groupe k; de k*.
Par exemple, si k=0, pour S:{pl,...,p(}. on a
o 44
# 1 A .
QS—{ ipl Py HJEZ. 1¢J<t }.

Si S:{Vl""'vt} ou Viie.-V,  sont { places finies deux-a-deux
distinctes, alors le groupe quotient k;/Oi est de rang { sur #. Plus
précisément, si @i est 1'idéal premier de k associé a 'vi, et si a, est
un génerateur de l'idéal principal @? {ot h est le nombre de classes de

% 3
k), alors e, et Ok engendrent un sous—groupe d'indice fini de kS.

a a
En effet, pour tout élément «a de k: on peut écrire (a):@ll...ptt, et

a a
alors ah/(al ...aLL)h est une unité de 0, .

Lemae 3.10.- Soient k un corps de nombres, Tyven0y les plongements de Kk

dans C, Ppoeeaby des nombres premiers complétement décomposés dans k, et,

pour 1<{j<L, Vj une place de k au-dessus de pj. Posons S:{Vl""’vt}' Il
1]

#
existe des éléments S EREER-}] de kS tels que les di{ nombres o.a.,

{1<idd, 1<ji<l) scoient multiplicativement indépendants.



Démonstration.

Désignons par K la cloture galoisienne du corps kt=01(k) dans C, et
posons G=Gal(K/Q), H=Gal(K/k,). Soient p un nombre premier complétement
décomposé dans k, v une place de k au-dessus de p, v; la place de k,
qui lui est associée via o, et w une place de K au-dessus de v, : ainsi
w(os(a))=v(a) pour tout ack”.

Comme p est complétement décomposé dans k, il 1'est aussi dans Ui(k)
pour i=1,...,d. Le corps de décomposition de w contient donc chacun des
Ui{k), et par suite c’'est K., ce qui signifie que W est complétement
décomposée dans K, et que les places 7w, T€G sont deux-a-deux distinctes.

Soit % 1'idéal premier de K associé a la place w, et soit ~ un
générateur de Wh, ot h est le nombre de classes de K. La seule place de K
pour laquelle ~ ne soit pas une unité est w. On définit a€k par

GiazNK/k v, et, pour 1¢idd, on choisit Ti€G tel que ‘aizTiool. Alors les

1

places (Tioa)w. o€l sont les seules places de K pour lesquelles le nombre

oi(a): H TiOU(T)

o€H

ne soit pas une unité. Les ensembles Tin, (1{i<d) sont des ensembles deux—a-
deux disjoints de places de K au-dessus de p. Enfin, comme les places ow,
o€H sont toutes au—-dessus de v;, a est une v-unité.

Le lemme 3.10 résulte alors de la remarque suivante @ soient Bl.....Bm
des éléments de k* ; pour 1£j{m, désignons par Sj 1'ensemble des places de
k en lesquelles ﬁj n'est pas une unité. Si Sl,...,Sm sont non vides et

deux-a-deux disjoints, alors Bl""'ﬁm sont multiplicativement indépendants.

Soient de nouveau k un corps de nombres, S un ensemble de places de
k, et m un idéal entier non nul de k. On notera
* ¥ 3 3 ¥
ks(mz)zksﬂk (m) et kS(zuz)erkSnkJm) .

Ecrivons



avec mi>0. et supposons R et S étrangers (c'est-a-dire qu’aucune des
places associées 3 Proea Py n'est dans S). Montrons que dans ce cas il

existe un entier a»l tel que

A, ¥
kS Cks(m)+,
. ®a a a . . . . . .
ol kS ={a” ; aEkS}. Quitte & prendre a pair, il suffit de vérifier

My o
kg Cks(m) ;
autrement dit, si p est un idéal premier de k et m un entier positif, il
#

existe un entier azl tel que, pour tout ack unité en p, on ait

aa€1+pmA

p
{cela suffit : si a vérifie cette propriété, alors tout multiple de a la
' ¥
vérifie encore}. Pour m=! on peut prendre a=N(p)-1, car (Ap/pAp) est un
groupe d'ordre N{p)-1. En général, on peut prendre a:(N(p)ml).N(p)mml. car
+
si ﬁ€1+pmAp, alors ﬁN(p)€1+pm lAp.
Par exemple, pour k=0, on a
X u
3] (m):{l*m;-; we€Z, ve€Z, (v,m)=1},

et ce que l’'on vient de faire généralise le fait suivant : si n est un
entier positif, il existe un entier azl tel que paEI medn  pour tout nombre
premier p ne divisant pas n (il suffit de prendre pour a un multiple de
1'indicatrice d'Euler ¢(n)).

On déduit de ces remarques que dans le lemme 3.10, on peut remplacer k;

# ,
par ks(ﬂ)+, a condition que S et M soient étrangers.

Corollaire 3.11.- Soient %k un corps de nombres, Tyoeea0y les plongements
de k dans €, Ppo- Py des nombres premiers complélement décomposés duns
k, el, pour 1<j<¢, Vj une place de k au-dessus de pj. Soit S:{vl,...,vL}

et soit M un idéal entier de k étranger @ §. Il existe (| éléments

¥ . . - ' . .
Qo0 de kS(ElR)+ tels gue les d{ nombres Uiaj, (1<idd, 1<j<t) soient

multiplicativement indépendants.
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d) Un critére de densité.

Rappelons que le rang d'un groupe abélien (c’'est-a-dire d'un Z-module}
A est le nombre maximum d’éléments de A linéairement indépendants sur Z
(c’est la dimension du Q-espace vectoriel A®Z®)' On note rgA ou rgZA ce
nombre. Par exemple rgZ@:I. 8i A est de type [ini, alors AxTxZ', on T
est un groupe fini, et r:rgZA. S5i A est libre, alors A est de rang fini
sur Z si et seulement si A est de type fini (alors Azlr).

Rappelons aussi (cf. par exemple Bourbaki, Topologie Générale, chap.7 &1)
que si G est un sous—groupe fermé de R"  de rang 1, 0<r<{n, il existe un
plus grand sous-espace vectoriel V de R”  contenu dans G i pour tout
supplémentaire W de V, le groupe WX est discret dans Rn. et G est
somme directe de V et de WG,

0

. Enfin le théoréme de Kronecker (cf. par exemple Bourbaki, op. cit., n 3,

prop.7, ou Hardy and Wright, An introduction to the theory of numbers,

Chap.23) montre que pour Xpone X, dans R, le sous-groupe
n . -3
z +Z(x1,....xn) = {(h1+h0x1,...,hn+hoxn) ; (ho,hl,...,hn)CZ }
de Rn est dense dans Rn si et seulement si les nombres l,xl.....xn sont

linéairement indépendants sur Z.

n

Voici d’'abord un critére pour qu’un sous-groupe G de R posséde un

sous—groupe de type fini qui soit dense dans R?. 8i G lui-méme est de type
fini, cela donne un critére pour que G soit dense dans R
Le cas n=1 est facile : d'aprés le théoréme de Kronecker {par exemple},

un sous—groupe de type fini de R est dense dans R si et seulement si son

rang est 22. Par exemple, pour Xy et X réels, Zx +22‘x2 est dense dans R

2 1

si et seulement si Xy et x sont linéairement indépendants sur Z. Donc un

2

sous—groupe G de R posséde un sous-groupe de type fini dense dans R si

et seulement si rgZGQZ.



. n ; ,
3.12.~ Soit G un sous-groupe de R . Les assertions suivantes sont

équivalentes

. . e , . n
(1) Il existe un sous-groupe de type fini de G qui soit dense dans R".

(ii) Pour tout hyperplan H de R", on a rgZ(G/GﬂH)22.
(iii) Pour tout sous-espace vectoriei V de R, V#R", on a
v (G/CNY) >dim (R7/V) .

Démonstration.

(i)»(ii) Soit T un sous-groupe de type fini de G dense dans R". Soit H
un hyperplan de Rn, et soit s:R - R/H la surjection canonique. Comme I
n

est dense dans R, s(I') est dense dans R"/H, donc rng(r)z2. Or

s{I')=I'/TTHCG/GNH, d’'ou le résultat.

(ii)>(iii) Commengons par le cas V=0. I1 s'agit de vérifier que si G est un

n

sous-groupe de R"  de rang .<{n, il existe un hyperplan H de R tel que
rgZG/CﬂH {1. Soit S RRRRELN un  sous-ensemble maximal Z-linéairement
indépendant d’éléments de G, avec r:rgZC. Alors G est contenu dans le
Q-espace vectoriel ®e1+...+@er. 51 me1+...+mer¢m“, alors pour tout hyperplan
H  contenant Rel+...+mer on a G=GNH, et FgZG/GﬂHzo. Si r=n et si
S RRRERLN est une base de Rn. alors en prenant par exemple H:Re1+...+menul

on a rgZG/CﬂHzl.

Dans le cas général, si v esi un  sous-espace de R™ tel que
rglG/GﬂvgdimmRn/V, d’aprés le cas particulier qui précéde appliqué a G/GNW il
existe un hyperplan H de R" contenant  V  tel que rgZ(G/GﬂV)/(CﬂH/GﬂV)ﬁl.
Or  (G/GNV)/(GNH/GNY ) =G/GNH
(i1i)=2(i) Montrons d’abord que si G est un sous-groupe de R" qui n'est pas
dense dans R", alors il existe un sous-espace vectoriel V de R tel que
rgZG/GﬂvgdimmRn/V. Pour cela, soit G ]'adhérence de € dans m“‘ soit ¥V
te sous-espace vectoriel maximal de R contenu dans G, et soit W un
supplémentaire de V. Comme G est somme directe de V et de GW, et que

GMW  est discret dans ¥, on a rgzéhwgdimw. Or  CIW=G/GNVIG/GNY, et Wzmn/v,

donc rgZG/Gﬂvgdimmmn/V.
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On peut démontrer ce résultat plus rapidement en utilisant la dualicé des

groupes abéliens localement compacts (voir ci-dessous 3$4c}. Du lemme 1.3 on

e21w(x,y>’ ol

déduit que R' est en dualité avec lui-méme par X,y —
q

n
{x,y>= 2 X ¥y Si 6 n'est pas dense dans m“, il existe un caractere non

i=1

" tel que x{G)=1 ; donc il existe x€R”, x#0, tel que’

trivial x de R
x,y>€EL pour tout v€G., On prend alors pour Y 1 "hyperplan {Z€Rn ;
<x,z>=0}. Cela démontre donc (ii)2(i) quand G est de type fini (et
(i11)=2(ii) est trivial).

1]l reste a traiter le cas ot G n’est pas de type fini. On suppose donc

n
que G est un sous-groupe de "R tel que, pour tout sous-groupe de type fini

I', il existe un sous—espace vectoriel VF de Rn. vr¢m“ vérifiant
rg, /TNV <dimR"/ V.
on veut montrer qu’'il existe un sous-espace vectoriel V de R, V#Rn, tel
que
reg, G/CVAinR /Y .
Bien entendu, si G est de rang fini, et si LCRRRRRILN est une famille

maximale d’'éléments de ¢ linéairement indépendants sur Z, il suffit de
prendre V:Vr oi I est le sous-groupe de G engendré par 1i,.‘.,w . On
supposera donc rgZG>n .

On démontre le résultat annoncé par récurrence sur n, le cas n=1 étant
banal. Soit Iy un sous-groupe de type fini de G de rang >n2, et soit V¥,
1'intersection de tous les Vr pour I sous—groupe de type fini de G
contenant ['g. On peut évidemment écrire

VO:VI‘ n. . .nvr )
i s

avec s5<{n. lLa suite exacte
0 — ronvl/ronvlnv2 — ra/ronvlnvg ey FG/FOHV1-%O
et 1'inégalité

gy ronvlfronvlnvz < rg FG/FOHVQ

montrent que l'on a rgzro/ronvlnvz < rgZFO/FoﬂVI + rgZFO/FGﬂVZ.



d’ol
rg lo/ToMWVy < 2 rp lo/Tl V..
7 Qe 4 Ii

<sn ¢ n2.

donc Vo0, On va montrer que H=G/(Wg vérifie 1’hypothése de récurrence
dans mn/VQ. Pour cela soit ¥’ un sous-groupe de type fini de H ; on peut
écrvire  H'=I"YT'"(W,, ot I'" est un sous-groupe de type fini de G. Soit
'=ro+lI'. Alors TI'" est un sous-groupe de type fini de G contenant s,

done V¥V contient V5. Soit W‘:Vr,/vo. Gn a

r
rgZ(H’/H‘ﬂW’}grgz{F’/F‘ﬂVr.)§dim(mn/vr.):dim((mn/vo)/W').
On peut donc utiliser ] 'hypothése de récurrence : i} existe un sous-—espace
vectoriel VYV de m”, contenant Yy, tel que W=V/V, vé%ifie
v, (VW Kdin((R"/Vo )W)
mais H/HW=G/GNV et (R'/Vy)/W="/V, d'ou Je résultat.

Ceci termine la démonstration du lemme 3.12.

e) Un époncé de transcendance.
Pour pouvoir vérifier la condition (iii) du lemme 3.12, on utilisera le

corollaire suivant du théorame 2.3 de 1" introduction) :

. . , oy d
Proposition 3.13.—- Soient Yye-o¥, - des  éléments  de L7, avec

yj:(ylj""'ydj)' 1<€jsd. On suppose que les id nombres yij sont

linéairement indépendanis sur 7. Boit Yzly1+...+2yﬂ, et soit H un
¢!
hyperplan de c". Alors

rggZ/Yﬂl-lgd (d-1}.

Démonsiration.~ On sait par le théoreme 2.3 de 1'Introduction que la

. e . . d
conclusion est satisfaite si H ne contient pas de sous-espace de C
rationnel sur @. Cn va se ramener 4 cetfe situation.

On écrit une équation de H
b SR 3 == 4 I
171 d”d
Soit §1,...,§£ une base du  Q-espace vectoriel engendré par Xpv-ooaXy

écrivons



n
x.:Za. f s
1 1878
s=1
avec aiSEQ. Soit prmd —s ¢" dafinie par
d d
p(zl,....zd):('glailzi,...,.z a

i= i=1

L Z.}.

in™i
[Le noyau de p est un sous-espace vectoriel de @d, rationnel sur Q
(c'est-a-dire qu’il est le noyau de formes linéaires a coefficients dans 4,
ce qui équivaut a dire qu'il est engendré par des #£léments de Qd).
I.'hypothése sur 1’indépendance linéaire des yij implique aussitdét Y Kerp=0,
donc rglp(YﬂH)zrgZYﬂH. Soit Z 1'hyperplan de c" d'équation
t1§1+...+tn§n=0, (o Cjoo-ent,  sont les variables de €"). Alors p{H)CZ,
donc p(YﬂH)Cp(Y)ﬂZCLPﬁZ. Comme fl""'fn sont linéairement indépendants sur

Z, on a (théoréme 2.3 de |’ Introduction) rgZLPﬂzgn(n—l), d'oul le résultat.

On utilisera la version "réelle" suivante de la proposition 3.13, qui

s'en déduit immédiatement en complexifiant,

Cerollaire 3.14.- Soient Yy, des éléments de (an)d, avec
= ver Y a.), 1£3<EL. On suppose ue les id nombres . sont

y=(v); Yas) J P q Yy

linéairement indépendants sur Z. Soit Y:Zy1+...+ZyL, et solt H uin

hyperplan de Rd. Alors

rgZYﬂﬂgd(dmi).

Si on admet la conjecture 2.5 ({la version homogéne suffit) de
1’Introduction sur |’'indépendance algébrique de logarithmes, alors on peut
remplacer, dans la conclusion des propositions 3.13 et 3.14, la borne d(d-1)

par d-1 (ce qui est évidemment le meilleur possible). En effet, si

5
n=2 a
s j=1

R 1¢<s¢d
si¥j (1<sd)

étaient des éléments Z-linéairement indépendants de Y(H, la matrice dxd :

L
[51 asjyig']lss.igd



5 it un rang strictement infavieur & d. Or la matrice a_, . a
aurai iy i ] { SJ)lgsgd,lgggt

pour rang d, done il existe des matrices rationnelles (bij)lgigd,lgjgé

i

."'xl

telles que la mairvice

Me

S P

ait pour rang d ; & plus forte raison, la mairice (y..)1< d, 1<t dont les

e
1

coefficients sont algébriguement indépendants sur @ (si on en croit la
conjecture 2.5 de 1’ Introduction), satisfait cette propriété, ce qui donne une
contradiction.

Le cas le plus simple o0 on ne sait pas démontrer la borne d-1  est
d=2, et le probléme n'est autre ques celui des 4 exponentielles (deuxiéme
forme ; cf. Intreduction, %2).

Si, dans la proposition 3.13 ou 3.4, on suppose que ]l'hyperplan H est
défini sur le corps @ des nombres algéhriques, alors le théoréme de Baker

{Introduction, th. 2.2) wmontre immédiacement gue 1'on a  YNH=0.

m

e ploggesent canonioue.

£) Image de K= par )

Grace au théoréme d'Artin-¥haples, on voit que ]’'image de k dans

UPI . £
k@mm:m xif 2 par le plongement canonique o est dense. On en déduit
. .. 3 ®o Ky, ¥y .
facilement que 1'image de k dang k®MM) =R 'CT 2 par o est aussi

dense. Nous allons préciser celt Cénoncd en montrant qu’il existe un sous-groupe
. % .. R
de type fini de k  dont !'image dans (K&mm} est enceore dense.
1
Commengons par le cas feeile ki, 31 a et b sont deux nombres

rationnels positifs, une condicion nécessaire et suffisante pour que le

3 .
sous—groupe de R engendré par & ot b

m, 1 S
{a b 5 {m,nYCETY)
b3
soit dense dans M+ est quo @ ai b soient multiplicativement
indépendants, c'est-a-dire «que log a et log b soient Q@Q-linéairement

indépendants. On en déduit que, si  p ¢t p’ sont deux nombres premiers
1

distincts, =t m un entier non divisible par p ni par p’, alors pour

3¢ . '
S={p.p’}. le groupe Qg(m) est dense dans R . En effet, comme nous l'avons



, . . t., # i #*
vu plus haut, il existe un entier 21 tel gque pEl mod m et p t:l mod m ,

t t e
et alors p et p engendrent un sous-groupe de (Q(,(m)+ de rang 22 sur
P )

Z, donc dense dans mj

Nous étendrons cet énoncé aux corps de nombres.

L'application exponentielle associée a un corps de nombres k est
définie par

exp © K@ R s (k@mm)ﬁ

Zl Zn
(Z},...,Zn) —{e ",...e )

Sen noyau est un sous-groupe de type “ini de k@mm, isomorphe a (2iw2)r2:

ker exp = { (O,...,O.2inh1....Ziwhrz)émrixmrz ; (hl....,hrz)elrz }.
Son conoyau est un groupe fini, isomorphe a (7Z/2Z)ri ! le noyau de la
surjection
AR AL — 5 (ar2n)t
[Zl,...,zn) —2 (Sgnzl,...,sgnzri}

1y

1 . Y
est R+ ixC " 2=Im exp, gyui est la composante connexe de 1’'élément neutre de

*r *r . . .
R 'xC 2. Autrement dit on a la suite exacle exponentielle

0 — (2i0Z)72 — k® R — (O R) — (2/22) 1 —» 1.
i 0

}

Si T est un sous-groupe de type fini de k& R dense dans k@am, alors

0

expl’ est un sous-groupe de type [ini de (kﬁﬁm)%. dense dans la composante
neutre de (k@Qm)*.

Soit o le plongement canonique de k  dans k@Qm : U(k*) est un
sous—-groupe de (k@Qm)*, et on désigne par G 1image inverse de o(k*) dans

k@Qm par exp

YA
X . 5
G :{(zl,....zn)E RUIx0'2 ; 20ck”, e 1:ai(cr) peur 1<i<n}.
1 * Ay 1. » L]
Un élément ofa)’ de ok ) appartient & l'image de exp si et seulement si
a>>0. On peut donc écrire

G={(logo a,...,!ogona) : aGk%, a>>0},

1
cll on choisit la détermination principale pour i<i<r;, et n’importe quelle

. . . . . T r
détermination pour r;<i{n. On notera que ¢ est contenu dans lm‘xl.z.



On est donc amené & regarder si G contient un sous—groupe de type fini

dense dans k& JR. Le lemme 3.12 nous conseille de regarder le rang de G/GMH,

@

quand H est un hyperplan réel de R 'xC'2.

Proposition 3.16_~ Soit H un hyperplon réel de k@QR. Alors G/GIH est de

rang infini sur Z.

Démonstration. Le lemme 3.5 nous fournit une suite (aj)j>l d’éléments de k

telle que les nowmbres Ujaj (1<idd,  j21) soient multiplicativement

indépendants. Quitte a les remplacer par leur carré, on peut supposer de plus

qu'ils sont totalement vpositifs. Pour j21, soit yjeG tel que

exp(y.)=o(a ). et soit Y= 2 Zy .. Auirement dit vy ={logo,a,,...,logo a_ ), oi
J J i1 4 J 17 nj

on choisit Ja détermination principale pour 1<i¢ry, et n'importe quelle

détermination pour v <i<{n. Alors {théoréme de Jel ' fond-Schneider) les nombres

logalaj,..., logoriaj. Reiog0.1+laj,...;Rekoganaj,lmloga

. ...,Imlogonaj

ri+1aj'
(j21) sont linéairement indépendants sur %, et le corollaire 3.14 montre

que pour tout hyperplan réel H de R*x€"2 |, on a rg YNH <d{d-1}. la
Z

proposition 3.15 en résulte.

En combinant ce qui précéde avec le Jewmre 3.9, nous obtenons le résultat

annoncé

- . . .. e ,
Corolliaire 3.16.- Il existe un sous-gronpe de iype fini de k dont 1’ image
Mr, . Mp
par o est dense dans R 1x@ 2.

Démonstration. La proposition 3.15 et le lemme 3.12 montrent que G contient

un sous-groupe de type fini r dense dans k@am. Done expl” est un
¥
sous—groupe de type fini de ok ) densze dans la composante neutre de

(k@QR)*. Pour chaque e=(e LN )G(Z/?Z)r’. le théoréme d’approximation
1

E
s
faible permet de trouver WOGk tel que sgnoive:ei. {(1<idr,). Alors le

3 )
sous—groupe de o{k ) engendré par  expl et les nﬁ(we) est dense dans

»»
(k8 R)".



N 3 . .

On en déduit que tout homomorphisme contirur x 2(!{‘@@!}{) -3 & qui envoie

#® . . B . : Ca s
o(k') dans le sous-groupe de torsion de € (grouns des racines de 1’'unité,
isomorphe & Q/Z) est d’ordre fini. En effet, sur un scus-groupe de type fini,
un tel homomorphisme x est d'ordre {fini, et per conitinuité il en est de méme

sur l’adhérence. Il est facile de déterminer ces caracidras x ¢ ce sont ceux

r‘l a.
de la forme z —3 fl(zi/fzil) Y. avec ai:O ou 1. Il y en a donc of't
i=1 ’

On peut préciser le corcllaire 3.16. Voici la généralisation promise de

ce que nous avons vu tout a 1'heure pour Q.

Corollaire 3.17.— Soient k un corps de nombres, FERRRRLS les plongements
de k dans C, Pysoo-o Py des nombres premiers comptétement décomposés dans

k, et, pour 1<£j<l, v, une place de k au-dessus de pJ.. Soit S:{vl,....vt}

4

et soit W un idéal entier de k Sdtranger a S, 5i £>d7~d+1, alors le

¥ #
groupe kS({El)+ est dense doans la composante neculre de (k@l,qiR) .

Démonstration. {(c¢f. Sansuc, Sém. TdN, p.262).- On prend BN & dans

{

oy

3 .
kS(EIR)+ tels que les s nombres o, (1¢igd, 1€j¢t) soient
maltiplicativement indépendanis. On prend ensuite Yooy, dans k@Q[R tels
que expy].:oa.j (1<i<L)y. Soit Y e sous-groupe de k@mﬁ{ engendré par

..

Yy ¥y Le corollaire 3,14 montre que pour tout hynerplan reéel de k@QIR, on

2 Y

a FgZY/Yr]}{QLmd +d>1. Le lemme 3.12 permet de conclure ague est dense dans

. N xr H¥r
k& R. Donc le sous-groupe engendré par les U{(l’jj‘ est dense dans R e 2,

Q

#
qui est la composante neutre de (]{@Q[R) .

Sansuc  (op. c¢it., p. 264} demande cquel est le rang minimum d’un
» - ;( [}

sous—groupe de type fini de k dont 1'image par o est dense dans la
¥ i

composante neutre de (k@mfﬂ} . Notons s{k} ce vrang minimum. On a évidemment

L] % ] -y Lo -

s{k)>r,+r,+1. Le groupe kS(EiR)‘_ir du corollaire 2,17 4tant de rang { sur Z,
2 . : . :

on a s{k)<d"-d+2. Comme le remarque Sansuc {resp. Roy), la démonstration, par

Lenstra (Sém. TdN, p. 143-147) du corollaire 3.14 dans le cas particulier



d’'une extension k/%) abélienne {ocu plus généralement &’'une extensinn
galoisienne de groupe de Galois G tel que tout idéal a gauche de Q[G] soit
bilatére), qui n’utilise pas de résuliat de transcendance, donne la majoration
s{k)<2d (resp. s{k)<{d+n). Voici une autre démonstration de cette majoration
s{k)<2d dans le cas ot k est une extension abélienne de @{, utilisant le
théoréme de Baker (1'argument est da a Brylinski ; cf. 1'exposé de Lenstra,

p.143; les détails sont das a D.Roy).

Lewme 3.18.- Soit k  une extension ubélienne de @ de degré d. Soient al,

>

e k  tels que les 2d nombres Uiaj (1<idd, j=1,2)

g deux #éléments d
I} £) = PR [} r * s
solent multiplicativement indépendants. Alors le sous-groupe de k engendré
par ces  2d  nombres o une image i @ dense dans la composante neutre de
¥
(k& R) .
Q

Démonstration. Considérons d’aboird un corps de nombres k quelconque. Notons

O le plongement canonique (G‘....,Un) (noté précédemment o) de k dans

R :xC'2, et op le plongement (01....,Ud) de k dans @d. Ils sont liés

par Um=800m. ol & est l’application de R ‘xC'2 dans @d donnée par
B(XI'""Xr!'zi""'Zrz)x(xi""'Xrl’zl""’Zrz'zl""'zrz)'

Comme 6 est R-linéaire et applique une base du R-espace vectoriel R xg' 2
sur une base du C-espace vecloriel md. il en résulte que, si Vm est un R
sous-espace vectoriel de R 'xC'* | alors le sous—espace vectoriel V@ de
@d engendré par B(Vﬁ} verifie

o r
'; ":I" / = L = H t 2
d,mm\m dlmm\& et G(Vm) B{R" *xC )ﬂVm.

On a aussi un diagramme commuiatif

r Y P My M
R IXE 2 e aER# g 2
G & l
v exp
. 1 > 2d
/ . D
Supposons maintenant k contenu dans € et galoisien sur Q. On
identifie =on groupe de Galois G 4 ]'ensemble {01,...,0d} des plongements

I . d
de k dans C, et on définit une action de G sur € par
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o(z,....z23=(z, ,....2; },
1 d i i
ol (il""’id) est la permutation de (1,...,d) donnée par o _°co=0, pour
5
s=1,...,d. De cette maniére on a
oogm(a)zoc(aa) pour tout a€k et 0O€G,
oOexpm=expm00 pour tout o€G,
et €d devient un C{G]-module libre de rang 1 engendré par (1,0,....0).

. e Ty T ; .
Enfin on vérifie que BO(R *xC 2} est invariant par G, donc on peut
PP . ry ole2
définir une action de G sur R 'xC par
Bog=goB  pour tout o€G,
NP . r
Comme 0O est [R-linéaire, cela fait de RTixC'2 un R[G]-module. Cette
action vérifie aussi
aoom(a)zom(oa) pour tout a€k et o0€G,

erxpmzexpmoo pour tout o€G,

Dans le cas présent, G est abélien. En notant G le dual de G, @d

admet la décomposition suivante en somme directe de sous-modules irréductibles

d
C =& Cv avec v_=(x{o,).....x{0;)).
x€¢ X X ! d
et Cv est le sous-espace sur lequel chaque 0€G agit via x{o)
UVX:X(U)VK' Dans la base des Vi voun élément (zl,...,zd) de @d s écrit
s LS
(z,,....2,)= av avec a_= — x{o.}.z,.
i d X€ X X x d =1 i i

Revenons & la démonstration du lemme 3.18. Soit T le sous-groupe de Kk
engendré par «,, az et par leurs conjugués. Il s'agit de montrer que UmF
est dense dans R txC 2, Quitte & remplacer a; et ap par leurs carrés, on
peut les supposer totalement positifs. Alors Um(al) et am(az) admettent
des pré-images <z, et Zp S0US eXpp. Soit Zi le Z[G]-sous—module de
R™xE' 2 engendré par Z,. Comme Umrzexpm(21+22), il suffit de montrer que

Ty T
Z,+Z, est dense dans R 'xC 2.
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Si ce n'est pas le cas, il existe une fonctionnelle linéaire non nulle
vy de R7'xC"2 qui applique Z,+Z, dans Z. Soit Y;=0(Z;) le Z[G]-sous-
module de @d engendré par yixe(zi). La fonctionnelle linéaire WR de
RT*xC"'? détermine une fonctionnelle linéaire by de 9 par la condition
¢R=W609, et cette derniére applique Y;+Y, dans Z. On peut choisir des
déterminations des logarithmes telles que

yiz(logclai....,iogadai), i=1,2.
Dans la base dgs vx, (x€¢). ¥y et y, s'écrivent

yi= 2 a v et Yoz 2 b v

x€é XX xeé XX
avec
a = é 2 x{(o)logoa,, et b = é 2 x{o)logoa,.
X x€ X X€

Pour chaque x€6. posons szwm(vx). le fait que Wm applique Y, +Y,

dans Z se traduit par

Wm(oyi) = xzé aXX(U)tX =m, €z
¢m(oy2) = Xzé bXX(U)tK =0 cZ.

Par dualité on en déduit

2 mx(o)=da_ t et 2 n x{o)=db_t
oG 7 XX occ ¢ XX

pour tout xEé. Par le théoréme de Baker, aucun des ax n'est nul, donc les

m_ ne sont pas tous nuls. Des relations

(2 @b, = (T nx(@)a,

o€G
on déduit
2z max(oT)logTaz =2 2 nax(aT)logTai,
a€G 7€G o€ TEG

pour tout xGé. et en sommant ces égalités sur x€¢ on trouve

2 malogaulaz = 2 n log0_1a1
o€G oec ¢

en contradiction avec le choix de a, et a,.

Ceci termine la démonstration du lemme 3.18.
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Enfin, quand k est totalement réel, la conjecture 2.5 de 1'Introduction
(version homogéne) sur 1’indépendance algébrique de logarithmes implique
s(k)=d+1. Plus précisément, il résulte de ce que nous avons vu que si
AyoeaOyyg sont tels que les d{d+l) nombres aiaj sont maltiplicativement
indépendants, alors, sous la conjecture en question, le sous-groupe de k

% *
engendré par @poennlty 2@ une image par o¢ dense dans R+r‘x@ T2 1a

solution du probléme des 4 exponentielles permettrait d’obtenir ce résultat

pour d=2.1

g) Imape de k# par le plongement logarithmique.

Considérons maintenant le plongement logarithmique A de k* dans R"
(avec n=ritry)

Ma) = (5, loglo.a]) e R"

i i 1¢i<n :

avec 6i=1 pour 1<i¢r;. 6i=2 pour r,<i{n {les éi sont les degrés locaux
en les places infinies)}. On a pour ack”
61 n
expoh(a)=(|01af ,...,|ana| ).

ce qui donne un diagramme commutatif

K2 (k@om)*.

y I

n exp M1
R Ry
7 O
ou ¢z z )=(]z, | 1 |z | ™). Soit w:k® R — R" définie par
RN 1 SRR LN . Q
¢(zi,....zn) = (zl,....zr1.2Rezr1+1,... 2Rezn).

Y
Alors (G) est l'image par A du sous-groupe k: de k formé par les
éléments totalement positifs.

De la proposition 3.15 on déduit

1Damien Roy a montré que l’on a toujours s(k}=d+1 pour d<4 et

s(k)(%-d pour d>5. (Mai 1988).
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Corollaire 3.19.- Si H est un hyperplan de Rn. le rang sur Z de

AK)AKIH  est infini

Démonstration. Comme w(G}mA(k:). on a :
G/Gnw ™ ()=A () AQCHNHON () A .
Mais la codimension sur R de w_l(H) dans R'IxC'2  est 31 ; la

proposition 3.15 donne donc le résultat.
rd 3 () I ¥ * . )
Par conséquent il existe un sous-groupe de type fini de k dont 1'image
par A est dense dans R", et on peut préciser cet énoncé comme dans la

partie f) ci-dessus.

h) Le théoréme de la progression aritbhmétique.

Commencons par un cas particulier élémentaire. Spient ', p" deux
nombres premiers distincts, m un entier premier p’ .p", 2, un nombre
rationnel non nul, x un nombre réel, et e>0. ]l existe une infinité de

nombres premiers p ayant la propriété suivante

, . » s
pour chacun de ces p, il existe a€) vérifiant

*
(i) aFa, mod m
(ii) |a-x|<e
(iii) a=pb, o b est une SUS’ unité, avec S'={p’',p"}., et S est

L'ensemble des diviseurs premiers de wm.

Démonstration.- Quitte & changer a, en -ag, il n'y a pas de restriction a

3¢
supposer x»0. On écrit aozaéaa, avec aéGQ premier & m {c’est-a-dire

¥
aé:u/v. avec u et v dans Z premiers a m), et as €®S . a&)O. Le théoréme

de la progression arithmétique de Dirichlet permet de trouver une infinité de

3 x L] L] — E] * - L} 1 1
nombres premiers p vérifiant p=a) mod m {on écrit vv'+mm'zl, et on prend

p=uv’ modm). Prenons un tel p, et notons a‘:aap. On a

3
a'EaO mod

car (aé,m):l.

3 *
Nous avons vu que QS.(m)+ est dense dans R+. On peut donc choisir



x
. PP
b QS,(m)+ vérifiant
X 3
b'- =|{ —.
| a*lg a
On pose a=a'b’, et on vérifie immédiatement les propriétés annoncées avec

b=a6b'.

En quelque sorte, par rapport au théoréme de Dirichlet, on perd de
1'information en deux places finies {en autorisant des facteurs p' et p"),

mais on gagne de 1'information & la place a 1'infini.

Grace au corollaire 3.17, ce résultat se généralise aux corps de nombres.

Corollaire 3.20.- Soient k un corps de nombres de degré d, § un ensemble
Fini de { places de k au-dessus de { nombres premiers totalement
décomposés dans la cldture galoisienne de k, avec L)d2—d+1. & un nombre
réel >0, M un idéal entier de k étranger & S, ap un élément de k*, et,
pour chaque place archimédienne v, soit av€kv. Soit S' l'ensemble des
idéaux premiers divisant R.

Il existe alors un ensemble infini d'idéaux premiers de k, de degré 1,
étrangers & W et 8, avec la propriété suivante : pour chaque idéal p dans

cet ensemble, il existe a€k , vérifiant

{i) a=Zag modm ;
(ii) |a*av|v(e pour toute place archimédienne v ;
(iii) {(a)=p.9, o0 9 est un idéal fractionnaire de k dont la

décomposition en idéaux premiers ne fait iniervenir gue des
éléments de SUS’,

Schéma de la démonstration.(Réf.: J.J. Sansuc, op. cit., corollaire 4.4

p.264). On utilise le théoréme de Dirichlet généralisé (cf. S. lang, A.N.T.,
Chap.VIII 84 p., 166) pour résoudre {i) et (iii), puis le corollaire 3.17 pour
vérifier (ii).

Dans 1’exposé de Sansuc est donnée une application de ce résultat a

1'étude du principe de Hasse pour des intersections de quadriques.
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84. Etude locale p-adique.

Cette section concerne |'analogue p-adique du §1 : nous déterminons les

a 3 * * -
homomorphismes continus de K ou K dans €, quand K est un corps valué
ultramétrique localement compact. La solution repose sur l'existence d'un
caractére non trivial de Qp ; on peut ensuite soit expliciter tous les

homomorphismes, soit utiliser la dualité dans les groupes abéliens localement

compacts.

a) Groupes topologiques.

Un groupe topologique est un groupe muni d'une topologie pour laquelle
l'application (x,y) — xy—l est continue. Les translations x — ax et
X —> XA sont alors des homéomorphismes de G sur G. Si H est un
sous—-groupe ouvert de G, alors H est fermé dans G ({puisque le
complémentaire de H dans G est réunion des classes alH, qui sont
ouvertes). Si H est un sous-groupe fermé d'indice fini, alors H est ouvert
dans G,

Un groupe topologique est localement compuct si et seulement si 1'élément
neutre posséde un voisinage compact.

Si H est un sous-groupe fermé d’'un groupe localement compact, il est
clair que H est alors localement compact. Si H est un sous-groupe
localement compact d'un groupe topologique G, alors H est fermé dans G.

Un groupe topologique G est totalement discontinu {ce qui veut dire que
les seules parties connexes sont les points) si et seulement s’il existe un

systeme fondamental de voisinages ouverts de 1'élément neutre formé de

sous—-groupes de G,
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Lewmwe 4.1.— Spit G  un groupe localement compact totalement discontinu, et
sott x un quasi-caractére de G (homomorphisme continu de G dans Ex).
Alors x est localement constant.

De 7plus, si G est compact, alors X est un caractére de G
(homomorphisme continu & valeurs dans U} d’ordre fini.

Démonstration.- Comme ¥x est continu, il existe un sous—groupe ouvert H de

G tel que x{(H) soit contenu dans un demi-plan Re(z)>n avec O<n<l {qui
est un voisinage de 1 dans m*). Mais {Re{z)>n} ne contient pas de
sous-groupe de c*  autre que {1}. Donc la restriction de x a H est
constante.

Si maintenant G est compact, alors tout sous-groupe ouvert de G est
d'indice fini dans G, Puisque H est un sous—groupe ouvert de G sur lequel

x est constant, alors x sera constant sur chaque classe modulo H, donc x

sera d'ordre fini.

b) Corps valués ultramétriques.

Spient K un corps, et v une waluation sur K, c’est-a-dire une
application de K dans RU{®} vérifiant

vix)=* & x=0

v{xy}=v(x)+v(y)

v(xty)amin{v(x}.v{y)}.
Le corps K est alors un corps valué ultramétrique. En notation
exponentielle, on obtient une valeur absolue ultramétrique, et K est un
espace topologique totalement discontinu, les boules {|x-a|{r} et {|x-al<r}
étant, pour r2>0, 4 la fois ouvertes et {ermées. Le groupe de valuation V(K*)
est un sous—groupe de R, et la valuation est discréte (resp. dense) si ce
sous—-groupe l'est dans [R. Dans la suite, on suppose v discréte.

Liannean de valuation

A={x€K ; v(x)20}

est un amneau de valuation discréte, de corps des fractions K ; son unique
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idéal maximal est 1’'idéal de valuation

' H={x€K ; v{(x)>0},
qui est principal ; le groupe des unités de A (groupe multiplicatif des
éléments inversibles) est U:A”:AHM, et le corps résiduel est A/Ml . la
caractéristigque résiduelle est la caractéristique du corps résiduel. Une
uniformisante est un générateur de 1'idéal «.

8i K' est le complété d'un corps valué K, alors K' a le méme groupe
de valuation et le méme corps résiduel que K.

Si K est un corps valué complet, K est localement compact si et
seulement si la valuation est discréte et le corps résiduel fini. Nous
supposerons désormais que K est un tel corps de caractéristique 0, et nous
désignerons par q le nombre d’'éléments du corps résiduel. Si p désigne la
caractéristique résiduelle de K, alors K est (isomorphe a) une extension
finie de @p {voir par exemple Weil, B.N.T., Ch.I 83 Th.5).

I.’anneau de valuation A est un voisinage compact de 0O dans K. Soit
S un sous-ensemble de A ayant q 'éléments formant un systéme de
représentants des classes modulo M, et soit 7 une uniformisante. Alors tout

élément de A s'écrit de maniére unique sous la forme d'une série convergente

(développement de Hensel) :

> a,
J20

avec aj€S pour tout j20, et bien sar tout élément de K s'écrit wna, avec
n€Z et afA.
D’autre part
1+d={u€l ; v{u-1}>0}

est un sous—groupe ouvert et fermé de U, le groupe de torsion de A*
contient un groupe cyclique T d'ordre qg-1, et tout élément de U s’écrit
de maniére unique comme un produit d’une racine ¢-1 iéme de 1'unité par un
élément de 1+ @ U=Tx{1+4). De plus K*szTx(1+M) (la projection sur le

premier facteur étant donnée par la valuation qui est supposée discrete). Nous

étudierons plus en détail la structure multiplicative de 1+#4 au début du
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Chapitre 2 {cf. A. Weil, Basic Number Theory, Chap. I1I §3).

Si on pose, pour m>l,

U(m)z{xeK ; v(x—l)2mv(w)}=l+ﬂm.
alors on a une filtration
wulMay)5 | oulms,

o chaque terme est un sous-groupe compact ouvert de K*. On a UszU(l) ;
donc U/U(i} est isomorphe au groupe multiplicatif (A/A)*. tandis que pour
m2l, U(m)/U(m+1) est isomorphe au groupe additif du corps résiduel A/AH.
Ainsi 1'indice de U(m) dans U est qm_l(qul).

Si L est une extension finie de K de degré n, alors

wix)= =N (x)). (x€L)

définit 1'unique valuation sur L qui prolonge v. La topologie définie par
w coincide avec celle sur le K-espace vectoriel K" identifié¢ a L par le
choix d’une base, et L est complet. Le groupe des valeurs w(L*) contient
V(K*) comme sous—groupe d’'indice fini, et cet indice e est 1'indice de
ramification de L sur K. Le degré résiduel f de L sur K est le degré
de 1’extension {AL/ﬂLiAK/ﬂK] :

— A

Ay L
| |
A/ —— A LH

ol AK (resp. AL) est l’anneau de valuation de K (resp. L) et AK (resp.
ﬂL) son idéal de valuation. Enfin on a n=ef.

Signalons aussi que le groupe additif de K est localement isomorphe au
groupe multiplicatif K* par 1'exponentielle et le logarithme (définis par
des séries entiéres convergeant au voisinage de O et de 1 respectivement).
Donc k* est localement isomorphe a Z; , avec n:[K:Qp].

Le théoréme de structure des sous-espaces vectoriels fermés de R que
nous avons vu au 83 a un analogue p-adique {cf. Bourbaki, Topologie Générale,
Ch. VII &1 Ek.l?) ! pour tout sous-groupe fermé G de Q:. il existe un plus

, n
rand sous-espace vectoriel V de sur contenu dans G, et pour tout
g
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supplémentaire W de V dans Qg. WG est compact, et G est la somme

directe de V et de GNW.

c) Quasi caractéres additifs.

t

a a a,
Seoit n=p, ...psS€Z un entier non nul. Comme les nombres n/pil, 1<i<s,
sont premiers entre eux dans leur ensemble, il existe des entiers SPEREEEL N
] -a, g -y
tels que q;DP; =1, c’'est-a-dire 1/n= 2 9Py (décomposition en
i=1 i=1

éléments simples}. On en déduit que tout nombre rationnel x admet une
décomposition

X=a+ 2 2 T p_h,
b hl ph

o a€Z {(ce n'est pas en général la partie entiére de x), rphEZ, Ogrph<p
pour tout h?1 et tout p premier, les rph étant tous nuls sauf un nombre
fini. Cette décomposition est unique. C'est la décomposition du Z-module de
torsion @/Z en somme directe des (Q/Z)p. ol p parcourt l’ensemble des
nombres premiers, ol (Q/Z)p est l'ensemble des éléments de @Q/Z annulés par
une puissance de p.

Le groupe (Q/l)p est isomorphe au quotient Z[1/p]/Z, ou Z[1/p]
{encore noté Z(p)) est l'anneau de fractions de Z par la partie
multiplicative {pn ; n20} ¢

2[1/p)={a/p" ; a€Z, hy0)ca.
Comme ZpﬂZ[l/p]:Z et que @p:Zp+Z[1/p]. le groupe Qp/Zp est isomorphe au
sous-groupe (Q/Z)p de &/Z ; 1'homomorphisme wp composé
= Wk, — Wi,
est décrit de la maniére suivante ! tout xEQp peut s'écrire sous la forme
x=r+z, avec T€Z[1/p], et ZEZP (r est unique modulo Z} ; 1'image de x

par ¢p:@p — (Q/Z)p est la classe modulo 1 de r. Autrement dit pour
L]
n
X= 2 ap
n=—k O

avec Ogan<p. {n>0), wp(x) est la classe modulo 1 de



-] a a
n -k ~k+1
2 oap =yttt
n=-k p P

+ L

La décomposition en é&léments simples montre gue la surjection canonique

Q — Q/Z est donnée par 2 9
P

Il est clair que ¢p est un homomorphisme de groupes additifs de noyau

b

Z . Ainsi P est constant sur les ouverts |x-x0 <1, et définit un

homomorphisme localement constant, donc continu, de Qp dans R/Z. Soit

e:R/rZ - U 1'isomorphisme obtenu par passage au quotient & partir de
2imx Sl ' : :

X — e . Pour tout aGQp. l'application x - e(¢p(ax)) est donc un

3
homomorphisme continu de Qp dans € . Nous allons voir qu'il n’y en a pas

d’autre,

*
Lempe 4.2.— Soit fimp -3 € un homomorphisme continu. Alors il existe a€®p,

unique, tel que f(x):eowp(ax) pour tout X€Qp.

o]
. : sk . i .
Démonstiration. Commencons par }’unicité. S$i a= 2 ap est le développement
i=-h

n-}

de Hensel de aeﬂp. avec Ogai<p. on a, pour tout n€Z, @p(ap—n): > ai/pn"
i=-h

i

dans @/Z: or nous avons vu que pour Ogbi<p 1'égaliteé

n-1 n-i n-1 .
2 ai/p = 2 bi/pn b
i=-h i=-h

implique a1.=bi pour -h{id{n-1.

Passons maintenant a 1’existence de a, Montrons d’abord qu'il existe un
entier f€Z tel que f(x)=1 pour v(x)2f£. C'est une conséquence immédiate du
lemme 4.1 : les ouverts anp. n»0, forment une base des voisinages de O
dans Zp, et f est localement constant.

On peut aussi voir directement i'existence de f de la maniére suivante.

Par continuité il suffit de vérifier f(pn)xl pour n suffisamment grand. Or

n
pour tout XEQP. la suite des nombres f(pnx)=f(x)p , n2l, tend vers

f(1lim pnx):f(O)zl quand n tend vers l'infini. Il reste a vérifier que si
n
n

EQ
z€C est tel que zP tend vers 1 pour n tendant vers 1l’'infini, alors =z
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est une racine de 1'unité d’'ordre une puissance de p. D'abord on a évidemment

|z|=1. Ensuite si, pour un entier n2l, on a
" %
o< |zP -1]<¢|e’™P-1],

alors

n n+i
|[2P -1)<)P -1].

n
Or si =P tend vers 1, on a pour une infinité de n

n+l n i/
|2P -1)<|ZzP -1]<|e'™P-1],

n
P pour tout mn suffisamment grand.

ce qui n'est possible que si =z
Donc pour tout XEQ: il existe s€Z tel que f(psx)zl. En particulier
l'image de f est contenue dans le groupe des racines de 1'unité, qui est
isomorphe & @Q/Z. Soit ¢:Qp — Q/Z 1'homomorphisme obtenu en composant f
avec 1'inverse de e, c'est-a-dire tel que eoy(x)=f(x) ; ¥ est un
homomorphisme localement constant, puisque (x)=0 pour vp(x)zﬁ.

On peut écrire ¢(p£_1):a_£/p, avec 0<£<{p, puisque p.¢(pﬁ)=1. De méme

po(p? 2= 1), donc

Plus généralement, pour m€#Z, m{f£, on a p¢(pm)=¢(pm+1). donc si

a
mely o .

= —T
p£ p

¥(p

avec Ogai<p. (-£<{i{-m-2), on peut définir un entier a_ 4 dans 1'intervalle

Oga_m_1<p par
a a a
m ~f -m-2 —1m—1
\p(p ): e o +
L1 2
p{' | p p
On définit aeﬂlp par a = 2 aipl. Alors ¢(pm):¢p(apm) pour tout mEZ (si
i2¢ '

m>£, les deux membres sont nuls). Finalement par continuité on a ¢(x):¢p(ax)

pour tout xe@p.

Remarque.- Si f:@p —+ R est un homomorphisme continu, alors f(pnx)zpnf(x)

doit tendre vers f(0)=0 quand n tend vers 1’infini, donc f{x)=0 pour
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A\

tout xEQp. Le fait qu’il n'y ait pas d'homomorphisme continu non nul de Qp
dans R se déduit aussi du lemme 4.2, puisque le groupe topologique R est

% 3
isomorphe a R+, qui est lui-méme un sous-groupe de © .

Nous aurons aussi besoin de connaitre les homomorphismes continus de Z
3
dans € . Si f est un tel homomorphisme, alors f se prolonge (d’'une
¥
infinité de facons) en un homomorphisme continu ¢ de Qp dans © : on

définit par récurrence ¢(1/pk). k21, en choisissant une racine p-iéme de

¢(1/pk_1). et on pose

-1 ~1 .
¢(ao+ 2 aipi)z f(a0)+ 2 aiw(pl). (aOGZp, aiGZ, Ogai<p. ~h{ig-1}).
i=-h i=-h
Alors pour x:(p—l)(p"k+...+ppk_s) on a
werp )= Y =(x) v S,

ce qui permet de vérifier que ¥ est un homomorphisme continu. Le lemme 4.2
dit qu’il existe aGQp tel que f(x):e0¢p(ax) pour tout xEZp.
Si a'EQp est tel que a-a'€Z , alors ax-a'x€Z_  pour tout x€Z , donc
P P P
¢p(ax)=¢p(a'x) pour tout x€Zp. Comme Qp/szz[l/p]/Z, f est déterminé par
un élément de la forme m/pg. avec (ﬂ,m)€Z2. £20, O$m<p£, {m.p)=1. Pour x€Zp
donné par son développement de Hensel

X= E xipi,
i20

on trouve

P(x)=e("y (xgtx p. .+x£_1p£_1).
p

On peut retrouver ce résultat d'une autre maniére : comme dans le début
de la démonstration du lemme 4.2, on a f(pnﬂp)zl pour n suffisamment
grand. Soit £ le plus petit entier tel que f(pgzp):l. Le noyau de f est
un sous—groupe de Zp ! c¢’est pﬁlp ; alors f définit par passage au

quotient un homomorphisme de Zp/p£2p22/p£2 dans E#, c¢c'est-A~dire un

caractére du groupe cyclique Z/pfl, et on retrouve bien le résultat.



Soit maintenant K un corps valué complet localement compact de
caractéristique nulle et de caractéristique résiduelle p ;: cela revient a dire
que K est une extension finie de Qp. 8i ¥ est une application Qp—linéaire
de K dans Qp, alors e0¢p0$ est un homomorphisme continu de K dans E*.

On les obtient tous ainsi ! c¢’est vrai pour K:Qp par le lemme 4.2 ; en

général, le groupe topologique additif K est isomorphe a Q; avec

. . .t # b , s n
nz[K-Qp], pour f-ﬁ)p —» € homomorphisme continu, on définit (al,....an)GQp
par

f(O.....O,XU.O....,O)me°¢p(avxv), {1<v¢n).
Si Q(xl....,xn)zalxl+...+anxn. on a bien f=e0¢p0$.

Comme toute application linéaire ¥ de K dans Qp peut s'écrire sous

%

la forme %{x)=Tr (nx), avec n€K, on peut énoncer

Lempe 4.3.- Soit [:K — m* un homomorphisme continu. Alors il existe n€K,

unique, tel que f(x):eowp(TrK/mp(nx)) pour tout x€K.

L’unicité provient du fait que la trace est une application surjective
pour tout xeﬁp, on a Tr{x/n)=x quand n:[K:Qp]. Le caractére x:eo¢p0Tr

n'étant pas trivial, si x{mnx)=1 pour tout =x€K, alers n.K K, donc n=0.

Ce résultat fait partie des préliminaires de la thése de Tate {(Cassels et
Frohlich, Chap. XV). Pour le démontrer Tate utilise la dualité des groupes
abéliens localement compacts. Voici ce dont il s’agit.

Seoit G un groupe abélien localement compact. On munit le groupe ¢ des
caracteéres de G d’une topologie {qui en fait un groupe topologique
localement compact : le dual du groupe G) en prenant pour base de voisinages
de 1'unité dans & les ensembles W(C,U) suivants : pour C fermé compact
dans G, et U voisinage de | dans W, W(C,U) désigne l'ensemble des
caractéres x de G vérifiant x(x)€U pour tout =x€C .

Un élément x de G définit un caractére y -—— y(x) de 8, et ceci

définit un isomorphisme entre G et le dual de . Si H estun sous-groupe
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fermé de G, alors l'annulateur de H :
1
H :{yeé i y(x)=1 pour tout x€H}
; A 1.1 : cps
est un sous-groupe fermé de , et (H}=H (en identifiant G et son
bidual). On a de plus les isomorphismes de groupes topologiques
&bmt et (G aart,
Le groupe G est compact si et seulement si & est discret.
Seoient G et G’ deux groupes abéliens localement compact, et soit V¥
une application continue de GxG' dans . On suppose
(i} pour tout =x€G, l'application x' — ¥(x,x'} est un caractére de G’, et
pour tout x'€G’', l'application x — ¥{x,x') est un caractére de G.
{(ii} les noyaux & droite et & gauche sont triviaux @ pour x€G, la condition
¥{x,x"')=1 pour tout x'€G’ implique x=1, et pour x'€G’, la condition
¥(x,x")=1 pour tout =x€G implique x’'=1.

Pour chaque x’€G"', on définit un é&lément X, de & par

xx,(x)=¢(x,x‘).

Lemme 4.4.- L’application 6:x' — X, o est un homomorphisme injectif de G’
dans é, dont l’image est dense duans &,

Démonstration. lLe fait que 2] soit un homomorphisme injectif résulte

immédiatement des propriétés (i) et (ii)}. Seit W(C,U} un voisinage de 1
dans C, avec C compact de G, et U wvoisinage ouvert de 1 dans WI. Soit
x€C. Comme ¥ est continue, et que @(x,i):lEG. il existe un voisinage Vx
de x dans G et un voisinage V' de 1 dans G’, tels que
¥ C .

w(vx A [a)]
Etant donné que C est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de
Vx , avec xiGC ; pour chacun de ces X il existe un Vi tel que

i
I 3
nI(VX.. Vi)cU.
i

Soit W 1'intersection de ces Vi pona

¥(C, W)U,

donc B(W)CW(C.U). Donc 6 est continue.
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Il reste a voir que l’'image est dense. Soit H 1'adhérence de 1'image
dans &. Le quotient est un groupe abélien localement coﬁpact. S'il n'est pas
trivial, alors (G/H)A non plus, et il existe un caractére A#l de & qui
vaut 1 sur H. Donc il existe x€G, x#1, tel que A(y)=y(x)=1 pour tout
yeH ; cela est vrai en particulier pour y€B(G) : on a donc xx,(x)=l pour
tout x'€G’', sans que x soit égal a 1, ce qui contredit 1'hypothése (ii).

Dot le lemme.

On dit que ¥ met G et G' en dualité quand B est surjectif ; alors

6 est un isomorphisme topologique de G’ sur &,
Par exemple 1'application (x.y) — e(xy)xezivxy met R en dualité
avec lui-méme (lemme 1.3), 1'application (x,y)}) — eO@p(xy) met Qp en

dualité avec lui-méme (lemme 4.2), et l’application (x.7n} — e0¢p0TrK/Qp(xn)

met K en dualité avec lui-méme (lemme 4.3). Aussi Z et W0 sont en dualité
par {n,u) — u” (corollaire 1.5}, ce qui revient a dire que Z et R/Z sont
en dualité par (n,x) — e(nx)} ; enfin nous avons vu ci-dessus que Zp et
Qp/Zp étaient en dualité par 1'application (z,t) — e0¢p(zt). ol t est la
classe de tGQp modulo Zp'

Montrons que si K est un corps localement compact non discret, et si X
est un caractére additif non trivial de K, alors 1’'application
(x.y) — x(xy) met le groupe additif de K en dualité avec lui-méme.

Avec les notations précédentes (pour G=G'=K, émﬁ), il s’agit de voir que
1'application 8, définie par B(y)mxy, oll xy(x):x(xy). est surjective. On a
vu que 1'image de B était dense, il suffit de montrer qu’éile est fermée.
Montrons que l’'injection O est bicontinue. Soit |.] la valeur absolue sur
K définissant la topologie. Soit &>0. On choisit xo€K tel que x(xg)#l, et
on prend un compact C={x€K ; Ix|<M} dans K avec M) |xo|/e i soit U le
voisinage de 1 dans U défini par U={ucll ; |u-1]<|x(x0)-1] }. Si

B(y)eW(C., U}, alors xy(C)CU. donc |x(xy)—1|<|x(x0)—1| pour tout x€C, ce
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3

qui implique xo/y¢C, c’est-a-dire |y|<|xq }/M<e.
On en dédﬁit que  O(K) est isomorphe a K, done  8(K) est un
sous-groupe localement compact de R, et par conséquent il est fermé dans R.
Voir a ce sujet Bourbaki, Théories spectrales, Chap. II : S. Iyanaga, The
theory of numbers, Chap. IIT ; A. Weil, Basic Number Theory, Chap. II, et 1la
thése de Tate déja mentionnée (Cassels-Frohlich, Chap. XV), E.Hewitt and

K.A.Ross, Abstract Harmonic Analysis I, p.404, 435 et 451.

d) Quasi-caractéres multiplicatifs,
3 3

Commengons par étudier les homomorphismes continus de Qp dans C . Tout

¥ *
zEQp s'écrit de maniére unique z:pmu. avec uelp, et wmcZ, de sorte que
~m . ¥ # . . . 3¢ ¥
[z]=p . Ainsi Qpﬁlxl . Soit x un homomorphisme continu de Qp dans € .

p .
La restriction de X au premier facteur Z domne un homomorphisme de Z dans
¥ m tm . v

C ., donc de la forme p — p , et la restriction x de x au second

3 3

facteur est un homomorphisme continu de Zp dans € .
¥ #
Maintenant Zpﬁfx(l+p2p) ot T est cyclique d’ordre p-1 : tout UGZp
s'écrit de maniére unique u=(.(l+px), avec { racine de 1'unité : (pulzl, et
x€Z . La restriction de ; au facteur T est simplement un caractére du
groupe cyclique T ; on peut fixer un isomorphisme entre T et le groupe des
racines (p-l)-iémes de 1'unité dans C (cela revient a choisir une place au
dessus de p dans le corps cyclotomique ; comme p est totalement décomposé
dans ce corps, il y a p-1 choix distincts), on peut écrire ;(():(b, avec
b€Z, O0<b<p. Enfin, 1’application log;p établit un isomorphisme entre les
groupes topologiques 1+pr et Zp st pr2, et entre 1+2Z2 et {il}xl2 si
p=2 ; or nous avons vu ci-dessus que tout homomorphisme continu de Zp dans

3

C est un caractére d'ordre fini, qui provient d'un caractére d’un groupe

fini Zngl, £20. En particulier ; est un caractére de Z:. On a donc

démontré
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3 3%
Lemne 4.5.— Soit x:Qp — T un homomorphisme continu. Il existe un nombre
~ 3
complexe t et un caractere d'ordre fini x de Zp. déterminés de maniére
, m ¥ .
unique, tels gque, pour 2Z=p u avec uelp. on ait

x(z)=x(u). |z] "

Soit maintenant K une extension finie de @ . On désigne par 4
1'idéal de valuation, par U le groupe des unités, et par U(m). mp0 le
systéme fondamental de voisinages de 1 dans U donné par U(m)=1+ﬂm. {(m>1),
et U(O)zU. Soit xiK* — G* un homomorphisme continu. Comme U est compact,

la restriction de x a U est un caractére de U (lemme 4.1). De plus x

o(m

A

est localement constant (lemme 4.1}, donc x doit étre constant sur
pour m suffisamment grand. Le plus petit entier ¢ tel que x(U(ﬁ))zl est
appelé le degré de ramification de x, 1'idéal ﬁ:ﬁﬁ est le conducteur de x,
et on dit que x est non ramifié si f=0, c'est-a-dire si x(U)=1.

Par exemple, pour' K:Qp, et x donné par le lemme 4.5, on étend z a
Q; par Q(p)=1, et on considére le caractére ¢:Q: — @x qui coincide avec
X sur U(l), et qui vérifie ¢(p)=P{({)=1. Si {£(x). ﬂ(;) et £{y) sont les

conducteurs de x, ; et Y respectivement, on a
i si f£(y)=0 et b0

£)=£(x)=
£{(¢¥}  sinon.

3 3¢
Lemme 4.6.- Soit x:K — € un homomorphisme continu non ramifié. Alors il
¥
existe t€C tel que x(x):lxlt pour tout x€K . Ce nombre complexe t est
unique modulo 2iwe/logp out e est l’indice de ramification.

Démonstration. Soit w une uniformisante (&4 ne pas confondre avec le ¥ de

2iw). Soit te€C tel que x(w):lvit L.’ isomorphisme K*EUXZ permet d’'écrire

tout XGK* de maniére unique sous la forme x:uwm. avec u€U et m€Z. Par
hypothése x(u)=1, donc x(x):x(nm)=|v|tm=|x|t. Comme |v|=p_1/e. on a

|w|t=|w|t' si et seulement si t-t'€{2iwe/logp)Z.



Si on écrit x(x):HxHA. avec Hxﬂ:|x|d ou d=zef est le degré local, et

A=t/d, alors A est défini modulo 2iw/logN(v}, puisque N{v):pf.

¥ 3
lemme 4.7.— Soit x:K — C un homomorphisme continu. Alors il existe un
caractére % de U, uniquement déterminé par X, et il existe ¢t€C, tels que,
m,_, , ~ t
pour x=am €K avec a€U et mE€Z, on ait x{x)=x(a). |«]| .

¥ ¥ P .
Démonstration. On a K =UxZ, c'est-a-dire que tout x€K s’écrit de maniére

unique x=am" avec o€l et mEZ. On prend (et on n'a pas le choix) pour ;
la restriction de x a U.

3
On voit ainsi que x est un caractére de K si et seulement si

1'exposant t est nul.
Il reste a déterminer les caractéres de U. Un tel caractére x est
U(g) on £ est le conducteur, donc x s'identifie a4 un

trivial sur

caractére du groupe fini U/U(ﬂ)zU/(l+ﬂ).

Références

J. Tate, Fourier Analysis in Number Fields and Hecke's Zeta Functions,
Chap. XV de : J.W.S. Cassels and A. Frohlich, Algebraic Number Theory,
Academic Press 1967.

A. Weil, Basic Number Theory, Grundlehren der Math. 144, Springer Verlag
1985 ; voir notamment Chap. II 8 et Chap VII 83.

S. Iyanaga, The Theory of Numbers, North Holland 1975 (Chap. III}.
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§5H. Idéles.

Pour étudier simultanément tous les complétés d’'un corps de nombres en

les différentes places, on introduit 1'anneau @k des adéles et le groupe Sk
»

des idéles. Nous étudierons les homomorphismes continus de Sk dans © ,

3
puis, parmi eux, ceux qui s'annulent sur k .

a) Produit direct restreint : adeéles, idéles.

Soit I un ensemble non vide. Pour chaque 1i€I, soit Gi un groupe
topologique localement compact. Pour chaque 1€l  sauf peut-&tre un nombre
fini, soit Hi un sous-groupe ouvert compact de Gi' Le produit direct
restreint des Ci relativement aux Hi est le sous-ensemble du produit r[Gi

i€l
constitué des (xi) tels que xiEHi pour tout i sauf au plus un nombre
fini. On munit ce groupe G d’une topologie qui en fait un groupe topologique

localement compact de la maniére suivante : soit J un sous-ensemble fini de

I tel que pour tout i¢], Hi soit défini ; on pose

o= Mu,. Mg,
i¢] ie]
et on munit GJ de la topologie produit ; on prend comme systéme fondamental

de voisinages de 1 dans G un systéme fondamental de voisinages de 1 dans

GJ, et la topologie ainsi définie ne dépend pas du choix de J. Comme r[Hi
i¢]

est compact, le groupe GJ est localement compact, et G aussi.
Un systéme fondamental de voisinages de 1 dans G est donné par les
paraliélotopes ! VY= ﬂ Vi, ol Vi est un voisinage compact de 1 dans Gi
i€l
pour tfout i, et Vi:Hi pour tout i sauf au plus un nombre fini. Un

sous—ensemble de G est relativement compact (i.e. d’'adhérence compacte) si

et seulement s'il est contenu dans un tel parallélotope.
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L'injection naturelle de Gi dans G est un isomorphisme topologique de
Gi sur un sous-groupe fermé de G, et la projection de G sur Gi est un
homomorphisme continu ouvert.

[.’annulateur Hf de Hi dans le dual éi est un groupe compact,
isomorphe au dual de Gi/Hi’ et le quotient de éi par Hi est discret,
isomorphe a ﬁi' On peut donc former le produit restreint des groupes
localement compacts éi relativement aux Hi} et on trouve un groupe

topologiquement isomorphe au dual & de G.

Soit k un corps de nombres. Pour chaque place v de k, soit kv le
complété de k. Si v est finie, on désigne par Av 1'anneau de valuation de
k , par U le groupe des unités de A, et par { 1'idéal maximal de A

v v v v v

Le produit direct restreint des groupes additifs kv relatif aux ouverts

compacts Av est donc un groupe additif Mk localement compact. Les éléments

de mk s'appellent les adéles de k ; ils s'écrivent x:(xv), ot v décrit

1'ensemble des places de k, xVGRV pour tout v, et XVGAV pour toute place

finie v, sauf au plus un nombre fini d’entre elles : Mk est la réunion des
CTLx)xCT A,
vES vES

ol S décrit les ensembles finis de places contenant les places

archimédiennes. L'élément neutre est (Ov) ol Ov est 1’élément neutre de
kv. Comme grohpe topologique, ﬂk est isomorphe a ﬂg. ou n=[k:Qj.

On munit ﬂk d'une structure d'anneau topologique localement compact en
définissant le produit (xv).(yv):(xvyv) ; on vérifie en effet que cette
multiplication est continue. L'élément neutre est (1v)'

Un systéme fondamental de voisinages de O dans Mk est donné par les
ensembles

{(xv)Eﬂk ; |xvlvgcV pour tout v}
avec cvem, Cv>0 pour tout v, et cvzl pour tout v sauf au plus un nombre

fini.
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Chaque kv est isomorphe a4 un sous-anneau de ﬂk’ et #&gﬂm@ak est

aussi le produit direct restreint des kQQQﬁE T kV , {(p premier ou p=®)
vip

relativement aux Okglng N Av . {p premier).
vIp

D’autre part k se plonge diagonalement dans ﬂk {ce plongement n'est
pas celui obtenu en plongeant k dans kv' puis kv dans Mk). On identifie
k a3 un sous—anneau de Mk par le plongement diagonal ; k est discret dans
ﬂk’ et ﬂk/k est compact. Le groupe topologique Ek est en dualité avec
lui-méme par 1’application |

(x.y} — H _ e°¢p0Trk /Qp(xvyv)' ‘ ﬂ. ' exp(—2iw.Trk /R(xvyv))’

v finie v v infinie v

Pour la topologie induite paf Mk’ 1’application x — xfl. définie sur
le groupe des éléments inversibles de Mk. n'est pas continue : en effet,
prenons k=@, désignons par 1 le n-iéme nombre premier, et définissons la
suite x(n) d’éléments de Ek par

x(n)= 1 pour p=® ou pour Vzvp. p#pn \

v
p pour v—vp, P=p_ i

alors x(n) est inversible dans ﬂk, son inverse y(n):(ysn)) est

1 pour p=® ou pour V:Vp. p#pn .

n
KO
p pour v:vp. p=p,
la suite (x(n)) tend vers 1 dans @k. mais la suite (y(n)) ne tend pas
vers 1 dans Ek (il n'y a pas d'ensemble fini $, indépendant de n, tel que
(n)
€z our péSs).
vy €L, P p¢s)
On définit le groupe des ideéles Sk comme le produit direct restreint
des k: relativement aux Uv' Un idéle de k est un élément inversible de
*
1’ anneau ﬂk ; un idéle s’écrit (x_), ou x €k pour tout v, et x €U
v v v v v

pour tout v sauf peut—-&tre un nombre fini. Autrement dit Sk est la réunion

des
»*
5.(8)=C T1 K)x( T ),
veS vi{S
quand S décrit les ensembles finis de places contenant les places

archimédiennes.



- 1.9 -~

la topolegle que nous avons definie sur Sk est plus fine que celle
induite par Mk. Elle fait de Sk un groupe topologique localement compact.

Une base de voisinages de 1 dans Sk est donnée par rlUv’ ou Uv est
‘ v

#
un voisinage de 1 pour tout v, et Uv:Av pour tout v sauf un nombre

fini. Autrement dit une base de voisinages de 1 est donnée par
m AT (el ¥y . T U
v \' ) v’

v finie veT v€S00
véT

ot T est un ensemble fini de places ultramétriques de k, pour chaque VET,
a est un entier 20, et pour V€S , Uv est un voisinage de 1 dans k:
(avec k:=m* ou m*).

Chaque k: se plonge dans Gk comme sous—groupe fermé, D’autre part k
se plonge diagonalement dans g, . et 1'image (que nous écrivons k*) est un
sous—groupe discret (donc fermé). Le quotient C&:Sk/k* est le groupe des
classes d’'idéles.

Le volume d’'un idéle x=(x ) est défini par lIx1i=]] ”xv"v , ou
v

ﬂ.Nv=|, v (de sorte que la formule du produit sur K s'écrive T Ha”vzl).
v

l,
L homomorphisme x — logllxll de ¥, dans R a pour noyau le groupe Sﬂ
des idéles de volume 1 ; le quotient Sk/ SE est isomorphe & R. De plus
SE contient k*. et le quotient 3ﬁ/k* est compact,

Références la thése de Tate, 83 ; Iyanaga, Chap. III, 84 ;

Weil, Chap.1V ; Lang, A.N.T, Chap VII :

Neukirch, Chap. IV, §2,

b) Quasi—caractéres du groupe des idéles.

#
Soient k un corps de nombres, et x ! Sk -3 un homomorphisme
continu. Pour chaque place v, la restriction X, de x a kv est un

. 3
quasi-caractére de kv'
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8i v est une place archimédienne, on peut écrire

mv tv ¥
xv(z)z(z/[zl) |z pour tout zekv.

avec m €%, t €€,
v v

3 ¥
La partie a 1'infini du groupe des idéles est (k@QR) =R IxE 2, et la

restriction Y de x A ce sous-groupe est

n mD tD

w2)=T /12 1) P 1z, |
v=1
Xry ¥ro £

pour z:(zl,....zn)em xT , avec comme précédemment n=r,+r,.

On dira que x est de type {(A) si les t, sont tous rationnels, et
qu'il est de type (Ag) si tUEZ pour 1Zvsr, et tu—mU€2Z pour r,<v&n.
Autrement dit x est de type (A) ou (Ap) s’il en est de méme de chacun
des X, Ppour v infinie.

Grace au lemme 3.6, le théoréme 2.1 et la proposition 2.2 permettent

d’'énoncer

Corollaire 5.1.— Soit M un idéal entier de k. Alors x est de type (A) si
et seulement si les nombres voo(a}, (aekf(ﬂ)) sont tous algébriques ; il est

de type (Ag) st et seulement s'ils appartiennent tous d un méme corps de

nombres E.

Si v est une place finie, correspondant 4 un idéal premier by, de Kk,

£
on désigne par ﬂv I'indice de ramification de Xy et par pvv=.°}’v le
conducteur en V.

Tout voisinage de 1 dans Gk contient un sous-groupe compact de la

forme

I {1}]>< gp UV].

€p

oi P est un ensemble fini de places contenant les places archimédiennes.
Comme x est continu, il existe un tel voisinage dont 1'image par x est
contenue dans un ouvert {z€C ; Rezd>n}, avec 0O<1<K1, Mais {1} est le seul
sous-groupe de G* qui soit contenu dans cet ouvert. Donc x est trivial sur

un tel voisinage, ce qui signifie que x n’'est ramifié qu'en un nombre fini
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de places. L'idéal entier gzrlgv (ot le produit est étendu aux places .finies
ramifiées) est le conducteur de x. Pour aek*(ﬂ), on a xv(a)=1 pour toute
place v ramifiée. On appliquera le corollaire 5.1 a un idéal M contenant
le conducteur ¢,

Pour x:(xv)GS , 1'ensemble des v telles que xv(xv)¢1 est fini, et

on a  x(x)=[] x_(x, ).
f A\

¢} Quasi—caractéres du groupe des classes d"idéles.

3
Soit XIC% = € un homomorphisme continu du groupe des classes d'ideéles
de k. En composant avec la surjection Sk - Ck, on identifie x avec un

quasi-caractére de Sk. trivial sur k*.
Montrons qu'il existe s€R tel que Re(tj)zﬁjs pour 1<j<n. Pour cela,

choisissons une place infinie v,, et notons P 1"homomorphisme de Sk sur
SE qui envoie x:(xv} sur y:(yv). avec

{ X, pour V#vg

Yv= 17d
x_ /=l Vv, pour v=vg.
Vo

Le noyau de p est isomorphe a4 R. La restriction de x a 3§ /k* est un
caractére Xg de ce groupe compact. On définit un caractére x; de Sk par
X1 (x)=x°p(x). Alors 1’'homomorphisme x/x, est trivial sur Si, donc définit
un homomorphisme continu de SkfszﬂR dans @x, et le corollaire 1.4 montre
qu'il existe s,€C tel que

x(3)=x1 (x) . lxll °*.
Soit ¢y la restriction de ¥, a (k@mm)*. Les valeurs de ; étant dans

i}, on peut écrire
n mJ iaj
zZ)= z,/ |z, .z, ,
¥ (2) ]-51( MATURS N
avec oj€m, (1<j¢n). Or

n 5,8,
Wz2)=pi(2). Il |z 7,
=1

donc
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n mj 6jsi+icj
wz)= 11 (z/lz. ) 7. |z, ] ;
e J J J
J._
ce qui démontre ce que nous voulions avec s=Re(s;).
Montrons que les caractéres de Dirichlet sont des cas particuliers de

caractéres d'un groupe des classes d’idéles de type {Apg). Le groupe des idéles

3 3 3
de @ admet une décomposition en produit direct 8Q=Q xm+xﬂ Z? avec la
p

topologie discréte sur Q* . en effet, si, pour xE%Q , on pose
-1 3
r(x)=(sen(x,,)) llx, 1 ea,
P

» *
alors on a x/r(x)€m+xﬂ Zp. Comme n Z: est un groupe topologique compact
P ‘ P

totalement discontinu, ses caractéres sont tous d’'ordre fini. Soit m21l ; on
3 ¥ *
projette 8@ sur M Zp (avec noyau Q xm+). puis chaque Zp sur
p
v ) v (m)
(Z/p 2) (homomorphisme canonique provenant de Zp — Zp/p .Zp).

3
obtient ainsi un homomorphisme f de 3@ sur (Z/mZ) ; alors 1’application
' ¥
¢ — Yof établit une bijection entre le groupe des caractéres de (Z/mZ) et

le groupe des caractéres continus de SQ qui sont triviaux sur

v_(m)
3 3
Q xm:x T} z, x M (+p P Zp).
(p.m)=1 plm
Les quasi-caractéres du groupe des classes d'idéles, notamment ceux de

type (Aa), jouent un réle important dans la théorie du corps de classes global
(voir par exemple Lang, A.N.T.. ou Cassels et Frohlich, ou Weil, B.N.T.. ou

Neukirch, ou Iyanaga}.
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86. CGrussencharaktere et séries L.

a) Grissencharaktere.

Explicitons d’'abord le fait que les idéles généralisent la notion
d'idéal. Soit S un ensemble fini de places de k, contenant 1'ensemble S,
des places archimédiennes. Notons Ii le groupe des idéaux fractionnaires non

Soo
nuls de k premiers a S ; par exemple Ik::Ik est le groupe des idéaux
fractionnaires non nuls de k

A chaque ideéle x:(xv)egk on associe un idéal (x)Seli défini par

v(xv)

s
) = )]
x VL% }V

Par exemple pour o€k, 1'ideéal (a)S est
S via
()= ] pv( )
ves

S
en particulier, pour S=8_, («a) ® est 1"idéal principal (a).

Pour xﬁsk. 1'idéal (x)S ne dépend que de la projection xs de x sur

le sous-groupe
S
= = C M =
8, {x: (Xv) 8 ¢+ x,=1 pour tout ve€s},

. . . Cpso S
Cette projection xs est évidemment définie par X, =X, pour vES, et xf:l

pour vES,
. . . S s S .
Alors 1'application x — (=) de Sk dans Ik est un homomorphisme
surjectif dont le noyau
S S .
U ={x_€8k ; XVGUV pour toute place finie v}
est un voisinage compact de 1 dans SE.
Un quasi-caractére du groupe des classes d'idéles peut s’interpréter
. . S * Ly ;
comme un homomorphisme d'un groupe Ik dans € de la maniére suivante.
Si X est un quasi-caractére de Sk non ramifié en dehors des places
finies de S, alors x est trivial sur US, donc définit (par restriction a

SE . puis passage au quotient par US) un homomorphisme ; de Ii dans E*.

Concrétement, pour vé¢S, si T, est une uniformisante en v, on a
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xX(p,)=x,(m,)
(rappelons que Xy est la restriction de x & k:).

Nous allons voir quels sont les homomorphismes de Iﬁ dans G* qui sont
de la forme ;. pour X quasi-caractére du groupe des classes d’'idéles
(c’est-a-dire trivial sur k*). [Voir a4 ce sujet : A. Weil, Tokyo-Nikko, et
Basic Number Theory, Chap. VII 88 ; Cassels et Frihlich, p.168-170 et

204-209 : J-P. Serre, McGill, Chap.Il §2.1 ;. P. Deligne, SGA.4%.]

Lemme 6.1.— Soient k un corps de nombfes de degré d, S un ensemble fini
de places de k contenant les places archimédiennes, et ¢ un homomorphisme

S o , ] I
de 1 dans C€ . Les assertions suivanies sont équivalentes.

k
(i) Il existe un quasi-caractére x du groupe des classes d’idéles de k, non
ramifié en dehors de S, tel que @:;.
(ii) Il existe un itdéal entier =t de k, dont le support est la partie finle

de S, il existe des entlers SPERERRLAY et des nombres complexes SI""'Sd'

5
tels que, pour tout a€k (m), on ait
d e, S5
o((@) = Il (o ol
i=1
3
(iii) Pour tout €30, Ll existe m0 tel que, pour tout a€k satisfaisant

|a—11v<n pour tout V€S, on ait l¢((a)s)—l|<e.

Démonstration.

(i)2(ii). Prenons

v Tl max{l,ﬁv}

w= |} b, .

v
ot v décrit l'ensemble des places finies de S, et ﬁv est le degré de
*

ramification de x en v. Pour afk (m}), on a anv pour tout V€S, donc
(a)s=(a). Soit y la restriction de x & (k@mm)* . comme X est trivial
sur k*‘ on a

1=x (a)=voo () . T] x, (@)
v

ou le produit sur v est étendu aux places finies de k. Pour vé€S, on a
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£

xv(a)zl, car a€1+mvv, et xv est trivial sur 1+./4{vV par définition de ﬂv.

R via . , .
Pour v¢S, on peut écrire a:wv( ).uv. ol wv est une uniformisante en la

place v, et u €U ., Alors
v v
_ via) >, v{a}y .
X (a)=x(m ) > =x(p, ) :
la définition de ; permet donc d'éerire :

o((a))=0((@)*)X((@)%)= | x,(a)=1/ye0(a),
: vES

ce qui démontre {(ii)}.

(i)=2(iii). Pour xﬁgi, d'aprés (i) on a : ¢((x)s)=x(x). Pour a€k", soit o>
sa projection sur ﬁﬁ ; dans le groupe des idéles aS et o ont les mémes
composantes en toutes les places qui ne sont pas dans S, et on a
x(a%)=6(()°).

Par continuité de x il existe un voisinage W de 1 dans Sk tel que

pour x€W, on ait |x(x)-1]<e. On peut choisir W de la forme [| WV, ol Wv
v

¥
est un voisinage compact de 1 dans kV pour tout v, et szAv pour presque
tout v. On choisit 7l de sorte que, pour v€S, la condition [xv~1|v<n

assure xvewv. Si. pour tout VvES, on a kr4|v<n/2 ., alors on a aussi

Ia_1—1|v<n, et donc aS/aEW ; d’'ol |x(as)—x(a)|<e.|x(a)| i enfin x{a)=1.
m
(ii)>(i). Ecrivons m= || pvv. Soit  x€g, . Par le théoréme d'approximation
vES
* mv
faible, il existe a€k tel que y=ax vérifie yv€1+pv pour tout v€S

fini, Nous allons voir que le nombre complexe
-e, -5

1
vyl

d .
o). M v i
i=1

ne dépend pas du choix d'un tel «a ; nous prendrons alors pour x{x) cette
valeur, et nous vérifierons que x définit bien un quasi-caractére du groupe

des classes d'idéles tel que §z¢.

m m
3
Si  fi€ek vérifie aussi ﬁxv€1+pvv pour tout v€S, alors a/,B€1+pvv

%
pour tout V€S, c'est-a-dire o= mod @. Dans ce cas, en posant z=fx, on a
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- -S

U
i i
Jzg | s

1

g, ¢ Sy g, 4
{((¥) )»_ﬂ1 v, vyl Cei=)7). _ﬂ1 z,
1= 1

s, & °s %
SCORIRINCACON Noy(Brayl =1,

par 1'hypothése (ii).
#®
L'application x est donc bien définie, et elle vaut 1 sur Kk (pour
o
x€k , prendre a=1/x). Si y=ax et y'=a'x’ vérifient lvallv(cv et
. ¢ , R i _ ;
|yv 1|v<cv pour tout v€S fini, alors zZ=yy vérifie |zv 1[v<cv’ et il

s’'ensuit facilement que x est un homomorphisme. De plus x est continue

sur un voisinage de 1 dans ¥ formé des =z tels que

k
]zvml|v<n pour v archimédienne,
My
ZV€1+pV pour v finie €8,
»#
z_ €A pour v finie €8S,
vov

-, -8,

d
on a ¢((z)s)=1, et x(z)= ] Z4 l.lzi| 1 donc  x{z)-1]<e.
i=1

Enfin, si xﬁSi,
o((x)%)=xX((0)%).

(iii)}=(i) Pour =x€g

on peut prendre a=1 ; on a yi=1 pour 1gidd, d’ou

notons x' 1'idéle x.(xS)_l :
{ 1 pour vé¢S

kl

b4 =
