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1. Dans le texte De duobus hominibus habentibus panes de Fibonacci (voir le texte de Marie—José
Pestel [MJP] p. 51), un des hommes a deux pains, ’autre en a trois, le soldat donne 5 pieces. Dire
quel est le partage juste si 'un des hommes a un nombre de pains égal a un entier a > 0, 'autre
en a b >0, et le soldat donne a + b picces?

2. Déduire la conjecture de Pillai de la conjecture abc. Plus précisément, on admet la conjecture
abc suivante :

Etant donné un nombre réel ¢ > 0, il existe une constante k() > 0 telle que, pour
tout triplet (a,b,c) de nombres entiers premiers entre eur deux-d-deuz et satisfaisant
a+b=c, ona

c < r(€e)R(abe)'te,

ot R(n) désigne le radical de n :
pour n = pit---p% on a R(n) =p1---ps.

En déduire que pour tout € > 0, il existe une constante A(e) > 0 telle que, si z,y,p,q sont des
entiers positifs satisfaisant aP # y9, alors

2P — 49| > \(e) max{aP, y?} 1~ (/P a)—¢

Déduire de ce dernier énoncé que la différence entre deux puissances successives (dans la liste des
puissances parfaites, comprenant les carrés, les cubes, les puissances p-ieémes pour chaque p > 2)
tend vers l'infini.

3. Soit A un ensemble d’entier positifs de densité supérieure positive :

1
limsupNCard{n €A;1<n<N}>0.

N—o0

Vérifier
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4. (Suites récurrentes linéaires). Soient as, . . ., ax des nombres complexes. On considere I’ensemble
V =V(a,...,a) des suites (un)n>0 telles que, pour tout n > 0, on ait

Un+k = A1Up+Ek—1 + A2Up+k—2 + -t aguy.
a) Vérifier que V est un espace vectoriel sur C de dimension k. Montrer que I’application
(Un)nZO ? (UOa"'auk—l)

est un isomorphisme de V sur CF.
b) Déterminer I’ensemble des nombres complexes « tels que la suite (a™),>¢ appartienne & Vlﬂ

¢) Soient ay, . .., q,, des racines complexes distinctes du polynéme
P(X):=XF —q Xkt ... g
Vérifier que les m suites (o} )n>o pour j = 1,...,m sont des éléments linéairement indépendants

de V. Dans le cas ou P n’a pas de racine multiple, en déduire une base de V sur C.

d) On considere la suite de Fibonacci (F),),>0 définie par Fy =0, F} = 1 et Fi90 = Fpq + F,
pour n > 0. On désigne par ® = (1 + v/5)/2 le nombre d’or. Vérifier que F,, est Ientier le plus
proche de <I>”/\/5.

e) Vérifier que pour tout ¢ > 1 et tout p € Z,

P 1
dP—=>—= -
‘ q’ V5¢2 + (1/V5)
f) Vérifier
F, 1
. 2 . n o
nlgréo F? |0 o 7

g) Donner le développement en fraction continue réguliere des quotients F),1/F,, de deux nombres
de Fibonacci consécutifs.

5.

a) Ecrire le développement en fraction continue des nombres v/D pour D =2, 3, 5, 6, 7 et 8.

b) Soient a et b deux entiers positifs. Ecrire le développement en fraction continue de v/a2b% + 2b
et vVa2b? +b.

c¢) Quels sont les entiers positifs N qui sont & la fois carrés (N =«
(N =m(m+1)/2 avec m entier) ?

2 avec x entier) et triangulaires

6 On utilise la notation

bil b | bs| b
: -

b
a2+73

(13+.'~

a1 +

a) Etant donné deux suites (ag,a1,...) et (by,be,...) d’entiers avec a,, > 1, b, > 1 pour tout
n > 1 et a, > b, pour tout n suffisamment grand, montrer que si on définit, pour n > 0,
bl | bn—l | bn |

Up =00+ — + -+ +—,
aq lan—1  |an

1. On convient que a® = 1, méme si a = 0.
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alors la suite (uy,),>1 converge vers un nombre réel x irrationnel.

On notera ) ) )
p=ag+ gy fomal Bl
‘al ‘an—l |an
b) Inversement, étant donné un nombre réel irrationnel z et une suite by, by, ... d’entiers positifs,
vérifier qu’il existe une unique suite d’entiers ag, a1, ..., ay, ... satisfaisant a,, > b, > 1 pour tout
n > 1 telle que
o 1 | bnfl ‘ bn |
r=ayg+—+-+ + —
‘ 1 ‘an—l |an
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