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1 Extensions Algébriques

Quelques rappels

Il est bon de réviser tout ce qui concerne l'arithmétiques sur Z, les notions de divisibilité,
le pged, l'algorithme d’Euclide, la relation de Bézout, les congruences. Il faut aussi connaitre la
théorie des groupes, la notion de morphisme, de sous-groupe et de quotient, les propriétés des
groupes cycliques, la notion d’ordre (pour un groupe fini ou pour un élément de torsion). On
utilisera aussi les propriétés fondamentales de I'anneau des polyndémes sur un corps ou sur un
anneau.

Le théoreme de factorisation des applications entre ensemble, des applications linéaires entre
espaces vectoriels, des morphismes entre groupes ou anneaux, est un outil indispensable qu’il faut
maitriser. Il joue un role essentiel quand on travaille avec des quotients.

Les chapitres 1, 8, 9, 14 et 15 ainsi que les débuts des chapitres 2 et 4 notamment de [10] sont
conseillés.

On peut aussi consulter [7] (Chap. 2), [9] (§ 1.1) et [4] (notamment le chapitre 5) pour revoir
les notions de base sur la divisibilité dans les anneaux (on les suppose toujours commutatifs uni-
taires et, sauf mention explicite du contraire, intégres), sur les corps (ils sont toujours supposés
commutatifs), sur les unités d’'un anneau (= éléments inversibles), les éléments irréductibles, les
éléments premiers (dans un anneau intégre tout premier est irréductible), les idéaux, ainsi que les
notions d’anneau principal, factoriel et euclidien.

Dans un anneau, 1’élément neutre pour la multiplication (noté 1) est différent de ’élément
neutre pour l'addition (noté 0). Un anneau a donc au moins deux éléments. L’homomorphisme
canonique de Z dans un anneau A a pour noyau un idéal premier de Z (car A est supposé integre),
donc de la forme {0} ou pZ avec p premier. Dans le premier cas, 'anneau A est de caractéristique
nulle et on identifie Z & un sous-anneau de A, dans le second A est de caractéristique p et on
identifie le corps fini F, = Z/pZ & un sous-anneau de A.

Une intersection de sous—anneaux est un sous-anneau, ce qui permet de définir le sous-anneau
de A engendré par une partie ¥ de A : c’est U'intersection de tous les sous-anneaux de A contenant
E, qui est le plus petit sous-anneau de A contenant E. Par exemple, quand E est ’ensemble
vide, on obtient ainsi le plus petit sous-anneau de A, qui est Z en caractéristique nulle et F,, en
caractéristique p. Quand B est un sous-anneau de A et E une partie de A, on désigne par B[E] le

sous-anneau de A engendré par BUE. Si E est un ensemble fini {x1,...,z,}, on écrit Bz, ..., ;]
au lieu de B[{z1,...,2,}] : c’est 'image de I'unique homomorphisme de B-algebres de 'anneau
des polynémes B[X1,...,X,] dans A qui envoie X; sur x;.

De méme une intersection de sous-corps d'un corps K est un sous-corps de K. Si k est un
sous-corps de K et E une partie de K, on désigne par k(F) le sous corps de K engendré par
EUE : c’est le corps des fractions de k[E]. Ainsi k(E) est ’ensemble des éléments de K de la forme
R(ai,...,a,) quand {aq,. .., a,} décrit les familles finies d’éléments de F et R ’ensemble des frac-
tions rationnelles dans k(Xy, ..., X,) dont le dénominateur ne s’annule pas au point (a1, ..., ay,).

On écrit encore k(E, E') au lieu de k(E U E’) et k(«) au lieu de k({a}).

1.1 Extensions de corps

Soient L un corps et K un sous-corps de L. On dit alors que L est une extension de K. On
écrit aussi une telle extension L/K. Dans ces conditions L est un K-espace vectoriel. On dit que

http://wwuw.math. jussieu.fr/~miw/enseignement2011.html 4



§1.2 MMO020 Théorie des Nombres Michel Waldschmidt

lextension est finie si le K-espace vectoriel L est de dimension finie sur K. Cette dimension est
notée [L : K] et appelée le degré de 'extension L/K. On a [L : K| =1 si et seulement si L = K.

Un corps de nombres est une extension finie du corps Q des nombres rationnels. Des exemples
de corps de nombres sont

Q(i), Q(vV2), Q(e*™/m).

Une extension L/K est de type fini ’il existe un ensemble fini E tel que L = K(F). Elle est
monogéne s'il existe o € L tel que L = K («); dans ce cas « est un générateur de I'extension L/K.

Lemme 1.1. Soient K C L C F trois corps.

L’extension F/K est finie si et seulement si les F

deuzx extensions L/K et F/L sont finies. Dans [F: L) ( |
cecas [F: K] =[F: L|[L: K]. I )[F:K]

LK)

K

Démonstration. Si {a; ; i € I} est une base de L/K et {3; ; j € J} est une base de F/L, alors
{a;B;; (1,7) € I x J} est une base de F/K.
O

Avec les notations du lemme 1.1, on a les équivalences
L:K]=1<[F:L=[F:K|<L=K

et
[F:L]=1<=[L:K]|=[F:K]< L=F.

1.2 Extensions algébriques et extensions transcendantes

Soient A un anneau, K un sous-corps de A et o un élément de A. Considérons ’homomorphisme
de K-algebres ® : K[X] — A qui envoie X sur o. Son image K [o] est le sous anneau de A engendré
par K U {a}, son noyau ker ® est un idéal de K[X]. Les deux anneaux K[X]/ker ® et K[«a] sont
isomorphes.

Si ker ® = {0}, c’est-a-dire si ® est injectif, on dit que « est transcendant sur K. Alors les
anneaux K[X] et K[a] sont isomorphes et le corps des fractions K(«) de K[a] est isomorphe au
corps des fractions rationnelles K(X).

Supposons ker ® = {0}. On dit alors que « est algébrigue sur K. L’anneau K[X] est principal,
donc il existe un unique polynéme unitaire f € K[X] qui engendre 1'idéal ker ®. C’est le polynéme
de degré minimal qui s’annule en «. Comme A est intégre, ce polyndéme est irréductible dans
l'anneau K[X]; on dit que f est le polynéme irréductibletde o sur K. L’idéal ker @ est maximal,
le quotient K[X]/ker ® est un corps, donc K[a] = K(«). L’extension K («)/K est finie, de degré
[K(a) : K] le degré du polynéme f, qu’on appelle encore le degré de o sur K. Une base de K(a)
comme K-espace vectoriel est {1,a,a?, ... 7ad_l}.

1. Dans certains ouvrages ce que nous appelons polynéme irréductible est appelé polynéme minimal de o sur K.
Nous garderons l'appellation polynéme minimal pour le polynéme irréductible sur Z[X] d’un nombre algébrique.
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Une extension L/K est dite algébrique si tout élément de L est algébrique sur K. Dans le
cas contraire on dit qu’elle est transcendante. Comme nous 'avons vu, quand le corps de base K
est celui des rationnels, on dit seulement qu'un nombre est algébrique ou transcendant, en sous-
entendant sur Q.

Lemme 1.2. Si L/K est une extension finie, alors c’est une extension algébrique et, pour tout
a€ L, le degré [K(a) : K| de o sur K divise le degré [L : K] de L sur K.

Démonstration. L’extension L/K étant finie,

pour tout o € L, les éléments L
]‘, aV a27 b a”? |
sont liés dans le K-espace vectoriel L, donc « K(a)

est algébrique sur K. Comme K () est un sous-
corps de L contenant K, son degré [K(a) : K] |
sur K divise [L : K|, d’apres le lemme 1.1.

O K

Par exemple quand « est algébrique sur K, pour tout 8 € K(«) le degré de 8 sur K divise le
degré de a sur K.

Il résulte aussi du lemme 1.2 que si L est une extension finie de K de degré premier p, alors
pour tout élément o de L qui n’est pas dans K on a L = K(«a). Dans ce cas en effet, il n’y a pas
de sous—corps de L contenant K autres que K et L.

Lemme 1.3. Soit L/K une extension et soient ay, . .., Q, des éléments de L qui sont algébriques
sur K. Alors K(aq, ..., ) est une extension finie de K.

Démonstration. On peut démontrer ce résultat par récurrence sur m. Pour m = 1 D'extension
K(a1)/K est finie car a; est algébrique sur K. Comme «, est algébrique sur K, il l'est sur le
corps K(aq,...,am—1) et le lemme 1.1 joint a ’hypothese de récurence permet de conclure. O

Il est évident qu’une extension finie est de type fini et, d’apres le lemme 1.2, elle est aussi
algébrique; le lemme 1.3 montre que, réciproquement, une extension algébrique de type fini est
finie.

Lemme 1.4. Soient K C L C E trois corps. L’extension E/K est algébrique si et seulement si
les deux extensions L/K et E/L sont algébriques.

Démonstration. Si 'extension E/K algébrique, il est clair sur la définition que chacune des deux
extensions L/K et E/L est algébrique. Inversement, supposons les deux extensions L/K et E/L
algébriques. Soit @ € E. Comme FE est algébrique sur L, il existe un polynéme non nul de L[X]

qui s’annule en «. Soient ag,...,a, ses ccefficients; chacun d’eux est un élément de L, donc
est algébrique sur K. Maintenant « est algébrique sur K(ag,...,a,). Le lemme 1.1 montre que
Pextension K (ag, ..., am,«)/K est finie, donc (lemme 1.2) algébrique et ainsi « est algébrique sur
K.

O
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Lemme 1.5. Soit L/K une extension et soit A une partie de L. On suppose que tous les éléments
de A sont algébriques sur K. Alors K(A) est une extension algébrique de K et on a K[A] = K(A).

Démonstration. Soit B € K(A). Il existe une partie finie {a, ..., } de Atelleque 8 € K(aq, ..., an).

Le lemme 1.4 montre que S est algébrique sur K. Il reste & vérifier que K[A] est un corps. Soit
v € K[A], v # 0. Alors K[vy] C K[A] et comme v est algébrique sur K on a K(v) = K[y], d’ou
v~ e K[A]

O

Exercice. Soient L/K une extension, o € L un élément algébrique sur K de degré d et soit

v=ao+ao+ - +ag_1a!
un élément non nul de K(«) avec a; € K (0 <i <d—1). On note P le polynéme irréductible de
a sur K. En utilisant ’algorithme d’Euclide pour calculer un pged, dire comment on peut écrire
1/~ sous la forme

1

- = b() —+ blOl 4+ -4 bd_ladfl

Y

avec b, e K (0<i<d-1).

Soient E et F deux sous-corps d’un corps ). L’intersection de tous les sous-corps de £ qui
contiennent £ U F est le plus petit sous-corps de  qui contienne E et F, c’est a la fois E(F) et
F(E). On le note EF et on lappelle le composé (ou compositum) de E et F.

Quand K est un sous corps de ENF,on a EF = K(E, F); de plus 'extension EF/K est finie
(resp. algébrique) si et seulement si les deux extensions E/K et F)/K sont finies (resp. algébriques).

Lemme 1.6. Soient Q/K wune extension

de corps, E et F deuxr sous-corps de ) Q
qui contiennent K. Si lextension F/K est |
algébrique, alors lUextension EF/E est aussi EF
algébrique et EF = E[F). / \
E F
\ /
ENF
|
K

Démonstration. Soit a € F. Par hypothese « est algébrique sur K, donc sur F. Le lemme 1.5 avec
A=F et L =EF montre que E[F] = E(F) et que 'extension E(F)/E est algébrique. O

Soit /K une extension de corps. On dit que K est algébriguement fermé dans Q si tout élément
de 2 algébrique sur K appartient a K.

Exemple 1. On montre dans le cours d’analyse complexe que le corps C(z) des fractions ration-
nelles est algébriqguement fermé dans le corps des fonctions méromorphes sur C.

Lemme 1.7. Soit Q/K une extension. L’ensemble E des éléments de Q) algébriques sur K est un
corps, algébriquement fermé dans 2.

http://www.math. jussieu.fr/~miw/enseignement2011.html 7
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Démonstration. Soient « et 5 deux éléments de E. Les lemmes 1.2 et 1.3 entrainent que ’extension
K (a, B) est algébrique, donc a + 3 € Eet af € E;deplusa™! € E si a # 0.

Soit v un élément de € algébrique sur E. L’extension E(y)/E est finie (lemme 1.3), donc
algébrique (lemme 1.2), par conséquent E(y) est une extension algébrique de K (lemme 1.4). 1l
s’ensuit que y est algébrique sur K, et par définition de E cela veut dire que vy est dans FE.

O

Ce corps E, qui est la plus grande extension algébrique de K contenue dans €2, est la fermeture
algébrique de K dans Q. C’est aussi la plus petite extension de K contenue dans €2 qui soit algébri-
quement fermée dans ).

On désignera par Q ’ensemble des nombres complexes algébriques sur Q; c’est le corps des
nombres algébriques. La fermeture algébrique de Q dans R est le corps Q N R des nombres
algébriques réels.

Exercice. Montrer que Q est une extension algébrique de Q qui n’est pas finie.

Un corps  est dit algébriquement clos s’il vérifie les propriétés équivalentes suivantes :
(i) tout polynéme non constant de Q[X] a au moins une racine dans 2
(ii) tout polyndéme non constant de Q[X] se décompose complétement dans Q[X]
(iil) les éléments irréductibles de anneau Q[X] sont les polynémes de degré 1.

Un corps algébriquement clos est algébriquement fermé dans toute extension.

Si K est un corps, une extension {2 de K est appelée cloture algébrique de K si € est un corps
algébriquement clos et {2/ K est une extension algébrique.

Quand € est un corps algébriquement clos et K un sous-corps de 2, la fermeture algébrique de
K dans (Q est une cloture algébrique de K.

Exemple 2. Le corps C est algébriquement clos et Q est une cloture algébrique de Q (voir par
exemple [9] § 2.3 et appendice du Chap. 2, [7] Chap. V' § 2).

Nous admettrons 'existence, pour tout corps K, d'un corps €2 algébriquement clos contenant
K (voir par exemple [7] Chap. V § 2 Theorem 2.5).

Théoréme 1.8. Tout corps K admet une cloture algébrique.

Démonstration. Soit {2 un corps algébriquement clos contenant K. Soit K la fermeture algébrique
de K dans Q. Alors K est une cloture algébrique de K. O

Remarque. On peut aussi montrer que si K1 et Ko sont deux clotures algébriques de K, alors il
existe un isomorphisme de K, sur Ko dont la restriction & K est l'identité. Il n’y a pas unicité d’un
tel isomorphisme : le groupe des automorphismes d’une cloture algébrique de K dont la restriction
a K est l'identité est le groupe de Galois absolu de K.

Etant donné que tout homomorphisme d’un corps dans un anneau est injectif, se donner une
extension revient a se donner un homomorphisme d’un corps dans un autre. Plus précisément, si
o : K — L est un homomorphisme de corps, alors le corps o(K) est isomorphe & K et L est une
extension de o(K). Dans ces conditions on dit que o est un isomorphisme de K dans L. On étend
o en 'unique homomorphisme (encore noté o) de K[X] dans L[X] qui envoie X sur X et coincide
avec o sur K :

a(ao +a X+ + anX") =o(ag) +o(a)X + -+ o(a,)X".

http://www.math. jussieu.fr/~miw/enseignement2011.html 8
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Soient E et L deux extensions d’un méme corps K et soit ¢ : F — L un isomorphisme de E dans
L. On dit que o est un K-isomorphisme si la restriction de ¢ a K est I'identité.

Si Fq et Es sont deux corps entre lesquels il existe un homomorphisme de corps o : Fy — Es,
alors Fy et Fo ont la méme caractéristique et le méme sous-corps premier F' (plus précisément, il
y a un isomorphisme unique entre leurs sous-corps premiers, ce qui nous autorise & les identifier).
Dans ce cas o est un F-isomorphisme de F; dans Fs.

Soit L/K une extension. Deux éléments « et S de L sont dits conjugués sur K §'il existe un
K-isomorphisme o de K («) dans K(f) tel que o(a) = 8. Dans ce cas o est unique et surjectif. La
conjugaison définit une relation d’équivalence sur L.

Lemme 1.9. Soient L/K une extension et a, 8 deux éléments de L. Si « est transcendant sur
K, alors B est conjugué de o sur K si et seulement si B est aussi transcendant. St « est algébrique
sur K, alors 8 est conjugué de a si et seulement si 3 est algébrique sur K avec le méme polynome
irréductible que o sur K.

Démonstration. Si « est transcendant sur K, alors K («) est isomorphe au corps K (X)) des fractions
rationnelles sur X, donc & tout K (3) avec 3 transcendant sur K. Dans ces conditions, comme K ()
n’est pas de degré fini sur K, il ne peut pas étre isomorphe & K(8) quand S est algébrique sur K.

Supposons maintenant « et 5 algébriques sur K et conjugués. Soit o : K(a) — K(f) un
K-isomorphisme tel que o(a) = 8. Notons f € K[X] le polyndme irréductible de « sur K. On
a f(a) = 0, donc o(f(a)) = 0. Mais, comme la restriction & K de o est I'identité et que les
coefficients de f sont dans K, on a

Donc S est racine de f.

Enfin si « et 8 sont algébriques racines du méme polynéme irréductible f € K[X], alors
K(a) et K(B) sont tous deux isomorphes au corps K[X]/(f). En effet le morphisme d’anneaux
K[X] — K[a] qui envoie X sur « et laisse fixe les éléments de K a pour image K[a] = K(«) et pour
noyau l'idéal (f) de K[X]. L’isomorphisme de corps de de K (a) sur K(8) qui rend commutatif le
diagramme

KX] —  K[f]
L e
Ko

n’est autre que I'application K-linéaire o de K () dans K () définie sur la base {1,c,...,a" 1}
(o1t n désigne le degré de o) par o(a’) = B (0<i<n-—1). O

1.3 Corps de rupture d’un polynome

Soient K un corps et f € K[X] un polynéme irréductible. Une extension L/K est un corps de
rupture de f sur K il existe une racine « de f dans L telle que L = K(«).

Exemple 3. Si 1, j et j2 désignent les trois racines cubiques de l'unité dans C, chacun des trois
corps Q(V/2), Q(jV2) et Q(j%V/2) est un corps de rupture sur Q du polynéme X3 — 2.

L’existence d’un corps de rupture est donnée par le lemme suivant :
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Lemme 1.10. Soient K un corps et f un polynéme irréductible de K[X]. L’idéal principal (f) de
K[X] est mazimal, le quotient L = K[X|/(f) contient (un sous-corps isomorphe ¢) K et L est un
corps de rupture de f sur K.

Démonstration. Soit j Uinjection naturelle de K dans K[X] et soit s : K[X] — K/(f) la surjection
canonique de noyau l'idéal (f) engendré par f. Alors ¢ = s o j est un isomorphisme de K dans L.
Soit a € L la classe de X modulo f et soit g = o(f) € o(K)[X]. On a

gla) =s(f) =0.
Ainsi on voit que L est un corps de rupture sur o(K) du polynéome g = o(f). Comme o(K) est un
corps isomorphe a K on peut 'identifier avec K et alors g = f. O

Un corps de rupture est unique a isomorphisme pres :

Lemme 1.11. Soient K un corps, f un polynéme irréductible de K[X], ¢ : K — K' un isomor-
phisme de K sur un corps K', L un corps de rupture de f sur K, a une racine de f dans L,
L' un corps de rupture de of sur K' et o' une racine de of dans L'. Alors il existe un unique
isomorphisme ¥ de L sur L' dont la restriction a K soit ¢ et tel que (o) = .

Démonstration. Comme L = K(«) et L' = K(&'), 'unicité de 1 est claire. Pour existence, on
reprend 'argument de la démonstration du lemme 1.9.
O

Exercice. Soit L/K une extension finie de degré d et soit P € K[X] un polynéme irréductible
sur K de degré m. On suppose que m et d sont premiers entre eux. Montrer que P est irréductible
sur L.

1.4 Corps de décomposition d’un polynéme

Comme nous venons de le voir dans le §1.3, un corps de rupture d’un polynéme f irréductible
sur un corps K est une extension de K qui contient au moins une racine de f (et qui est minimale
pour cette propriété). Nous recherchons maintenant une extension qui contienne toutes les racines
de f - il n’est alors plus nécessaire de supposer f irréductible pour étudier la question.

Soient K un corps et f un polynéme non constant de K[X]. Quand L est une extension de K,
on dit que le polynoéme f est complétement décomposé dans L si f est produit de facteurs linéaires
de L[X]. On dit que L est un corps de décomposition de f sur K si f est complétement décomposé
dans L et s'il existe des racines a1, ..., a,, de f dans L telles que L = K(aq, ..., Q). Ainsi, f est
completement décomposé dans une extension L de K si et seulement si on peut écrire

fX)=a(X —a1) (X — ayg)

avec o, .. .,aq dans L (ici d est le degré de f et ag € K est le coefficient directeur de f). Alors le
corps de décomposition de f dans L est K(aq,...,aq).
L’énoncé suivant assure ’existence d’un corps de décomposition.

Lemme 1.12. Soient K un corps et f un polynome non constant de K[X]. Alors il existe un
corps de décomposition L de f sur K.
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Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur le degré d de f. Si d = 1 on prend
L = K. Supposons le résultat vrai pour tous les corps et pour les polynémes de degré < d. Soit
g un facteur irréductible de f, soit E un corps de rupture sur K de g et soit a € F une racine
de g dans E telle que E = K(a). Alors dans E[X] on a f(X) = (X — a)h(X) avec h de degré
d— 1. Il suffit maintenant de prendre pour L un corps de décomposition de h(X) sur E en utilisant
I’hypothese de récurrence. O

Voici maintenant 'unicité :

Lemme 1.13. Soient K un corps, f un polynéme non constant de K[X], ¢ : K — K’ un
1somorphisme de K sur un corps K', L un corps de décomposition de f sur K et L' un corps de
décomposition de of sur K'. Alors il existe un isomorphisme v de L sur L' dont la restriction a
K soit .

Démonstration. On va démontrer le résultat par récurrence sur le degré d de f, le cas d = 1 étant
banal. Supposons le résultat vrai pour tous les corps et tous les polynomes de degré < d. Soient
g un facteur irréductible de f dans K[X], a une racine de g dans L, o’ une racine de ¢ o g dans
L’. Le lemme 1.11 montre qu’il existe un isomorphisme 6 de K(a) sur K(a/) qui envoie a sur o/
et dont la restriction & K soit ¢. On remarque que L est un corps de décomposition sur K(«) du
polynéme h(X) = f(X)/(X — «) et L’ est un corps de décomposition sur K’'(a’) du polynome
0(h(X)) = ¢(f(X))/(X — o). L’hypothese de récurrence permet de conclure.

O

L’isomorphisme v qui étend ¢ n’est en général pas unique. Si on en choisit un, on obtient tous
les autres en le composant avec un K-automorphisme de L. Un tel automorphisme est déterminé
par son action sur les racines de f, qui est une permutation. La théorie de Galois a pour but
d’étudier ces permutations.

Nous allons voir maintenant qu’un corps de décomposition contenu dans une extension E de
K est stable sous tout K-automorphisme de FE :

Lemme 1.14. Soit L un corps de décomposition d’un polyndme de K[X], soit E une extension
de L et soit 0 un K-isomorphisme de L dans E. Alors o(L) = L.

Démonstration. Soient av, ..., a4 les racines dans L du polyndéme considéré. Ona L = K(ayq, ..., aq)
et o permute les «;, donc o(L) = K(aq,...,aq) = L.
O

1.5 Extensions normales

Une extension L/K est dite normale si elle est algébrique et si tout polynome irréductible de
K[X] ayant une racine dans L est complétement décomposé dans L.

Théoréme 1.15. Une extension finie L/K est normale si et seulement s’il existe un polynéme
non constant f tel que L soit le corps de décomposition de f sur K.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que L est le corps de décomposition sur K du
polynéme f € K[X]. Soit 8 € L, soit g le polynéme irréductible de 8 sur K, soit E un corps
de décomposition sur L de g et soit 3’ une racine de g dans E. Il s’agit de vérifier que /3’ est
dans L. Comme K () et K(5’) sont deux corps de rupture sur K du polynéme g, il existe un
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K-isomorphisme o de K () sur K(8') qui envoie 3 sur 8’. Le corps de décomposition sur K(3) de
f est L et le corps de décomposition sur K(3') de f est L(S’). D’apres le lemme 1.13 il existe un
isomorphisme ¢ de L sur L(S’) dont la restriction & K () est 0. Le lemme 1.14 implique /(L) = L,
donc L(8")=Let 8 € L.

Inversement supposons 'extension L/K finie et normale. Comme L/K est une extension de
type fini il existe des éléments «q, ..., ay, de L tels que L = K(aq,...,qm). Pour 1 < i < m soit
fi le polynoéme irréductible de «; sur K et soit f = f1--- fm. Toute racine de f; est un conjugué
de «a;, donc est dans L. Ainsi L est le corps de décomposition de f sur K.

O

Remarque. Si une extension L/K est normale et si E est un corps intermédiaire, K C E C L, il
résulte du théoreme 1.15 que l'extension L/E est encore normale.

Quand E/K est une extension finie, il existe une extension finie L/FE telle que I'extension L/K
soit normale : il suffit d’écrire F = K (a4, ..., ) et de prendre pour L un corps de décomposition
de f1 -+ fin sur K, ou f; est le polyndme irréductible de a; sur K. Si £ est un corps algébriquement
clos qui contient E, on définit la cléture normale de lextension E/K dans  comme 'intersection
(= le plus petit) des sous-corps L de Q contenant F tels que 'extension L/K soit normale.

De méme quand E4,..., F, sont des extensions finies de K, il existe une extension normale N
de K et des isomorphismes de chacun des F; dans N.

Proposition 1.16. Soient K C E C N trois corps. On suppose lextension N/K finie et normale.
Soit o un K-isomorphisme de E dans N. Alors il existe un K-automorphisme 7 de N dont la
restriction a E est o.

Démonstration. D’apres le théoréme 1.15 il existe un polynéme f € K[X]| dont le corps de
décomposition sur K est N. Alors N est encore un corps de décomposition de f sur E et sur
o(E). Comme o(f) = f le lemme 1.13 montre qu’il existe un isomorphisme de N sur N dont la
restriction a F est o.

O

Un tel automorphisme 7 en général n’est pas unique.
La proposition 1.16 permet de donner une caractérisation des extensions normales parmi les
extensions finies :

Corollaire 1.17. Soit L/K une extension finie. Alors L/K est normale si et seulement si, pour
toute extension F de L et tout K-isomorphisme o de L dans F', on a o(L) = L.

Démonstration. La condition est nécessaire pour que l'extension L/K soit normale : cela résulte
du lemme 1.14 et du théoreme 1.15.

Inversement, si cette condition est vérifiée, soit a € L, soit N une extension normale de K
contenant L et soit f € N un conjugué de « sur K. Les corps K(«) et K(3) sont K-isomorphes,
donc (proposition 1.16) il existe un K-automorphisme de N qui envoie a sur 8. Soit ¢ la restriction
de cet automorphisme & L. On a o(a) = 8, 0(L) = L et « € L. Donc 3 € L.

O
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1.6 Extensions séparables

Soient K un corps, f € K[X] un polynéme non constant et a une racine de f dans K. Alors
f(X) est divisible par X — « dans K[X] : il existe ¢ € K[X] tel que f(X) = (X — a)q(X). On dit
que « est racine simple de f si g(a) # 0; autrement on dit que « est racine multiple de f. Ainsi
pour f € K[X] et o € K, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) « est racine multiple de f
(i) f(X) est divisible par (X — «)?
(iii) f(a) = f'(e) = 0.

On a noté f’ la dérivée du polynéme f :
pour f(X) =ZaiXi, ona f'(X) :ZiaiXi_l.
i=0 i=1

Pour un polynéme f € K[X] de degré > 1 les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Les facteurs irréductibles de f dans ’anneau factoriel K [X] apparaissent tous avec la multiplicité
1

(i) Si g est un polynéme non constant, alors f(X) n’est pas divisible par g>

(iil) pged(f, ) = 1.

Si un polynéme n’a pas de racines multiples dans un corps de décomposition, alors dans une
extension quelconque de K il n’a pas des racines multiples.

Quand K est un corps et f € K[X] un polyndéme irréductible, on dit que f est séparable si les
racines de f dans un corps de décomposition sont toutes simples. Un polynoéme non nul de K[X]
est dit séparable si tous ses facteurs irréductibles le sont. Sinon il est dit inséparable.

Soit L/K une extension algébrique. Un élément « de L est dit séparable sur K si son polynéme
irréductible sur K est séparable sur K. L’extension L/K est dite séparable si elle est algébrique et
si tout élément de L est séparable sur K. Un élément algébrique ou une extension algébrique est
dite inséparable si elle n’est pas séparable.

Lemme 1.18. Soient K un corps et f € K[X] un polynéme irréductible. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :
(i) f est séparable sur K

(ii) ' 0.
Un corps K est parfait si toutes ses extensions algébriques sont séparables, c’est-a-dire si tout

polynoéme non nul de K[X] est séparable. Il résulte du lemme 1.18 que tout corps de caractéristique
nulle est parfait.

Démonstration du lemme 1.18. Si f/ = 0 alors toute racine de f dans un corps de décomposition
est multiple, donc f n’est pas séparable.
Réciproquement si le polynome irréductible f n’est pas séparable choisissons une racine multiple
« de f dans un corps de décomposition de f sur K. Alors f est le polynéme irréductible de « sur
K. Comme f’(a) =0 le polynome f’ est multiple de f et, comme il est de degré inférieur a celui
de f, il est nul.
O
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On en déduit que dans un corps de caractéristique nulle, tout polynéme non nul est séparable.
En caractéristique finie p, un polynoéme irréductible

FX) =Y X,
i=0

est inséparable si et seulement si ta; = 0 pour tout ¢ = 0,...,n, donc si et seulement si a; = 0
pour tout ¢ premier & p. Cela s’écrit encore : il existe g € K[X] tel que f(X) = g(XP).

Exemple 4. Sur K = F,(T) le polynéme XP? —T € K[X] est irréductible et inséparable.

Théoréme 1.19. Soient k C K C N trois corps. On suppose l'extension N/k finie et normale et
Vextension K /k séparable. On pose d = [K : k|. Alors il existe d k-isomorphismes de K dans N.

La démonstration se fait par récurrence grace au lemme suivant, ol on utilise la notation que
voici : quand k est un corps et E, F' deux extensions de K, H(k; E, F') désigne I'ensemble des k
isomorphismes de F dans F.

Lemme 1.20. Soientk C L C K C N quatre corps, avec N/k finie normale. 1l existe une bijection
entre l’ensemble H(k, K, N) et le produit cartésien H(k,L,N) x H(L,K,N).

Démonstration du lemme 1.20. Pour chaque o € H(k, L, N) choisissons un prolongement de o en
un automorphisme @ de N (proposition 1.16). La bijection recherchée est obtenue en associant &
¢ € H(k,K,N) le couple (,v), ot 0 € H(k,L,N) est la restriction de p 4 Let ¢y =5 *op €
H(L,K,N).

O

Démonstration du Théoréme 1.19. Si I'extension K/k est monogene on écrit K = k(x) avec x €
K; il y ad conjugués z1,...,x4 de x dans N et les d isomorphismes cherchés sont déterminés
respectivement par x — x;.

Dans le cas général soit © € K \ k et soit L = k(x). L’extension N/L est normale et I'extension
K/L séparable. 11 suffit alors d’appliquer 'hypothese de récurrence en utilisant les lemmes 1.1 et
1.20.

O

Une premiere application du théoreme 1.19 est le théoréme de ’élément primitif :

Corollaire 1.21. Soit K/k une extension finie séparable. Alors cette extension est monogeéne : il
existe o € K tel que K = k(a).

La démonstration va utiliser le lemme auxiliaire suivant :

Lemme 1.22. Soient m un entier positif et k un corps ayant au moins m éléments. Si un k—espace
vectoriel V' est égal a une réunion de m sous-espaces Vi, ...,V alors V est égal a l'un d’euz.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur m. Le résultat est banal pour m = 1 (et aussi pour
m = 2). Supposons le vrai pour m — 1. Soit V' un espace vectoriel sur k égal & une réunion de
sous-espaces V =V U--- UV, avec V,, #V et V,;, #0. Soit t € V},, et soit z € V, x € V,,,. Pour
chaque a € k, comme z + at n’appartient pas a V,,, il existe un indice j (dépendant de a) dans
Iintervalle 1 < j < m — 1 tel que x + at € V;. Par le principe des tiroirs, il existe un indice j tel
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que z +at € V; et x + a't € V; pour deux éléments distincts a et o’ de k. Alors t € V;, donc V,,
est contenu dans Vi U---UV,,_1; il en résulte que V égal a V3 U---UV,,_1, et par I’hypothese de
récurrence il est égal a 'un des sous—espaces Vi,..., V1. O

Démonstration du corollaire 1.21. Nous verrons au § 2 que si k est un corps fini, alors toute ex-
tension finie de k est séparable sur £ donc monogene.
Supposons k infini. Soit d = [K : k]. Soit N une extension finie normale de k contenant K et

soient 01, ...,04 les k-isomorphismes de K dans N.
Comme £k est infini, on déduit du lemme 1.22 qu’il existe un élément o de K dont les images
o1(a@),...,04(c) sont deux-a-deux distinctes. Le polyndéme irréductible de « sur k a d racines

distinctes dans N, donc est de degré d sur k, ce qui permet de conclure K = k(«).
O

Notons que la réciproque n’est pas vraie : ’extension inséparable K (\/T) du corps K = Fo(T)
est monogene.

Exercice. Soit K le corps Fo(T},Tz) des fractions rationnelles en deux indéterminées T et Ts sur
le corps & 2 éléments et soit L le corps de décomposition du polynéme (X2 —T31)(X? — T) sur K.
Mountrer que l'extension L/K n’est pas monogene.

1.7 Polynémes cyclotomiques

Soit n un entier positif. Une racine n-ieme de I'unité dans un corps K est un élément de K*
qui satisfait ™ = 1. Une racine primitive n-iétme de 'unité dans K est un élément de K> d’ordre
n : il satisfait, pour k dans Z, z* = 1 si et seulement si n divise k.

Exercice. Soient K un corps, G un sous-groupe fini de K*, n Uordre de G. Soit ¢ le plus grand
ordre d’'un élément de G. Vérifier z¢ = 1 pour tout = € G. En déduire £ = n, montrer que G est
cyclique, que G est I’ensemble des racines n-iemes de 'unité dans K et que

Xr—1=J[(x-x)

zeG

dans K[X].

L’application C — C* qui envoie z sur e?7*/™ est un homomorphisme du groupe additif

C dans le groupe multiplicatif C* qui est périodique de période n. Donc il se factorise en un
homomorphisme du groupe C/nZ dans C* : on le note encore z — e2imz/n

Le groupe multiplicatif (Z/nZ)* de 'anneau Z/nZ est formé des classes des entiers premiers
avec n. Son ordre est donc le nombre, noté ¢(n), d’entiers k& dans lintervalle 1 < k < n vérifiant
pged(n, k) = 1. L’application ¢ : N — Z ainsi définie est appelée indicatrice d’Euler.

Les nombres complexes

621"11'Ic/n7 ke (Z/nz)x

sont les ¢(n) racines primitives de 'unité dans C.
On définit un polynéme ®,(X) € C[X] par

o,(X)= [ (X -—e¥mm).
ke(Z/nZ)x
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Ce polynome est appelé polynome cyclotomique d’indice n, il est unitaire, de degré ¢(n). La par-
tition de I’ensemble des racines de I'unité suivant leur ordre montre que I'on a, pour tout n > 1,

X" —1=[]2uX). (1.23)
d|n

Les premiers polynoémes cyclotomiques sont
P(X)=X -1, P(X)=X+1, O3(X)=X>+X+1, OuX)=X2+1,
Ps(X) =X+ X+ X34+ X2+ X +1, Pe(X)=X2—-X+1.

Exercice. Vérifier ®,(X) = X?~! + ...+ X + 1 si p est premier.
Vérifier p(2m) = 2p(m) si m est pair et p(2m) = ¢(m) si m est impair.
Vérifier ®,,(X) = ®,,(X?) si m est pair et $g,,(X) = (=1)9"™d,,(—X) si m est impair.
En déduire
Pg(X)=X4+1, Dpp(X)=X*—X2+1.

Théoréme 1.24. Pour tout entier positif n, le polynome ®,,(X) a ses coefficients dans Z. De plus
D, (X) est irréductible dans Z[X].

Avant de démontrer le théoréme 1.24 nous allons rappeler quelques propriétés de I'anneau
Z[X]. Le pged des coefficients d'un polynéme f € Z[X] est appelé contenu de f et noté ¢(f). Un
polynoéme de Z[X] est dit primitif si son contenu est 1. Tout polynéme non nul f € Z[X] s’écrit de
maniere unique f = ¢(f)g avec g € Z[X] primitif. Plus généralement pour tout f € Q[X] non nul
il existe un unique nombre rationnel positif ¢ tel que le polynome cf soit dans Z[X] et primitif.

Lemme 1.25 (Lemme de Gauss). Pour f et g dans Z[X] non nuls,

c(fg) = c(f)c(g)-

Démonstration. Comme c(f) divise ¢(fg), il suffit de montrer que le produit de deux polynomes

primitifs est primitif, ¢’est—a—dire que les conditions ¢(f) = ¢(g) = 1 impliquent ¢(fg) = 1. . Plus

précisément, soit p un nombre premier, f et g deux polynomes de Z[X] dont le contenu n’est pas

divisible par p. On va montrer que le contenu du produit fg n’est pas divisible par p.
Considérons le morphisme surjectif d’anneaux

U, : Z[X] - F,[X] (1.26)

qui envoie X sur X et Z sur F, par réduction modulo p des coefficients. Le noyau de ¥, est
formé des polynomes dont le contenu est divisible par p. Donc ¥, (f) # 0 et ¥,(g) # 0. Comme
p est premier, anneau F,[X] est inteégre, donc ¥,(fg) = U, (f)¥,(g) # 0, ce qui montre que fg
n’appartient pas au noyau de V,,.

O

L’anneau Z est euclidien, donc factoriel et, quand A est un anneau factoriel, 'anneau A[X] des
polynémes en une indéterminée & coefficients dans A est aussi factoriel. Par conséquent Z[X] est
un anneau factoriel. Les éléments inversibles de Z[X] sont {41, —1}. Les éléments irréductibles de
Z[X] sont

http://www.math. jussieu.fr/~miw/enseignement2011.html 16



§1.7 MMO020 Théorie des Nombres Michel Waldschmidt

— les nombres premiers {2,3,5,7,11,...},
— les polynémes irréductibles de Q[X] qui sont & coefficients dans Z et ont un contenu égal a 1
— et bien entendu le produit par —1 d’un de ces éléments.

Le lemme de Gauss 1.25 montre que, si f et g sont deux polyndmes unitaires de Q[X] tels que
fg € Z[X], alors f et g sont dans Z[X]. En particulier les facteurs irréductibles d’un polynéme
unitaire de Z[X] sont des polynémes unitaires de Z[X].

La démonstration que nous allons donner du théoreme 1.24 utilisera le lemme suivant, sur lequel
nous reviendrons au § 2 :

Lemme 1.27. Si p est un nombre premier et A € F,[X] un polynéme, alors A(XP) = A(X)P.

Démonstration du théoréme 1.24. La démonstration du fait que ®,,(X) € Z[X] repose sur la divi-
sion euclidienne dans Z[X] : quand A et B sont deux éléments de Z[X] avec B unitaire, pour tout
A € B[X] il existe un couple unique (@, R) formé de deux polynomes de Z[X] tels que A = BQ+R
et soit R = 0, soit deg R < deg B.

On démontre alors le fait que ®,(X) € Z[X] par récurrence sur n. C’est vrai pour n = 1 car
®;(X) = X — 1. Supposons ®,,(X) € Z[X] pour tout entier m < n. L’hypothése de récurrence
implique que le polynéme

h(X) =[] ®a(X)
i
est unitaire et & coefficients dans Z. On divise le polynéme X™ — 1 par h dans Z[X] : désignons
par Q € Z[X] le quotient et par R € Z[X] le reste :

X" —1=h(X)Q(X)+ R(X).

On a aussi X" —1 = h(X)®,(X) dans C[X] par (1.23). Par unicité de la division euclidienne dans
C[X] il en résulte Q = ®,, et R =0, donc ®,, € Z[X].

Montrons que le polynéme ®,, est irréductible dans Z[X]. Comme il est unitaire, son contenu
est 1. Il ’agit donc de vérifier qu’il est irréductible dans Q[X].

Soit f € Q[X] un facteur unitaire irréductible de ®,, et soit g € Q[X] le quotient : on a donc
®,, = fg. Le but est de montrer g = 1.

Soit ¢ € C une racine de f (donc ¢ est une racine primitive n-iéme de 'unité) et soit p un
nombre premier ne divisant pas n. On commence par vérifier que f(¢?) = 0.

Comme (P est aussi une racine primitive n-ieme de 'unité, c’est une racine de ®,,, donc si
f(¢?) #0ona g(¢?) = 0. Comme f est le polyndéme irréductible de ¢, il en résulte que f(X) divise
g9(XP).

Considérons le morphisme d’anneaux ¥, de Z[X] sur F,[X] déja introduit en (1.26). dans la
démonstration du lemme 1.25. Notons F' et G les images dans F),[X] de f et g respectivement.
L’image de ®,,(X) est F'G et c’est un diviseur de X™ — 1 dans F,[X]. Le lemme 1.27 montre que
I'image de g(XP) est G(XP) = G(X)P car G(X) € F,[X]. De plus F(X) divise G(X)P dans F,[X].
Le polynéme F(X) est unitaire de méme degré que f, il admet un diviseur irréductible k(X) dans
F,[X]. Alors k(X) divise F(X) et G(X)P, donc il divise G(X) et son carré divise F/(X)G(X). Mais
comme p ne divise pas n, le polynome X™ — 1 n’est divisible par aucun carré de polyndéme non
constant dans Fp,[X]. On en conclut f(¢{?) =0.

Par conséquent des que f s’annule en ( il s’annule en (P quand p est un nombre premier ne
divisant pas n. On en déduit (par récurrence sur le nombre de facteurs de m) qu’il s’annule en
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chaque (™ quand m est premier avec n ; mais dans le groupe cyclique formé par les racines n-iémes
de Punité, I'ensemble des ™ avec pged(m,n) = 1 est 'ensemble des générateurs de ce groupe,
donc I'ensemble des racines de ®,,. D’ou g = 1.

Remarque. L’irréductibilité des polyndomes cyclotomiques d’indice p premier résulte aussi du
critere d’Eisenstein : le polynéme
Y+1)P-1
Y

(obtenu & partir de (X? — 1)/(X — 1) par le changement de variable Y = X — 1) est unitaire,
tous ses coefficients sauf le coefficient de Y1 sont divisible par p, et le terme constant n’est pas
divisible par p2.

O

Quand K est un corps de caractéristique finie p et quand n est un multiple de p, le polynome
X™ — 1 est une puissance p-iéme d’un polynéme de K[X] : plus précisément, si n = p®m avec m
non divisible par p, alors le lemme 1.27 montre que ’on a

a

X" —1=(X™—1)".

Ainsi, quand on veut étudier le polynome X™ — 1, on est ramené a étudier X™ — 1 avec m non
multiple de p. Cela justifie 'hypothese sur la caractéristique qui va apparaitre dans la proposition
1.28.

Comme le polynoéme ®,, est & coefficients dans Z pour tout corps K on peut considérer ®,,(X)
comme un élément de K[X] : en caractéristique nulle, c’est parce que K contient Q, en ca-
ractéristique finie p on considere I'image de ®, par le morphisme ¥, introduit en (1.26) : on
note encore ®,, cette image.

Proposition 1.28. Soient K un corps et n un entier positif. On suppose que K est soit de
caractéristique nulle, soit de caractéristique p premier ne divisant pas n. Alors le polynéome ®,(X)
est séparable sur K et ses racines dans K sont exactement les racines primitives de ['unité qui
appartiennent a K.

Démonstration. La dérivée du polynéme X™ —1 est n. Dans K on an # 0, donc X™ —1 n’a pas de
racines multiples dans un corps de décomposition, donc il est séparable sur K et comme ®,,(X) est
un facteur de X™ — 1 il est aussi séparable sur K. Les racines dans K de X™ — 1 sont exactement
les racines n-iemes de I'unité contenues dans K. Dire qu’une racine n-ieme de I'unité est primitive
signifie qu’elle n’est pas racine d’un polynéme ®, avec d|n, d # n. D’apres (1.23) cela signifie donc
qu’elle est racine de .,,.

O

Soit n un entier positif. On définit le corps cyclotomique de niveau n sur Q par
R, = Q({e*™/"  k € (Z/nZ)*}) C C.

C’est le corps de décomposition de ®,, sur Q et c’est aussi le corps de rupture de ®,, sur Q. Si
¢ € C est une racine primitive de I'unité, alors {1, ¢, ... ,C*"(")_l} est une base de R,, comme espace
vectoriel sur Q.
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Proposition 1.29. Le groupe des automorphismes du corps R, est naturellement isomorphe au
groupe mulltiplicatif (Z/nZ)*.

Démonstration. Soit (, une racine primitive n-ieme de l'unité. Pour ¢ € Aut(R,), on définit
0(¢) € (Z/nZ)* par
o(Cn) = Cz(¢)~

Alors I’application € est un isomorphisme du groupe de Aut(R,,/Q) sur (Z/nZ)*.
O

Exemple 5. Le sous corps de R, fizé par le sous-groupe 6=1({1,—1}) de G(R,/Q) est le sous-
corps réel maximal de R, :

R =Q(¢, + {;1) = Q(cos(?w/n)) =R,NR

avec Ry, : Rf| = 2.
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