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Valeurs spéciales de polylogarithmes multiples - M. WALDSCHMIDT

Esquisse de solution de I'examen du vendredi 14 juin 2002

Probleme |

a) L'automate associé a la lettre a est

:>L>:>7

celui associé a (bc)* est

b
= —
—

C
et le produit cartésien de ces deux automates, qui est associé au produit de mélange am(bc)*,

t
= — 14 —° PA]l—

b) Plusieurs méthodes permettent de déterminer la série génératrice des mots reconnus par cet
automate. Si, pour chaque état p, on désigne par S, la série génératrice des mots commencant
a |'état initial et terminant a I'état p, alors la série cherchée est celle S54 de I'état final, et il
suffit de résoudre le systeme

Sia = e+ SiBc, Saoa = Siaa+ Sapec,
Sip = Siab, Sop = Sipa+ Saab,

qui donne
S14 = (be)",  Sip = (bc)*b, Sap = (bc)"ba + Sa2ab,

Saa = (be)*a + (be)*bac + Saabe

et finalement
Saa = (bc)*(a + bac)(be)*.
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Valeurs spéciales de polylogarithmes multiples — M. WALDSCHMIDT 2

Une deuxieme solution consiste a noter 7}, la série génératrice des mots commencant a I'état p
et terminant a I'état final, de sorte que la série cherchée est celle T 4 de I'état initial; il suffit
alors de résoudre le systéeme

Tha = alys+ b, Toa = e+ b,
T'p = cIia+alsp, Top = cIsa,

qui donne
Toa = (be)*, Top=c(be)',  Tip=cTia+ ac(be),

Ty a4 = a(be)” + bac(be)* + bcTya

et finalement
T1 4 = (be)*(a + bac)(be)*.

On peut encore remarquer que la série des mots réussis empruntant |'aréte [14|—2—|2A ] est
S1aaTs5 4, celle des mots réussis empruntant |'aréte # est SiabacTs 4, et la série
reconnue par |'automate est leur somme Sy 4(a + bac)Ts 4.

c) On retrouve la relation aui(be)* = (be)*(a + bac)(be)* par un calcul direct en écrivant

= Z am(be)’

i>0
et
A 1—1
m(be)’ =3 (beYa(be) ™ + Y (be)bac(be) I,
j=0 3=0
qui donne

= ZZ be) a(be) ™7 + ZZ be)! bac(be) 1

>0 7=0
= Z Ja Z(bc)i_j + Z(bc)ibac z:(bc)i_j_1
Jj=0 2] Jj=1 i>]

= (be)*a(bc)* + (be)"bac(be)*.

Le méme calcul donne plus généralement
amw” = w* (emw)w* + a

pour tout w € X*.

d) Dans le cas particulier ¢ = a on trouve

mi(ba)* = (ba)*(e + ba)a(ba)*

Mais pour w € X*, w # e, on a w*(e —w) = e, donc w*w = w* — e et on peut encore écrire

(ba)*(e + ba)) = 2(ba)* —
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2)  Prenons a = 1, b =z, de sorte que a = y; et ba = yo. On obtient yymy; = (2y5 — €)y1y5.
On développe:

Y yimyy = |2) yr—e |y Y vh

n>0 h>0 k>0

On identifie, pour n > 1, les parties homogenes de poids 2n + 1 (on rappelle que pour s > 1
le poids de y; est s):
n .
yimyy =2 > yhyiys — s =2 ybyiys '+ vays.

h+k=n i=1

Par récurrence sur n, a partir de

n—1

Y1 *ys = y1yy +ya(ys % y5 ) Fysys T

on vérifie la relation, pour n > 1,

n n—1
: n—1 h n—h—
yixys =Y ysyiys T + > yhysys "
i=0 h=0
Par différence on obtient
n n—1
n n 7 —1 —h—
iyl — gy = yhyys T — Y ybysyy "
i=1 h=0

Comme y3y € $°, d'apres la relation d’Hoffman cet élément est dans le noyau de ¢. Donc

S 21 {2ms) = 3 ({23 {2rn).
i=1 h=0
Par exemple

C(27 1) = <(3)7 C(zv 1 2) + C(Q, 2, 1) = C(?’v 2) + C(27 3)5

€(2,1,2,2) +¢(2,2,1,2) +¢(2,2,2,1) = ((3,2,2) + ¢(2,3,2) + ((2,2,3).
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Probleme I

Si P et P dans R[T] vérifient

lim n%na, — P(logn)| =0 et lim n® |na, — P(logn)| =0

n—oo n—oo

avec a > 0 et o/ > 0, alors pour o = min{a, o’} on a encore

I|m n®"|P(logn) — P(logn)| =0

et on en déduit facilement P = P. De méme on vérifie facilement que & est un R-espace
vectoriel et que I'application f +— Py est R-linéaire.

L'idée est la suivante: quand Pj est un mondme z*, le coefficient a,, se comporte comme
(logn)*/n quand n est grand, donc il est naturel de comparer A,, et >, (logi)*/i. Pour
voir que cette derniere somme est équivalente a

)k+1

(logn + Yk

k+1
avec une constante v; indépendante de n, on peut soit la comparer a une intégrale, et dans
ce cas le mieux est d'utiliser la formule d’'Euler MacLaurin, soit effectuer une transformation
d'Abel. Nous commencons par cette derniere approche.
Fixons £ > 1 et montrons que pour chaque entier k£ > 1 il existe un nombre réel v, > 0
tel que

n—1

) 2 1(Iogz) kil(logn)’““ + +O((logn)*/n)  quand 1 — oo

Que la somme porte sur 1 <7 <n —1ousurl<17<n nechange évidemment rien.
Pour i > 1 on définit (i (i) € R par §(1) =0 et

(log i)+ — (log(i — 1))k+1
kE+1

1
~(logi)" = + By(i) pour i>2.
(2

Alors, pour n > 2,

]
X

Q.|

(og ) = = (log(n — 1) + 3 k(i)

=1

Pour estimer (i (7) on écrit

—1

k
(logn)f** — (log(n — 1))]“chl = (logn — log(n — 1) Z logn)’ (log(n — 1))

= E(Iog n)¥ + O((logn)* /n?) quand n — oo.
n
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Donc
|Bk(1)] = O((Iog z)k/ZQ) quand i — 00
et

3" 18k(i) = O((logn)*/n)  quand 7 — oo,

>n
En effet pour n suffisamment grand

oo

>n n

On en déduit la relation (*) avec v, = > .~ Bi(7).
Une autre démonstration de I'existence de ~; vérifiant (*) repose sur la formule d’'Euler-
MacLaurin (Dieudonné, Calcul infinitésimal, Chap. IX, § 7)

3109 = | rwa+ 5 = o) + | (0= 11-1/2) 5 (0

que I'on utilise avec m = 1, f(t) = (logt)¥/t. Comme

" dt 1
log t)F — = log )"
| (g ) = 1 (logm)

et que
.1
F(t) = (k — log t)(log )" 1t—2'
on trouve le résultat avec
dt

= [ =1 -1/2) - tognliog ) -

Soit maintenant f(z) =), ~, anx™ un élément de £. Posons P¢(T") = ZZ:O prT*. On
écrit, pour n > 1, B

d

1 €
- Zpkg(logn)k + no:Ll
k=0

1
n:_p
a nf(

avec €, — 0 quand n — oo. Alors

(logn)Ftl & K
n—ao+2pwk+2pk ] +Z ot — +O((logn)* /n).
=1

On en déduit que le polyndme
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avec

d 0o
€;
qo :a0+kz_0pk’)/k+2ia+l

vérifie
nP|A, — Q(logn)| — 0 quand n — oo,

ceci pour tout 3 dans l'intervalle 0 < 5 < min{1, }. En particulier on a bien

d
=~ Qs = P;.
dTQf f

L'unicité de ce polynéme Q) et le fait que I'application f — Q¢ soit R-linéaire sont faciles.
Soit f € &.

a) Commencons par montrer que, pour k > 1, la fonction fj = Ligy;,, a savoir

\k
i) = 2 (og(1 )"

appartient a £ et que son polynéme Py, associé a pour degré k — 1 (en fait on anticipe sur la
question 4c). On a, pour k > 1,

filz) =Y nlfc_”nk = ol
n=0

ni>ng>-->np>1

avec a(()k) =0et, pourn>1,

1 1
(k) — = -
w=n 2 .

na
ng>ng>-->np>1

ng<n

Quand k=1on a a%l) = 1/n pour tout n > 1, la fonction f; appartient a £ et le polynéme
Py, =1 est de degré 0. En notant

n—1
AP =Sl
m=1

on a pour k > 2
olk) = lAgﬁq)’
n

ce qui permet de vérifier, par récurrence, que la fonction f appartient a £ et que les polynémes
Py, et Qy, qui lui sont associés sont reliés par Py, = Q¢ , (k > 2). Par récurrence on trouve
aussi que le terme de plus haut degré de Py, est T#~1/(k —1)! et celui de Qy, est T*/k!. En
particulier le polynéme Py, a pour degré k — 1 et les Py, , k > 1, forment une base de K[T7].
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Pour la fonctioon fj la question 2a est évidente avec

\k
Ry () =

Passons au cas général: pour f € £ montrons qu'il existe k € R, k > 0 et Ry € R[T], tels que
f(z) = Ry (Iog(l - 37)) + O((l — a:)"“) quand z — 1.

Ecrivons Py sur la base des P, :

d
Pr=> M\Py,.

Posons f =f—- Zzzl Ak fr.. Alors Py =0. Quitte a remplacer f par f on peut supposer
Py = 0. Nous allons montrer que I'hypothese

n'Ta,| — 0 quand n — oo,
entraine |'existence de k > 0 tel que
f(z)=f1)+0(1—=)*) quand z—1, 0<z<Ll

Cela montrera en méme temps que si Py = 0, alors Ry est le polyndme constant f(1), tandis
que si Py # 0, si d désigne son degré et a7 son terme de plus haut degré, alors

(-

ﬁa(log(l — ac))dJrl

f@) ~

quand x — 1, donc Ry a pour degré d + 1 et pour terme de plus haut degré

Pour0O<axz <1ona
1—2"<n(l—2z) et 1—2"<1,

donc pour 0 < Kk < 1
1—2" <(1—2")" <n"(1—a)".
Par conséquent pour 0 < k < min{1,a} on a
oo

PR > " MU o1 - xy)

n=1 n=1
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quand z — 1, 0 < = < 1. |l est utile pour tout-a-I'heure (question 2d) de noter que cela
signifie:
Y = la+ )+ 0((1-2)) quand z—1, 0<s<l
noz
n=1

Reprenons notre fonction f avec n'*®|a,| — 0. On écrit

F@) 7)< Y Janl(1-am) < 32T 1 01— 2) = 0((1 —2)").

b) Ici encore I'unicité de R est facile, de méme que le fait que I'application f — R; soit
linéaire.

c) On a vu dans ci-dessus que si Py = 0, alors le polyndme Ry est constant égal a f(1).
On a vu ausi que si Py n'est pas nul et a pour degré d, alors Ry a pour degré d + 1, et
en particulier n'est pas constant.

d) Si Q est une constante c, alors la série ) a, converge vers ¢, ce qui entraine (lemme
d'Abel: cf Dieudonné, op. cit., p. 195) que f(x) — cquand x — 1,0 < = < 1, d'ol on déduit
Ry =c.

Inversement, si Ry est une constante c, alors f(z) = cquand x — 1,0 < z < 1. De plus,
le polyndme Ry étant de degré 0, il en résulte que Py est nul, c'est-a-dire a,, = O(n=17%), ce
qui permet d'écrire, pour 0 < x < 1,

Zan - Zana:" < Z lan|(1 —2™) < Z n11+a(1 —z")—0

n>0 n>0 n>0 n>0

quand x — 1, donc

Zan = lim f(z) =c.
">0 rx—1

Ainsi pour ¢ € K la condition Ry = c équivaut a Qs = c. Pour ¢ = 0 on en déduit le résultat
demandé.

Les conditions (i) et (ii) sont équivalentes car Py = (d/dT")Qs. Nous avons vu aussi a la
question 2c que (i) équivaut a (iii); quand ces conditions (i) et (iii) sont vérifiées on a aussi
Qf = Ry.

Que (i) implique (iv) résulte du fait que si Py = 0, alors la série > |a,| converge.

Enfin, si la série Zn21 a, converge, c'est-a-dire si la suite (A,),>1 converge, alors Q¢
est constant égal a ) -, a, =limA,.

Il résulte de ce qui vient d'étre dit que, quand ces conditions (i) a (iv) sont vérifiées, on a

lim f(z) = Ry = Qy = lim A, = > an.

n— o0
n>0
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Le point essentiel consiste a montrer que les fonctions I/_\iw, pour w € H', appartiennent a £.
Par linéarité il suffit de considérer le cas ol w = y, avec s = (s1,...,sx). Commencons par le
cas k= 1. R
Si s;1 =1, comme on I'a déja vu, on a Li; = Li,, = f1 € £ avec P, = Py, =P, = 1.
Sis; >2ona
~ x
Lis, () = Lijorr,, (2) = > —

n>1

donc Lis, € & avec P, =Py, =0, Q,, =Ry, =((s1)
Supposons maintenant £ > 2. Par récurrence sur k on suppose Lis, . s, € & pour tout

(s2,...,8k). Pour s =(s1,...,8), notons d'abord
NONN 3 1
n  — So Sk |
ns1 n e m
(ng,..., n) 2 k

n>ng>->np>1

de sorte que

Lis(z) = Z a2,

n>1

puis
0
A = Z ary .
m=1
Examinons déja le cas s; = 1. On a, pour n > 1,

1
(1782,...,8k) _ = (52a--~75k')
an = nA,n_l .

On en déduit Liy 5, s, € & avec

Considérons maintenant le cas s; > 2. Si on minore chaque s; (2 <i < k) par 1, on trouve

n

a(sl,..‘,sk) — O(nfsl (Iog n)k71)~

Cela permet de Vérifier Lis, . 5, € & avec

,,,,,

a) On vient de voir que si s > 2 on a Li; € £ et le polynéme P;, = P, associé est nul. Par

linéarité on en déduit que le polynéme P, = Pe est nul pour w € H°.

w
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Inversement, montrons que si P, = 0, alors w € 7.
Tout élément w € H' autre que le mot vide s'écrit de manigre unique

k—1 k—2
w=1xy Towi+I; "Towsa+ -+ ToWg

avec k > 1 et wy,...,wy dans $H'. Un tel élément appartient 3 $° si et seulement si k = 1.
De plus on a

Liw(x) ~ c(log(1 — :c))k’_1

quand x — 1, avec une constante ¢ # 0. Donc |/_\Iw(ilj') est borné quand x — 1, 0 < z < 1,
si et seulement si k& = 1. Ainsi la condition P,, = 0 implique w € $° et dans ce cas Li, ()

~

converge en x = 1 vers ((w),
b) Pour vérifier Py, ., = Q. il suffit par linéarité de le faire quand w = y5. Nous avons vu que
le coefficient ay, %) de 2™ dans le développement de Taylor a I'origine de Li,,, était relié a la

somme Agf) des n premiers coefficients de Taylor de I/_\iys = Li, par la relation

nall® = Agfz 1°

On en déduit Py, = Qy,

c) Pour résoudre la question 2a nous déja montré que, pour tout k > 1, dengzf =k—1et
deg Qxlf = deg inlc =k.

d) Pour w € $° on déduit de la question 3 avec f = Li,, que I'on a Q,, = Ry, = C(w).
Probléeme IlI.

Pour A\ € K, désignons par v, |'automorphisme de la K-algebre § qui envoie zg sur xg et x
sur x1 + Axg. L'application A — 1) est un homomorphisme du groupe additif de K dans le
groupe des automorphismes de la K-algebre $).

On définit un endomorphisme K-linéaire &y de $' par @x(e) = e et

Pa(wz1) = Pa(w)z:

pour w € $H. On a

oalys) = oa(zf 'w1) = Ua(af Dy = 2§ e = v,

pour s > 1 et

1

or(ysyru) = ox(zy ' zral tau)

- x(s)il(gfl + /\.To).f(t;l@)\(xlu)
=y ey ga(wiu) + Azt T ga (21u)
= o5 e pa (e ey u) + Apa (e T T )

= Ys@Pa(yru) + Aor(Yst1u)
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pour s et ¢ entiers positifs, u € H'. Ceci montre que @ n'est autre que la restriction de ¢y 3
1
.

Pour u = wxz1 € $H1 on a

a0 @ a(u) = px o r(wr1) = ea(P_r(w)zr) = (a0 Y_r(w))z1 = wry = u

et

)\ (ys(P—A(th)) = ) (xé_lxl go_A(xf)_lxlwxl))

= o (xg_lxlxé_l(xl — )\:co)z/J_A(w)acl)

—1 t—1
=25 (1 + Axo)zy 1wy

= xg_lxlxg_lxlwxl + )\acf)+t_1x1wm1

= YsYtU + AYsy1U.

Cette relation, que nous venons d'établir pour u € $)x1, est encore vraie pour u = e:

o (YsP-2(Ut)) = ox(Ysyt) = Ysor (Ye) + MNsit = Ysyr + MYsie

et par linéarité elle s'étend a 551 = Ke + $Hz1. Pour u € § on écrit u = wxy avec w € 561 et
n > 0; alors

oa(u) = oa(w)zg,  @-x(yru) = p_x(yiw)zy
et
ox (Usp-a(yw)) = o (Ys-r(yrw))zf = (Ysyew + Mo W) 2§ = Ysyrtt + AyYspiu.

Pour u € $ et A1, A\ dans K on a

©xn; © Px(uT1) = Px, 0 Yy (U)r1 = Y, 1, (U)T1 = O, 42, (uz1)

et enfin, pour w € H',

Pr1 © P, (U}I‘g) = ©x; O Py (w)mg = A1+ (’U))I‘g = P14+ (wxg)

Comme ¢y (wz1) = Yx(w)z1, on a

oa(ys) = 28 M@y + Azo) - gt (@ + Awo)ad T

pour s = (81,..., Sk).

On développe le membre de droite: on obtient une somme de 2*~1 termes, correspondant
aux choix entre 1 et Az dans chacun des k — 1 facteurs (x1 + Azg). Le choix x; donne *x =,
tandis que le choix Axy donne * = +.
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a) Montrons, par récurrence sur k — ¢ > 0, que I'on a

. x
L'ysl-~yse_1@1(ys,z--'y3k)(x) - Z SU. Sk
k

nI>N. . >Ng>Ngp1 >0

Pour k — ¢ = 0 cette relation est claire puisque ©1(ys,) = ys, et ij_(x) = Lis(x).
Supposons donc k — ¢ > 1. On a

¥1 (yse o 'ysk) = Ys, Sol(ysz-u o 'ysk) + Qol(ySe-i-Sz-H Yspqpo " 'ySk)'
Cela correspond a la partition de I'ensemble des (nq,...,n) vérifiant
Ny >MnNg...>Ng >Ngyy > >ng>1

en deux sous-ensembles, le premier avec ny > nyi1 et le second avec ny = nyyq. L'hypothese
de récurrence donne

ni
g
Z nsl e nsk - Iysl"'ysZSol(ySg+1"'ysk)(x)
ny>ng.>ne>ne > >np>1 0 k
et
™ -~
—5. 5. — LI T
Z il - nZk Ysy Z/se_l@l(ys£+se+1ysz+2 ysk)( )’

ni>ng...>np=ng41>->2ngp>1

ce qui établit la récurrence.
Pour / =1 on en déduit la relation demandée

WP@= ¥

ny>ng...>ng>1

qui, pour z = 1, donne

1
D)=L= Y o s si>2
- ...nk

1
nlzng‘..an21

b) Les relations

Lil(z) = ) Lig(x) et Lis(z)= > (-1)*@Liy(x)

ag€A(s) ag€A(s)
pour tout s = ($1,...,5Sk), puis
(W)= Y ) et )= > (-1)"D¢M(o)
g€A(s) g€A(s)
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quand sy > 2 résultent alors de la question 2).

Les deux lois et * sont définies par transport de structure sur $* des lois de mélange x et m
grace a |'isomorphisme linéaire ¢,: on a donc

~(\) -~ -~ ~ -~ ~ () ~ ()
L'umw(x) = L'«px(umw)(w) = L'sox(u)msox(v)(x) = L'sm(u)(x) : L's@x(v)(x) = Li, "(x) - Li, "(z)

et

(N (uxy v) = Copa(uxv) = C(pa() x pa(v)) = C(pa(w)){(pa(v)) = ¢V (W) ().

Pour u et v dans $°, on a

~(A)

~ A
¢ (umyv) = Li .

(1) = 0V (@) - GV (1) = EV )N () = T (4 v),

Uy v

donc umyv — u *y v est dans le noyau de ().
Enfin, pour u € 530,
yimu = o (oa(y1)mpa(u)) = o (yrmpa(u))

tandis que
y1xx =0 x(@a(y1) x ea(u)) = ox(y1 * @a(u)).

Comme oy (u) € $° on a

YLIINU — Y7 *\ U = <p_>\(y1mg0,\(u) — Y1 * @A(u)) € go_)\(ker Z) = ker E(A).

Remarques

1)  On peut écrire Lié’\)(a:) comme une intégrale itérée de Chen

x
. — _1—1 —
ng)\)(l'):/ Wity W T wawsE
- 0

avee d d A+(1-A

~dx.
x 1—x z(1—z) v

La loi de mélange my reflete les équations différentielles satisfaites par les fonction Lig’\)(x),
qui sont

81—1,82 .....

(1 . )
;Ll()‘) s (z) si 51 > 2,

1 — S24.uny

1

\1—(L'

d .. 1A |
—LiM(z) = ( +;> LitM s () sisp=1letk>2,

sisg=1letk=1.
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2)  Pour A = 0, la loi xp coincide avec la loi harmonique x de Hoffmann, puisque ¢q est

I'identité.
Pour s et t entiers positifs on a

Ys 2 Yt = YsYt + YtYs + (1 — 2X)yst+.
La relation
Ystxn Yrv = Ys(ukx yv) + ye(ystoa v) + (1 — 2A) Yt (u x\ v)

est donc vraie pour A = 0, u et v dans 5’)1, et elle est encore vraie quand A € K, u = v = ¢,
mais elle n'est pas vraie par exemple quand A #0 u =e et v = y,..
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