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Pour commencer� je voudrais vous raconter l�histoire d�un nombre	 Il s�agit du
nombre

� 

X
n��

��n
�

����

Il appara�t� probablement pour la premi�ere fois� dans un travail de Liouville
en ���� �Liou��	 Liouville avait publi�e deux notes aux Comptes�Rendus en ����
�Liou�� �Liou�� et� dans un m�emoire dans ce que l�on appelle aujourd�hui le Journal
de Liouville� il d�eveloppe un peu sa m�ethode	 C�est dans ces trois travaux qu�il
nous donne les premiers exemples de nombres transcendants et donc� c�est en
quelque sorte la naissance des nombres transcendants	 Pour donner des exemples�
il avait commenc�e par regarder des nombres r�eels donn�es par des d�eveloppements
en fractions continues et puis ensuite� il a �etudi�e des nombres qui sont donn�es par
leur d�eveloppement d�ecimal ou ��adique	 En fait� on peut remplacer le � dans
� par n�importe quel entier sup�erieur ou �egal �a �	 Les nombres dont Liouville
montre la transcendance sont des nombres comme

P
n�� �

�n�	 Il d�emontre que
ce nombre est transcendant et il �etudie pas mal d�autres exemples	 Parmi ces
exemples� il y a le nombre � et il remarque que sa m�ethode ne s�y applique pas	
Elle permet seulement de montrer que � est irrationnel	 C�est un peu curieux
parce qu�il a une m�ethode qui n�est pas tr�es �el�ementaire et le fait que � soit
irrationnel se voit imm�ediatement sur le d�eveloppement en base �	 Je vais dire
un peu comment il fait pour montrer la transcendance de certains nombres et
puis pourquoi il n�y arrive pas pour le nombre �	

Ce que fait Liouville� c�est �etablir une propri�et�e g�en�erale des nombres alg�ebri�
ques	 Un nombre alg�ebrique est un nombre complexe tel qu�il existe un polyn�ome
f�X� � Z�X�� f �
 �� annul�e par ce nombre	 Soit � un nombre alg�ebrique�
on appelle polyn�ome minimal de � le polyn�ome unitaire de Q �X� de plus pe�
tit degr�e annul�e par �	 On d�e�nit le degr�e de � comme �etant le degr�e de ce
polyn�ome minimal	 Les nombres qui ne v�eri�ent pas cette propri�et�e sont appel�es
transcendants	 En fait� cette d�e�nition de nombre alg�ebrique s��etend aux nom�
bres p�adiques et dans une certaine mesure �a certains corps comme les corps de
fonctions sur les corps �nis et il y a une th�eorie tr�es riche mais je vais parler
uniquement de la th�eorie classique� c�est��a�dire la th�eorie complexe	 On ne con�
naissait pas l�existence de nombres transcendants avant que Liouville en exhibe
certains explicitement	 La m�ethode de Liouville consiste �a �etablir une propri�et�e
d�approximation pour les nombres alg�ebriques	 Il a �etabli un th�eor�eme qui nous
dit qu�un nombre alg�ebrique ne peut pas �etre trop proche d�un rationnel	

Th�eor�eme de Liouville�
Si � est un nombre alg�ebrique de degr�e d� il existe une constante r�eelle C��� � �
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telle que� pour tout rationnel p�q di��erent de �� on ait������ p

q

���� � C���

jqjd �

Deux mots sur la preuve	 Je ne donnerai pas toutes les d�emonstrations des
th�eor�emes que je vais �enoncer	 Mais je peux vous expliquer celle�l�a � elle est tr�es
simple	 On regarde le nombre f�p�q� qui est non nul parce que l�on a suppos�e
� �
 p�q et que l�on a pris pour f un polyn�ome �a coe�cients entiers rationnels
de degr�e minimal annulant �	 Le nombre jf�p�q�j est un rationnel strictement
positif donc plus grand que l�inverse de son d�enominateur �qui vaut qd�	 On a
donc l�in�egalit�e

�

jqjd �
����f
�
p

q

����� �
Si p�q �etait tr�es proche de �� f��� et f�p�q� seraient tr�es proches l�un de l�autre	
Et comme f��� est nul� on aurait f�p�q� petit	 En fait� on v�eri�e �cela r�esulte
d�une simple application du th�eor�eme des accroissements �nis� qu�on a la relation����f

�
p

q

����� �
������ p

q

���� �

C���

o�u C��� est une constante ne d�ependant que de �	 Cela nous donne l�in�egalit�e
qu�on voulait	

Si vous voulez appliquer ce th�eor�eme �a un nombre comme � 

P

n�� �
�n�� vous

tronquez la s�erie	 Vous obtenez la somme
PN

n�� �
�n� qui est un nombre rationnel

pN�qN 	 Vous avez alors cette suite �pN�qN �N�N de rationnels qui converge tr�es
vite vers �	 En fait� elle converge trop vite pour que l�in�egalit�e du th�eor�eme soit
v�eri��ee	 Cela permet d��etablir que le nombre � est transcendant	 Maintenant�
pour � 


P
n�� �

�n� � on voit en fait que cet argument permet de montrer que ce

nombre n�est pas rationnel	 Vous �ecrivez que la somme
P

n�� �
�n� 
 a�b et puis

vous appliquez le m�eme argument que celui de Liouville	 Vous prenez le nombre
pN�qN 


PN
n�� �

�n� obtenu en tronquant la s�erie �a l�ordre N � o�u qN 
 �N
�

� et
puis vous regardez a�b� pN�qN 	 La di�cult�e dans ce genre d�estimations est de
v�erifer que le nombre n�est pas nul	 Mais l�a� c�est facile parce que le nombre a�b
est strictement plus grand que pN�qN � a�b � pN�qN 


P
n�N ��n

�

� � puisque
tous les termes de la s�erie sont strictement positifs	 Il n�est pas tr�es di�cile de
majorer a�b� pN�qN car on a une s�erie qui converge su�samment vite et en fait�
c�est le premier terme du reste de la s�erie qui va dominer a�b � pN�qN 	 On a
donc la relation

� �
a

b
� p

q
�

�

��N����
�
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Comme pr�ec�edemment� le rationnel a�b � pN�qN �etant strictement positif� on
peut �ecrire a�b� pN�qN � ��bqN 	 On a donc obtenu les in�egalit�es

�

bqN
� a

b
� p

q
�

�

��N����

o�u qN 
 �N
�

et b est �xe �il ne d�epend pas de N�	 On fait alors tendre N vers
l�in�ni et on voit que les deux in�egalit�es ne sont pas compatibles	 Le nombre �
n�est donc pas rationnel	

Voil�a� je vous ai expliqu�e �ca un petit peu en d�etail pour vous dire qu�une fois
que Liouville a d�emontr�e que ce nombre n��etait pas rationnel� on s�est demand�e
s�il �etait transcendant ou non	 Les premiers travaux qui ont �et�e faits l�a�dessus
sont dus �a un math�ematicien russe� Tschakalov� dont la m�ethode a �et�e reprise
par Bundschuh �Bu�	 Ce dernier d�emontre un r�esultat un peu paradoxal � il a
prouv�e que � n�est pas un nombre de Liouville	 On appelle nombre de Liouville
un nombre r�eel transcendant dont la d�emonstration de transcendance s�obtient
par le m�eme argument que celui de Liouville	 C�est un nombre qui est tr�es bien
approch�e par des rationnels	 Il est plus facile de dire ce qu�est un nombre qui
n�est pas de Liouville � cela signi�e que l�on a����� � p

q

���� � C�

jqjC�

���

o�uC� et C� sont deux constantes r�eelles positives d�ependant de � et p�q un nombre
rationnel quelconque	 L�argument utilis�e pr�ec�edemment consistait �a tronquer la
s�erie mais on pouvait se demander s�il n�y avait pas de nombres rationnels qui
approchaient mieux la s�erie	 Bundschuh d�emontre qu�il n�y en a pas	

Si vous voulez une estimation plus faible que celle de ���� il y en a une qui
est facile �a obtenir �c�est une remarque de M	 Mignotte�	 Au lieu de C�� on
peut mettre log log q �c�est moins bon� mais la d�emonstration est tr�es simple car
elle consiste �a reprendre la d�emonstration de l�irrationalit�e de �	 Cela donne un
r�esultat e�ectif mais �evidemment pas aussi bon que celui de Bundschuh	

Finalement� je vais vous donner la r�eponse �a la question que je vous ai pos�ee
en d�ebut d�expos�e	

Th�eor�eme � �Nesterenko ����	�
Le nombre � est transcendant�

J�ai d�ej�a eu l�occasion de citer ce th�eor�eme �a pas mal de coll�egues qui ne sont
pas sp�ecialement int�eress�es par la th�eorie des nombres et qui font soit d�autres
math�ematiques soit de la physique th�eorique� par exemple	 La r�eaction a presque
toujours �et�e �Quel est l�int�er�et de ce r�esultat��	 Je crois que le premier int�er�et
est que c��etait un probl�eme ouvert depuis tr�es longtemps	 C��etait un probl�eme
sur lequel des gens avaient travaill�e et qu�on ne voyait pas comment aborder	



Fonctions modulaires et transcendance �

La solution va venir de l��etude des fonctions th�eta � on remplace ��� par z et
on regardera ce qui se passe au point z 
 ���	 Ces fonctions th�eta ont �et�e pas
mal �etudi�ees �c�est pr�ecis�ement ce dont je vais vous parler�	 Mais ces �etudes ne
permettaient pas d�obtenir la transcendance de �	 C�est �ca� la premi�ere motiva�
tion de l�obtention de ce r�esultat	 Il y a d�autres motivations �a cette �etude et
en particulier� le fait que certains r�esultats de transcendance ont des applications
�a d�autres domaines	 Cela demanderait beaucoup de d�eveloppements et je ne
veux pas aller dans cette direction�l�a	 Je vais garder la premi�ere motivation de
l�int�er�et philosophique� th�eorique de d�emontrer que des nombres sont transcen�
dants	 Il serait tr�es int�eressant d�arriver �a r�esoudre certains probl�emes ouverts
comme le probl�eme de la transcendance de ���� 


P
n�� n

��	 On sait que ce
nombre est irrationnel par des travaux d�Ap�ery mais on ne sait pas du tout s�il
est racine d�un polyn�ome �a coe�cients rationnels de degr�e �� � ou �			 Il est proba�
blement transcendant	 Si on remplace n�� par n��� on obtient 	��� et on sait
que c�est un nombre transcendant	 Les constructions qu�a donn�ees Liouville per�
mettent d�obtenir des nombres transcendants mais ce sont des nombres qui sont
fabriqu�es pour �etre transcendants	 La premi�ere d�emonstration de transcendance
d�un nombre qui apparaissait naturellement avant� c��etait le travail d�Hermite sur
la transcendance de e	

Th�eor�eme �Hermite �
��	�
Le nombre e est transcendant�

L�a aussi� en quelque sorte� c��etait un r�esultat un peu gratuit mais la d�emonstra�
tion d�Hermite a eu des cons�equences dans beaucoup de domaines	 En particulier�
les constructions que faisait Hermite ont permis de donner naissance �a ce que l�on
appelle maintenant les approximants de Pad�e qui se r�ev�elent utiles dans beau�
coup d�applications	 Le probl�eme ouvert �a cette �epoque�l�a �etait la transcendance
de 	 qui a �et�e d�emontr�ee par Lindemann	

Th�eor�eme �Lindemann �

�	�
Le nombre 	 est transcendant�

C��etait un probl�eme consid�er�e comme important parce qu�il r�esolvait d�e�nitive�
ment le probl�eme de la quadrature du cercle	 L�a aussi� on peut se poser des
questions sur la motivation	 Un des int�er�ets de cette �etude �etait qu�il s�agissait
d�un probl�eme tr�es ancien	

Si je vous donne ces r�esultats�l�a� c�est pour vous dire qu�il y a avec les deux
nombres e et 	 des probl�emes ouverts qu�on ne sait vraiment pas attaquer	 Par
exemple� je voudrais donner un second probl�eme ouvert apr�es la transcendance
de ����� c�est celui de l�irrationalit�e de e		 On conjecture qu�il est transcendant



� Michel Waldschmidt

mais on ne sait m�eme pas montrer qu�il est irrationnel	 De mani�ere un peu
surprenante� quand on prend les deux nombres e et 	� on peut former d�autres
quantit�es sur lesquelles on peut dire quelque chose	 Un exemple en est le nom�
bre e�	 C�a para�t un peu bizarre que l�on ne sache rien dire sur e	 et que l�on
sache quelque chose sur e�	 Ce nombre e� appara�t d�ej�a �implicitement� dans un
travail d�Euler	 La question a �et�e reprise par Hilbert en ���� dans le septi�eme
de ses vingt�trois probl�emes	 Ce probl�eme a �et�e r�esolu sous la forme e� �ce que
demandait Hilbert �etait un peu plus g�en�eral� par Gelfond en ����	

Th�eor�eme �Gelfond ����	�
Le nombre e� est transcendant�

Pourquoi peut�on dire quelque chose sur e� alors qu�on n�y arrive pas pour e	�
Eh bien� c�est parce que e� a une propri�et�e bien connue� c�est que �e��i 
 ��	 En
gros� si vous remplacez i et �� par deux nombres alg�ebriques � et 
 quelconques�
vous avez le m�eme r�esultat � si une puissance alg�ebrique �irrationnelle� d�un nom�
bre donn�e est alg�ebrique� le nombre consid�er�e est transcendant	 Je vais donner un
exemple parce qu�il appara�t aussi quelquefois	 Si vous prenez le nombre e�

p
�	��

il est lui aussi transcendant puisqu�on a encore �e�
p
�	��

i
p
�	�


 ��	
Maintenant� quand on regarde ces di��erentes questions� on a envie de poser

des probl�emes un petit peu plus g�en�eraux	 Par exemple� si vous voyez le nombre
e	� vous pouvez poser la m�eme question pour d�autres quantit�es form�ees avec e
et 	� par exemple� la somme e � 		 Si on veut poser un probl�eme un peu plus
g�en�eral� on est amen�e �a regarder des questions d�ind�ependance alg�ebrique	

Conjecture�
Les nombres e et 	 sont alg�ebriquement ind�ependants�

Cela signi�e que si P est un polyn�ome de Z�X� Y � non nul alors P �e� 	� �

�	 On a un �enonc�e �equivalent qui semble plus fort mais qui ne l�est pas �c�est
un petit argument d�alg�ebre�	 Si l�on consid�ere un polyn�ome P non constant
de Q �X� Y � �Q est l�ensemble des nombres alg�ebriques complexes� c�est aussi la
cl�oture alg�ebrique de Q dans C �� alors le nombre P �e� 	� doit �etre transcendant	

Cette conjecture donne que des nombres comme e	� e � 	 et tous les nom�
bres fabriqu�es �a partir de e et 	 par des op�erations alg�ebriques devraient �etre
transcendants	 On n�a aucune id�ee sur ce probl�eme�l�a	 Mais� je vous disais que�
quelquefois� il y a des nombres qu�on arrive �a ma�triser mieux que d�autres de
mani�ere assez surprenante	 C�est pr�ecisement le cas pour e�	 On sait dire des
choses sur e� que l�on ne conna�t pas encore sur e	
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Th�eor�eme � �Nesterenko ����	�
Les nombres 	 et e� sont alg�ebriquement ind�ependants�

Il se trouve que les Th�eor�emes � et � sont les corollaires d�un �enonc�e plus
g�en�eral qui fait intervenir les fonctions modulaires	 J�aimerais vous expliquer
comment les fonctions modulaires interviennent pour montrer des r�esultats comme
ceux�l�a	 Il y a donc deux histoires �a vous raconter �en fait� elles n�en font qu�une�	
Il y a l�histoire du nombre � et l�histoire de 	 et e�	 Pour le nombre �� vous avez
vu comment il s��ecrivait  cf	 ���  � il est assez naturel de faire intervenir une
fonction qui est la somme

P
n�� z

n� 	 En fait� pour ne pas se limiter aux entiers
plus grands que �� on va faire la somme sur tous les entiers rationnels	 Quand n
sera n�egatif� n� sera le m�eme et pour n 
 �� on obtient �	 On va donc consid�erer
la fonction �� �

P
n�� z

n� qui est en fait la somme
P

n�Zz
n� 	 Cette fonction que

l�on appelle �� est une fonction th�eta int�eressante qui a �et�e utilis�ee par Jacobi
pour regarder la d�ecomposition des nombres entiers en sommes de carr�es� pour
red�emontrer que tout nombre entier est somme de quatre carr�es� et compter com�
bien il y a de d�ecompositions	 Cette fonction n�intervient pas toute seule� elle
intervient avec deux de ses copines �� et �
	 On d�e�nit ces trois fonctions comme
suit

���z� 
 �z��

X
n��

zn�n���

���z� 

X
n�Z

zn
�

�
�z� 
 ����z� 

X
n�Z

����nzn� �

Les notations ��� ��� �
 sont plus ou moins standard	 Elles varient suivant les
auteurs mais celles�l�a sont assez classiques	 En fait� il y a toute une famille de
fonctions th�eta avec des fonctions qui d�ependent de deux variables	 J�ai pris les
notations les plus simples qui correspondent �a ce dont j�ai besoin	 La variable
z est souvent marqu�ee q dans les livres	 Pour l�instant� on peut regarder ces
fonctions comme des s�eries formelles	 Mais si on veut les regarder convergentes�
on prend z de module plus petit que � et ces trois s�eries convergent	 Les s�eries sont
donn�ees avec n�n���� n� ou bien n� avec un coe�cient mais on peut aussi �ecrire

�c�est un th�eor�eme de Lagrange �N�D�R���
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ces fonctions comme des produits in�nis	 Ce sont des formules assez classiques �

���z� 
 �z��

�Y
n��

��� z
n��� � z�n�

���z� 

�Y
n��

��� z�n��� � z�n����

�
�z� 

�Y
n��

��� z�n���� z�n�����

On a donc trois fonctions ��� ��� �
	 On a besoin de ces trois fonctions pour
travailler � on travaille plus facilement avec les trois qu�en en prenant une seule	

Les formules exactes ne sont pas tr�es importantes	 Je voudrais vous expliquer
qu�en fait� il y a d�autres fonctions modulaires qui sont tr�es li�ees �a ��� ��� �
 �on
verra le lien tout �a l�heure� et sur lesquelles on va travailler de mani�ere un petit
peu plus facile	 Ce sont les fonctions modulaires de Ramanujan d�e�nies comme
suit �

P �z� 
 E��z� 
 �� ��
�X
n��

nzn

�� zn
�

Q�z� 
 E
�z� 
 � � ���
�X
n��

n�zn

�� zn
�

R�z� 
 E	�z� 
 �� ���
�X
n��

n�zn

�� zn
�

! 

�

����

�
Q� � R�

�

 z

Y
n��

��� zn��
�

J 

Q�

!



�

z
� ��� � ������z � ��������z� � � � � �

j��� 
 J�e�i�� �� � � H 
 f� � C " �m��� � �g�
Les notations P � Q� R sont les notations de Ramanujan	 Les notations E��

E
 et E	 sont celles des s�eries d�Eisenstein de poids �� � et � respectivement	
�Evidemment� on peut se poser la question � pourquoi les coe�cients ��� ���
et ��� � C�a� c�est aussi toute une histoire mais disons que �ca va bien marcher
avec ces coe�cients�l�a	 La fonction sur laquelle je vais travailler maintenant� c�est
surtout la fonction J 	 On a besoin de la chose suivante � il existe une fonction j���
�qui va �etre la plus int�eressante pour nous� o�u � appartient �a H� le demi�plan de
Poincar�e� c�est��a�dire l�ensemble des complexes de partie imaginaire � �	 Cette
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fonction j est p�eriodique de p�eriode �� elle a un d�eveloppement de Fourier en
z 
 e�i�� commen�cant par ���z� � ���	 La propri�et�e essentielle de cette fonction
j est son invariance sous l�action du groupe modulaire	 C�est �a cause de cette
propri�et�e que le mot modulaire appara�t ici	 On a donc la propri�et�e suivante �

j

�
a� � b

c� � d

�

 j��� pour tout a� b� c� d � Z tels que ad� bc 
 ��

Il n�y a qu�une seule fonction qui v�eri�e cette propri�et�e si l�on impose deux nor�
malisations	 La premi�ere est d�avoir un p�ole simple �a l�in�ni de r�esidu �	 La
seconde� c�est le coe�cient ���� qui est le bon coe�cient �etant donn�e les rela�
tions pr�ec�edentes	 Cette fonction j appara�t dans la th�eorie de la multiplication
complexe	 Je n�en ai pas besoin ici� c�est juste pour dire que cette fonction a

�et�e beaucoup �etudi�ee au ���eme si�ecle� et on a montr�e en particulier que si � est
alg�ebrique de degr�e �� et appartient �a H �les deux conditions entra�nent que � est
alors quadratique imaginaire�� alors j��� est alg�ebrique	 C�est vraiment tr�es utile
quand on sait qu�un nombre est alg�ebrique car il a une structure arithm�etique qui
est riche	 Il est beaucoup plus int�eressant de savoir qu�un nombre est alg�ebrique
que de savoir qu�un nombre est transcendant	 Ce nombre j��� a beaucoup de
propri�et�es	 On sait� en particulier� qu�il est entier alg�ebrique� i	e	 qu�il annule un
polyn�ome de Z�X� dont le coe�cient dominant est �� et que son degr�e est le nom�
bre de classes du corps Q ���	 En regardant cet �enonc�e sur � et j���� il �etait assez
naturel� dans le cadre de la multiplication complexe� de se demander s�il existait
d�autres valeurs alg�ebriques de � pour lesquelles j��� soit aussi alg�ebrique	 La
r�eponse est un petit peu d�ecevante parce qu�elle est n�egative	

Th�eor�eme �Schneider	�
Soit � � H� Si � et j��� sont tous deux alg�ebriques� alors � est quadratique�

Avant d�expliquer la d�emonstration� je voudrais tout de suite donner un pro�
bl�eme ouvert pos�e par Schneider lui�m�eme et qui est reli�e �a cela	

Probl�eme ouvert �deuxi�eme probl�eme de Schneider	� D�emontrer ce th�eo�

r�eme en utilisant la fonction modulaire j��� 
 J�e�i�� � 
 �
e�i��

� ��� � � � � �

C�est un probl�eme int�eressant et on a l�impression� apr�es les progr�es r�ecents
qui ont �et�e faits� que l�on n�est pas si loin que �ca de la r�esolution de ce probl�eme	
Mais pour l�instant� cela reste un probl�eme ouvert	 Pour que ce probl�eme ait
un sens� il faut voir ce que fait Schneider et voir qu�il n�utilise pas la fonction
modulaire j en tant que telle	 Il fait un d�etour par les fonctions elliptiques	 Je
vous explique en quelques mots quels sont les ingr�edients qui apparaissent dans
la d�emonstration de Schneider	 On part de notre nombre � � H 	 On pose
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q 
 e�i�� �c�est la transformation de variable qui fait passer de J �a j qu�on avait
tout �a l�heure�	 Ensuite� on va faire intervenir une courbe elliptique	 Une courbe
elliptique est le quotient du plan complexe par un r�eseau	 Ce r�eseau va avoir
deux p�eriodes fondamentales � 
 �	!�q����� �on va voir pourquoi c�est un bon
choix� et � 
 ��	 Quand on a deux p�eriodes � et �� on sait construire une
fonction elliptique �	 C�est une solution d�une �equation di��erentielle

��� 
 ��� � g��� g��

La fonction � est p�eriodique de p�eriodes � et �	 On peut calculer les coe�cients
g� et g� �a partir des s�eries d�Eisenstein G�k��� d�e�nies par la relation

G�k��� 

X

�m�n��Z�

�m�n��������

�m � n����k� k � ��

En fait� la s�erie G�k��� est la m�eme chose que Ek �a une normalisation pr�es	 C�est
juste le coe�cient dominant qui change	 On a alors les valeurs

g� 
 ��G
����


�� g� 
 ���G	����

	
��

Le choix de � est fait de telle mani�ere que les deux nombres g� et g� soient des
nombres alg�ebriques	 La raison est que l�on a les deux �egalit�es

g�� � ��g�� 
 �����

����g�� 
 j�������

Comme j��� est alg�ebrique� g� l�est aussi gr�ace �a la relation ���	 La relation ���
entra�ne alors que g� est alg�ebrique	

Ensuite� on consid�ere deux fonctions elliptiques �

f��z� 
 ��z�� f��z� 
 ���z��

On va regarder ces deux fonctions m�eromorphes aux points z 
 �m������� m �
Z �qui sont en nombre in�ni�	 Les valeurs qu�elles prennent en ces points�l�a sont
des nombres alg�ebriques	 On a donc deux fonctions qui prennent des valeurs
alg�ebriques en beaucoup de points et qui v�eri�ent des �equations di��erentielles
faisant intervenir le corps de nombres

K 
 Q �g�� g�� �� ������� ������� �

On v�eri�e que la d�erivation par rapport �a z laisse stable l�anneau K�f�� f�� f
�
�� f

�
��	

Il y a un th�eor�eme g�en�eral que l�on appelle le crit�ere de Schneider�Lang et qui
permet de dire que� lorsque toutes ces conditions sont satisfaites� les deux fonc�
tions f� et f� doivent �etre alg�ebriquement d�ependantes	 �A partir de l�a� c�est
un petit argument� disons alg�ebrique� qui permet de v�eri�er que le nombre �
doit correspondre �a un endomorphisme de la courbe elliptique� donc que � est
quadratique	
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C��etait une d�emonstration tr�es rapide mais c�est juste pour vous donner une
id�ee de ce qui est sous�jacent �a ces r�esultats de transcendance	 On travaille
avec des fonctions qui prennent des valeurs alg�ebriques en certains points et qui
v�eri�ent des �equations di��erentielles	 On peut montrer que �ca ne peut arriver
que dans des cas d�eg�en�er�es qui vont correspondre �a � quadratique	

Schneider a d�emontr�e pas mal de r�esultats de transcendance sur les fonctions
elliptiques	 Ses r�esultats ont permis �a Daniel Bertrand �Be�� de d�emontrer� il y a
une vingtaine d�ann�ees� les premiers r�esultats de transcendance qu�on connaisse
sur les fonctions modulaires	 Pour �ca� il faut voir qu�il y a un lien entre les
fonctions modulaires et les fonctions elliptiques	 On en a vu un �en�n� vu� c�est
peut��etre beaucoup dire�� c�est le nombre j��� qui appara�t dans le cadre des
fonctions elliptiques	 Il y a des liens assez �etroits entre les courbes elliptiques et
les fonctions modulaires	 Je vais vous montrer les formules que l�on a	 Ce sont
des formules tr�es classiques qui �etaient connues il y a un si�ecle	

Quand on a un nombre � � on peut l��ecrire sous la forme ��� de beaucoup de
mani�eres di��erentes et les formules que l�on obtient sont homog�enes	 Mais� c�est
mieux de ne pas �xer � 
 �� je pr�ef�ere prendre � et �	 Je pars d�un nombre
� � H et je regarde deux nombres complexes dont le quotient est � 	 Quand on
a � et �� on leur associe un r�eseau # 
 Z� � Z�	 �A ce r�eseau� on associe la
fonction � �c�est le produit canonique de Weierstrass� d�e�nie par

��z� 
 z
Y
���
� ���

�
�� z



�
ez���z

��������

C�est la plus petite fonction en un certain sens qui s�annule en tous les points du
r�eseau	 Quand on prend la d�eriv�ee logarithmique de �� ce qui est assez naturel car
c�est un produit in�ni� on obtient la fonction � 
 ���� de Weierstrass et quand
on prend l�oppos�e de la d�eriv�ee de �� on obtient la fonction elliptique � 
 �� �
de Weierstrass dont je parlais tout �a l�heure	 Vous voyez que les formules sont
relativement explicites pour trouver la fonction � quand on conna�t � et �	
Les p�eriodes � et � jouent un r�ole important mais en fait� les quasi�p�eriodes
jouent un r�ole presque aussi important	 La fonction � n�est pas p�eriodique mais sa
d�eriv�ee l�est	 Elle est donc ce que l�on appelle quasi�p�eriodique � on a ��z��� 

��z� � ��� Le lien entre les courbes elliptiques et les fonctions modulaires nous
est donn�e par des formules tr�es classiques qui permettent de calculer les valeurs
des fonctions P�Q�R et ! que j�avais d�e�nies pr�ec�edemment �c��etaient les s�eries
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d�Eisenstein� en fonction des nombres �� ��� g� et g�	 On a

P �q� 
 �
�

	
� ��
	

Q�q� 

�

�

��

	

�

g�

R�q� 

��

�

��

	

�	
g�

!�q� 

��

�	

���
�g�� � ��g����

Dans la pratique� on va s�arranger pour avoir g� et g� alg�ebriques	 C�est ce que
j�avais fait tout �a l�heure avec le choix de � 
 �	!�q�����	 Donc g� et g� sont des
nombres alg�ebriques et� comme on s�int�eresse �a des probl�emes de transcendance�
on peut essentiellement les ignorer	 Vous voyez que� si l�on veut conna�tre P�Q�R�
il su�t de conna�tre ��� � et 		 Donc regarder P�Q�R ou ��� � et 	� c�est
essentiellement la m�eme chose	 Quelquefois� c�est mieux de regarder ! parce que
! ne s�annule jamais �dans le disque unit�e ouvert �epoint�e�	 Cette fonction ! est
assez utile	

Toutes ces formules sont assez g�en�erales	 On peut se poser la question de
savoir ce que cela donne concr�etement si l�on prend une courbe elliptique� que
l�on se donne g�� g� et que l�on veut tout calculer	 Je consid�ere deux exemples
tr�es concrets	 Le premier est la courbe d��equation y� 
 �x� � �x	 On a

g� 
 �� g� 
 �� j 
 ����� � 
 i� q 
 e����

Les quantit�es g�� g� et j se calculent facilement	 Le fait que � 
 i soit quadratique
correspond au fait que la courbe elliptique admet des endomorphismes non trivi�
aux	 En�n� comme q 
 e�i�� � on a la derni�ere relation	 Pour �� on a toujours le
m�eme genre de formule

� 
 �

Z �

�

dtp
�t� � �t



�

�
B����� ���� 


$������p
�	

�

o�u B et $ sont les fonctions B�eta et Gamma d�Euler	 On a �nalement

� 
 i�� �� 
 i�� 

	

�
�

En gros� il su�t de conna�tre � et on trouve tous les autres �a partir de l�a	 On
voit appara�tre dans la formule de � le nombre $�����	 Si l�on remplace dans
l��equation de la courbe �x par �� on voit appara�tre $����� et puis des formules qui
sont du m�eme genre	 On consid�ere la courbe elliptique d��equation y� 
 �x� � �	
On a alors

g� 
 �� g� 
 �� j 
 �� � 
 � 
 e
�i�

� � q 
 �e��
p
��
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et

� 
 �

Z �

�

dtp
�t� � �



�

�
B����� ���� 


$������

�
��	
�

� 
 ��� �� 
 ��� 

�
p
�

�
� 	
�
�

Je voudrais �enoncer maintenant un troisi�eme th�eor�eme	

Th�eor�eme  �Chudnovsky ����	�
Les nombres 	 et $����� sont alg�ebriquement ind�ependants� Il en est de m�eme

pour les nombres 	 et $������

La d�emonstration de Chudnovsky utilise les courbes elliptiques que l�on vient
de regarder	 La preuve ressemble dans une certaine mesure �a celle de Schnei�
der	 Chudnovsky va utiliser la fonction elliptique � qui est la fonction de Weier�
strass associ�ee �a la courbe elliptique	 De mani�ere g�en�erale� Chudnovsky donne
un �enonc�e d�ind�ependance alg�ebrique sur les p�eriodes �� �� ��� �� dont voici un
corollaire qui provient de travaux de Daniel Bertrand	

Th�eor�eme plus g�en�eral ��enonc�e d�u �a Daniel Bertrand	�
Si q � C � � � jqj � �� J�q� alg�ebrique alors les nombres P �q��!�q� sont

alg�ebriquement ind�ependants�

Il est assez naturel de supposer J�q� alg�ebrique parce qu�on travaille avec des

nombres g�� g� alg�ebriques	 Si on prend q 
 �e��� ou q 
 �e��
p
�� on retrouve

l�ind�ependance alg�ebrique de 	 et $����� ou 	 et $�����	 C�est donc plut�ot
comme �ca que je voudrais �enoncer le r�esultat de Chudnovsky bien que lui�m�eme
ne l��enonce pas du tout sous cette forme�l�a	 Il est int�eressant historiquement
de noter que� lorsque Chudnovsky a d�emontr�e ce th�eor�eme� on ne savait pas
d�emontrer que $����� ou $����� �etaient des nombres transcendants	 C��etait un
probl�eme ouvert	 On ne savait m�eme pas montrer leur irrationalit�e	 La m�ethode
est un petit peu limit�ee en ce sens que l�on a ���� ��� �pour ���� on sait puisque
$����� 


p
	� mais on ne sait pas d�emontrer que $����� est irrationnel	

C�est donc Daniel Bertrand qui a d�eduit pas mal de corollaires de ce genre�l�a
provenant des travaux de Schneider �Be�� ou de Chudnovsky �Be����Be����Be��	
Mais c��etait toujours la m�eme d�emarche �

 on utilisait des fonctions elliptiques� des �equations di��erentielles et puis des
variantes de la m�ethode de Schneider "
 on avait des r�esultats sur les nombres  et � "
 on traduisait ces r�esultats en termes de fonctions P et Q �a l�aide des formules
que je vous ai donn�ees "
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 puis on avait des r�esultats de transcendance sur des valeurs de fonctions
modulaires	
Ce n�est pas tr�es satisfaisant car on voudrait bien �un peu dans l�esprit du

deuxi�eme probl�eme de Schneider� utiliser les propri�et�es des fonctions modulaires	
En particulier� il y a une question qui appara�t dans des travaux de Mahler et
des travaux de Manin et qui concerne le nombre J�q�	 Il s�agit de d�emontrer
que si q est alg�ebrique� alors J�q� est transcendant ou� si vous pr�ef�erez� si J�q�
est alg�ebrique� alors q est transcendant	 C�est la solution de ce probl�eme qui a
d�ebloqu�e la situation	 Elle a �et�e trouv�ee en ����	

Th�eor�eme � �Barr�e�Sirieix� Diaz� Gramain� Philibert ����	 ou
Th�eor�eme St�ephanois�
Soit q un nombre alg�ebrique� � � jqj � �� alors J�q� transcendant�

Le nom de Th�eor�eme St�ephanois provient du fait que les quatre personnes qui
l�ont prouv�e font partie du laboratoire de Th�eorie des Nombres de Saint��Etienne	
Il est un peu plus utile de l��enoncer dans le sens inverse �si J�q� est alg�ebrique
alors q est transcendant� parce que cela a des applications� en particulier sur
l�arithm�etique des fonctions elliptiques �mais c�est le cas p�adique qui est alors le
plus int�eressant�	 La d�emonstration de l��equipe st�ephanoise utilise la fonction j
et ses propri�et�es d�invariance sous l�action du groupe modulaire	 C�est donc une
d�emonstration de nature di��erente de celles qui avaient �et�e faites pr�ec�edemment	
C�est en d�eveloppant la m�ethode st�ephanoise que Nesterenko a d�emontr�e son
r�esultat	 Ce dernier englobe les deux premiers que j�avais donn�es	 Je vais vous
expliquer pourquoi	

Th�eor�eme � �Nesterenko ����	�
Pour tout q � C � � � jqj � �� trois au moins des quatre nombres q� P �q�� Q�q��R�q�
sont alg�ebriquement ind�ependants�

J�ai d�e�ni l�ind�ependance alg�ebrique de deux nombres� je vais peut��etre d�e�nir
l�ind�ependance alg�ebrique de trois nombres �� 
� � � pour tout polyn�ome H �
Q �X� � X�� X�� non nul� vous avez H��� 
� �� �
 �	 Parmi ces quatre nombres� il
y en a au moins trois qui poss�edent cette propri�et�e	 C�est donc �ca le th�eor�eme
g�en�eral	 On ne peut pas esp�erer mieux parce que si vous prenez par exemple q
alg�ebrique� alors il ne vous reste plus que trois nombres	 Il est peut��etre plus
int�eressant aussi de prendre J�q� alg�ebrique � on a alors une relation entre Q et
R� qui est justement le fait que J�q� soit alg�ebrique	 On a un premier corollaire
qui �etend bien le Th�eor�eme de Chudnovsky	
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Corollaire�
Si q � C � � � jqj � �� avec J�q� alg�ebrique alors q� P �q��!�q� sont alg�ebriquement

ind�ependants�

On peut regarder maintenant des valeurs sp�eciales de q qui vont donner �a
J�q� des valeurs alg�ebriques	 Il y a deux valeurs sp�ecialement int�eressantes	 La
premi�ere est q 
 �e��� qui donne l�ind�ependance alg�ebrique de 	�$����� et
e�	 C�est assez amusant � on ne sait pas d�emontrer directement que 	 et e�

sont alg�ebriquement ind�ependants autrement que par cette voie�l�a qui fait in�
tervenir $�����	 La deuxi�eme valeur est q 
 �e��

p
�	 Elle permet de montrer

que 	�$����� et e�
p
� sont alg�ebriquement ind�ependants	 On ne sait toujours

pas faire avec $�����	 Si on voulait traiter le cas de $������ ce ne sont plus
des courbes elliptiques qui interviendraient mais des vari�et�es ab�eliennes	 Il faut
d�evelopper la th�eorie � on peut esp�erer que ce sera fait dans un avenir proche	
Le Th�eor�eme � est donc un corollaire du Th�eor�eme �	 Maintenant� il me reste �a
vous expliquer le lien entre le Th�eor�eme � et le Th�eor�eme �	 Je vous rappelle que
le Th�eor�eme � a�rmait la transcendance du nombre � 


P
n�� �

�n�	 Le lien avec
le Th�eor�eme � se fait si on a des rapports entre les s�eries d�Eisenstein P�Q�R et
des fonctions th�eta	 C�est de ces rapports� classiques eux aussi� que je vais parler
maintenant	 La fonction qui nous int�eresse est la fonction ���z� 


P
n�Zz

n� 	
On voudrait montrer que cette fonction prend des valeurs transcendantes en des
points alg�ebriques	 On fait intervenir �� et �
 et on regarde les trois relations
suivantes

�
� 
 �
� � �

�

Q�z�� 
 ���
�
���z�

 � ���z�
 � �
�z�


�
�

!�z�� 
 �� ����z����z��
�z��
 �

Il n�est pas tr�es di�cile de voir �c�est de la th�eorie de l��elimination tr�es �el�ementaire�
que si vous avez un r�esultat sur deux des fonctions th�eta ��� et �� par exemple�
ou �� et �
�� si vous savez par exemple que l�un des nombres est transcendant�
vous en d�eduisez la m�eme chose sur Q et !	 Il su�t de consid�erer l�op�erateur
D 
 z�d�dz�	 On a alors les relations

�
� 
 ��D�
��
 �D������

�

 
 ��D����� �D�������

On peut �enoncer le r�esultat g�en�eral	 Pour i �
 j� les deux corps Q ��i�z�� �j�z��
et Q�P �z��� Q�z��� ont m�eme cl�oture alg�ebrique	 Donc il revient au m�eme de
regarder le degr�e de transcendance de l�un ou de l�autre �i	e	 regarder combien
il y a d��el�ements alg�ebriquement ind�ependants dans l�un ou dans l�autre�	 On a
donc Q et ! en fonction de ��� �� et �
	 Maintenant� on voudrait aussi P parce
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que P appara�t dans le Th�eor�eme de Nesterenko	 On l�obtient en prenant une
d�eriv�ee logarithmique	 On prend celle qu�on veut� par exemple D�����	 Que l�on
prenne l�une ou l�autre� cela revient au m�eme parce qu�il y a des liens entre elles	
On conna�t la fonction P quand on conna�t D���	 On a

P �z�� 
 � �D����� �D����� �D�
��
� �z��

On peut donc d�eduire l��enonc�e suivant	 Les deux corps Q��i�z�� �j�z�� D�k�z��
avec i �
 j et Q �P �z��� Q�z��� R�z��� ont m�eme cl�oture alg�ebrique	 Avec ces
di��erentes formules� on en d�eduit imm�ediatement le Corollaire suivant �remarqu�e
par Daniel Bertrand� du Th�eor�eme de Nesterenko	

Corollaire �Bertrand	�
Soient q � C � � � jqj � �� i� j� k � f�� �� �g avec i �
 j� Trois au moins des quatre

nombres q� �i�q�� �j�q�� D�k�q� sont alg�ebriquement ind�ependants�

L�exemple qui m�int�eresse est celui o�u je prends q 
 ��� et i 
 �	 On voit
que ���q� est transcendant et en fait� on voit m�eme qu�il est alg�ebriquement
ind�ependant de deux autres nombres que vous pouvez choisir dans une petite
collection �mais �ca revient au m�eme que vous preniez l�un ou l�autre�	 Le nom�
bre ���q� est le nombre �	 Pour les deux autres nombres� vous pouvez pren�
dre � 


P
n�� n

���n
�

et
P

n�� n

��n

�

	 Ces trois nombres sont alg�ebriquement

ind�ependants	 Ce n�est pas la peine d�aller plus loin	 Si vous prenez
P

n�� n
	��n

�

�
vous aurez des relations provenant de celles qu�il y a entre les d�eriv�ees des fonc�
tions th�eta �

��
DP

P

 P � Q

P
�

�
DQ

Q

 P � R

Q
�

�
DR

R

 P � Q�

R
�

DJ

J

 �R

Q
�

DJ

J � ����

 �Q

�

R
�

�
D�J

DJ

 P � �R

Q
� �Q�

R
�

En fait� on peut dire que le corps obtenu en adjoignant les fonctions th�eta �a C est
un corps di��erentiel	 Tout �el�ement de ce corps satisfait une �equation di��erentielle
d�ordre inf�erieur ou �egal �a deux	

J�aimerais bien parler maintenant de quelques probl�emes ouverts qui sont li�es
�a ces questions�l�a	 En fait� il y a d�ej�a pas mal de probl�emes ouverts dont j�ai
parl�e chemin faisant	 Vous avez pu voir qu�il y a des progr�es r�ecents qui ont
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�et�e faits mais qu�en m�eme temps� il y a beaucoup de questions qui ne sont pas
r�esolues	 On a fait des progr�es mais il y a beaucoup d�autres choses qui restent
�a d�ecouvrir	 Je voudrais concentrer le reste de l�expos�e sur trois questions qui
sont apparues depuis un an et qui concernent toutes les trois la fonction J 	 Le
premier probl�eme vient de Guy Diaz	

Probl�eme � �Diaz	�
Si q � C satisfait q �� R� � � jqj � � et J�q� � ��� ������ alors q est transcendant�

Je vais vous expliquer pourquoi on fait cette conjecture� ce n�est pas tout �a
fait gratuit	 Je pose tout de suite les deux autres probl�emes	

Probl�eme � �D� Bertrand	�

La fonction J est injective sur Q
� �D��� ���

Probl�eme  �D� Bertrand	�
Soient �� et �� deux nombres alg�ebriques multiplicativement ind�ependants dans

le domaine fz � C " � � jzj � �g� alors les deux nombres J���� et J���� sont

alg�ebriquement ind�ependants�

On dit que deux nombres � et 
 sont multiplicativement ind�ependants si la
relation �a
b 
 � avec a� b � Z entra�ne a 
 b 
 �	 Il y a des rapports entre ces
trois probl�emes	 D�abord ils sont tous les trois ouverts mais il y a d�autres liens
que je vais vous expliquer	

Une conjecture classique en th�eorie des nombres transcendants est la conjecture
des quatre exponentielles� et je vais vous expliquer pourquoi elle est plus forte
que les Probl�emes � et �� et pourquoi le Probl�eme � implique un cas particulier
de la conjecture des quatre exponentielles	 Dit comme cela� �ca n�est pas tr�es fort�
mais je vais �etre plus pr�ecis	

Quelle est cette conjecture des quatre exponentielles� J�ai d�ej�a eu l�occasion
d�en parler ici mais peut��etre que vous n��etiez pas tous l�a alors je vais rappeler
ce que c�est	 Sous sa forme la plus simple� elle consiste �a dire �et �ca� c�est un
probl�eme qu�on ne sait pas r�esoudre� que si vous prenez un nombre x � R tel
que �x � Z et �x � Z� alors x � N 	 Sous une forme voisine� le probl�eme appara�t
dans des travaux de Ramanujan sur les nombres sup�erieurs hautement compos�es
�superior highly composite numbers�	 Ramanujan avait a�rm�e que le quotient de
deux tels nombres cons�ecutifs �etait un nombre premier	 Alaoglu et Erd%os se sont
aper�cus qu�il fallait un argument qui n��etait pas encore connu et qui correspondait
�a la forme simple sous laquelle je viens d��enoncer la conjecture des quatre expo�
nentielles	 Depuis� ce probl�eme a �et�e �etudi�e de mani�ere un petit peu plus pr�ecise	
On peut remplacer � et � par des nombres alg�ebriques et Z par Q 	 On a donc
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quatre nombres alg�ebriques �� �� �x� �x qui sont les quatre exponentielles	 On peut
alors donner un �enonc�e un petit peu plus g�en�eral	 Soit x � C tel que �x

� � Q �
�x
� � Q avec ��� �� � Q non nuls multiplicativement ind�ependants alors x � Q 	

Il n�y a donc pas de relations autres que les triviales	 Il y a plusieurs mani�eres
�equivalentes d��enoncer ce probl�eme� dont l�une fait intervenir quatre exponen�
tielles	 Je ne vais pas donner celle�l�a	 Je vais en donner une qui fait intervenir
des d�eterminants	 Avant cela� je vais d�e�nir ce qu�est un logarithme d�un nombre
alg�ebrique	 Soit � � Q � un logarithme de � est un nombre complexe not�e log�
tel que elog � 
 � �on n�est pas oblig�e de prendre une d�etermination principale�	

Conjecture des quatre exponentielles�
On consid�ere une matrice

M 


�
log�� log��

log�� log�


�

dont les coe�cients sont des logarithmes de nombres alg�ebriques� Si les deux

lignes sont lin�eairement ind�ependantes sur Q � et si les deux colonnes sont aussi

lin�eairement ind�ependantes sur Q � alors le d�eterminant de M ne s�annule pas�

La relation avec l��enonc�e pr�ec�edent est la suivante	 Si �x
� et �x

� appartiennent
�a Q � on peut �ecrire x 
 log��� log�� 
 log�
� log��	 Le d�eterminant de M
est alors nul ce qui ne peut arriver que dans les cas triviaux � soit �� et �� sont
multiplicativement d�ependants� soit x � Q 	

Je vais vous expliquer le lien entre cette conjecture et ces trois probl�emes	
Revenons au premier probl�eme	 On a q � C � q �� R et J�q� � ��� �����	 S�il
existe � dans le domaine fondamental ��gure ���� page ��� tel que q 
 e�i�� � alors
j��� 
 J�q�� et le fait que j��� appartienne �a l�intervalle ��� ����� implique que �
est sur le cercle unit�e �pour le cas o�u q n�est pas de la forme e�i�� avec � dans le
domaine fondamental� voir �Wal���	

Finalement� la question qui est pos�ee dans le Probl�eme � consiste �a dire que si
le nombre � est de module �� cela doit entra�ner que q est un nombre transcen�
dant �

Probl�eme �Diaz	�
Si � � C � j� j 
 �� � �
 ��� alors e�i�� est transcendant	

C�est assez curieux comme question parce que vous regardez e�i�� quand �
varie sur le cercle unit�e	 On a presque l�impression que c�est une faute de frappe�
mais c�est bien � qui est de la forme e�i�� avec � r�eel	 Quand � d�ecrit le cer�
cle unit�e� e�i�� va d�ecrire une assez jolie courbe qui va �eviter tous les nombres
alg�ebriques	 On connait quelques autres courbes qui �evitent tous les nombres
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����

Figure �� Domaine fondamental

alg�ebriques � une droite d��equation 	ez 
 � o�u � est un nombre transcendant�
ne passera par aucun point de Q 	 Un cercle dont le rayon est un nombre tran�
scendant et le centre un point alg�ebrique �ou bien le rayon alg�ebrique et le centre
transcendant� ne contient aucun point de Q 	

Ce probl�eme pos�e par G	 Diaz est un cas particulier de la conjecture des quatre
exponentielles	 Pour le voir� on va supposer que e�i�� est un nombre alg�ebrique
�	 Un logarithme de � est �i	� � que je vais noter log�	 On sait que si un nombre
est alg�ebrique� son conjugu�e �complexe� est alg�ebrique et si on a un logarithme
d�un nombre alg�ebrique� son conjugu�e l�est aussi	 On peut d�e�nir un logarithme
de &� en prenant log &� 
 ��i	&� 	 Maintenant� on �ecrit que � est de module �� i	e	
� &� 
 �	 Cela donne la relation

���i	�� 
 �log���log &���

Vous �ecrivez comme �ca qu�un d�eterminant dont les coe�cients sont des loga�
rithmes de nombres alg�ebriques est nul	 On pose

A 


�
log� �i	
�i	 log &�

�
�

On a donc d�etA 
 � ce qui entra�ne� d�apr�es la conjecture� que log� et �i	 �ou
�i	 et log &�� �ca revient au m�eme� sont lin�eairement d�ependants sur Q 	 Cela n�est
possible que si log� est un multiple rationnel de �i	 donc � une racine de l�unit�e�
c�est��a�dire ��	 Cela explique le premier probl�eme	
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Pour le deuxi�eme� c�est un petit peu la m�eme chose	 On veut regarder ce qui
se passe quand J���� 
 J����	 Il faut montrer que �� 
 ��	 Le Probl�eme � est
encore une cons�equence de la conjecture des quatre exponentielles	 On part de
�� et �� avec J���� 
 J����	 On va passer �a la fonction j	 On pose les relations

�� 
 e�i��� � �� 
 e�i��� �

log�� 
 �i	��� log�� 
 �i	���

avec �� et �� � H	 Les nombres �� et �� sont reli�es par l��equation J���� 
 J���� qui
s��ecrit j���� 
 j����	 La fonction j n�est pas injective mais elle poss�ede la propri�et�e
suivante � si j���� 
 j����� alors �� et �� sont reli�es par une transformation
modulaire	 On a donc �� 
 �a���b���c���d� avec a� b� c� d � Z tels que ad�bc 
 �	
Je remplace �� et �� par des log� et je regarde l��equation que �ca donne �

log��

�i	


a log�� � �i	b

c log�� � �i	d
�

Encore une fois� on a une relation qui nous dit qu�un certain d�eterminant est nul �
celui de la matrice �

log�� a log�� � �i	b
�i	 c log�� � �i	d

�
�

Les nombres log�� et �i	 sont lin�eairement ind�ependants sur Q car �� n�est pas
une racine de l�unit�e puisque j��j � �	 Les deux lignes sont donc lin�eairement
ind�ependantes sur Q 	 De m�eme� log�� n�est pas un multiple de �i		 Donc les
deux colonnes sont ind�ependantes sauf si c 
 �	 Le fait que ce d�eterminant soit
nul� si l�on en croit la conjecture des quatre exponentielles� ne peut arriver que
quand c 
 �	 Il faut revenir un petit peu en arri�ere	 Si c 
 �� on a �� 
 �a���b��d
avec ad 
 �	 Donc� le nombre ����� appartient �a Z	 Dans ce cas�l�a� on a �� 
 ��	
C�est bien ce que je voulais � la fonction J est injective	

Il me reste le Probl�eme �	 Je ne suis pas en train de r�esoudre les probl�emes l�un
�a la suite de l�autre	 Je me contente de voir le lien avec la conjecture des quatre
exponentielles	 Pour le Probl�eme �� c�est dans l�autre sens que �ca se passe � ce
probl�eme implique un cas particulier de la conjecture des quatre exponentielles
o�u deux des �i sont des racines de l�unit�e et les deux autres ont un module �
 �	
C�est un cas un peu sp�ecial mais dans lequel on ne sait toujours pas r�esoudre le
probl�eme	 Ce n�est donc pas un cas inint�eressant	 Je ne vais peut��etre pas donner
trop de d�etails	 Je vous dis en deux mots ce que l�on fait	 Je vous rappelle que
dans le Probl�eme �� il s�agit de montrer que si �� et �� sont multiplicativement
ind�ependants alors J���� et J���� sont alg�ebriquement ind�ependants	 Il y a un
petit travail de pr�eparation �a faire sur le d�eterminant	 Il faut regarder ce qui se
passe si vous avez �i	 fois un nombre rationnel� deux fois	 Le seul cas int�eressant
est celui o�u ils sont oppos�es	 C�a ressemble �a ce qu�on avait vu tout �a l�heure	 En
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fait� on va avoir la matrice suivante

B 


�
�i	a log�
log�� �i	b

�

avec � et �� qui sont tous les deux de module plus petit que �	 On voudrait
montrer que la nullit�e du d�eterminant de B ne peut arriver que dans les cas
triviaux� i	e	 log� et log�� sont des multiples de �i		 On suppose donc d�etB 
 �	
On va utiliser le r�esultat �enonc�e dans le probl�eme � avec � et �� en utilisant la
propri�et�e que� comme d�etB 
 �� si je pose

� 

log�

�i	
� � � 


log��

�i	
�

alors le nombre �� � � Q 	 On utilise alors un petit peu les propri�et�es des fonctions
modulaires � si �� � � Q � les nombres j��� et j�� �� sont alg�ebriquement d�ependants
�c�est l��equation modulaire qui nous donne cela�	 On en d�eduit que les nombres
�� � � et � sont lin�eairement ind�ependants sur Q 	 Une fois que l�on sait cela� le
reste vient tout seul	 On en d�eduit que � est quadratique	 Il faut quand m�eme
utiliser le Septi�eme Probl�eme de Hilbert �ou Th�eor�eme de Gelfond�Schneider�
dont j�ai parl�e tout �a l�heure pour obtenir la conclusion	

Je vais peut��etre m�arr�eter l�a pour la conjecture des quatre exponentielles	
Mais� vous voyez que c�est un peu curieux	 Cette conjecture des quatre exponen�
tielles� qui concerne des logarithmes de nombres alg�ebriques� a des applications
�a la fonction J 	 Ce que je viens de vous raconter va un peu dans l�autre sens de
ce que j�ai fait au d�ebut	 On travaillait avec 	 et e� qui a priori font intervenir
la fonction exponentielle� et puis on a �et�e amen�e �a travailler avec des fonctions
modulaires	 Ici� c�est l�inverse	 Pour obtenir des propri�et�es des fonctions modu�
laires� on est amen�e �a introduire des fonctions exponentielles	 Cette conjecture
des quatre exponentielles a des avatars qui portent sur des logarithmes ellip�
tiques	 Il y a plusieurs mani�eres d��enoncer des analogues dans le cas elliptique	 Il
y en a une qui consiste �a remplacer partout des logarithmes par des logarithmes
elliptiques	 Il y a aussi un autre point de vue qui consiste �a prendre deux loga�
rithmes elliptiques et deux logarithmes usuels	 C�est ce que je vais faire parce
que �ca a vraiment beaucoup d�int�er�et dans ce domaine�l�a	 C�est ce qu�on appelle
l�analogue elliptique mixte de la conjecture des quatre exponentielles	 En termes
de groupes alg�ebriques� dans le cadre de la conjecture classique� on travaille avec
le carr�e d�un groupe multiplicatif et ici� on va travailler avec le produit d�une
courbe elliptique par un groupe multiplicatif	 On va prendre une courbe ellip�
tique	 On a donc une fonction � de Weierstrass comme celle de tout �a l�heure	
On va supposer que g� et g� sont alg�ebriques	 La fonction � va remplacer la
fonction exponentielle � au lieu de prendre un point log� qui donne une valeur
alg�ebrique �a la fonction exponentielle� on va prendre deux points complexes u�
et u� tels que ��u�� et ��u�� sont alg�ebriques	 On prend aussi log�� et log���
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deux logarithmes de nombres alg�ebriques	 On va regarder la matrice

M 


�
log�� log��

u� u�

�
�

Je voudrais avoir comme conclusion le fait que le d�eterminant de M n�est pas
nul	 Il faut mettre des hypoth�eses pour que ce ne soit pas trivial	 L�hypoth�ese
est simplement que les deux colonnes sont lin�eairement ind�ependantes sur Q

�on ne prend pas deux fois la m�eme colonne� et il n�y a pas de ligne nulle� i	e	
�u�� u�� �
 ��� �� et �log��� log��� �
 ��� ��	 C�est une hypoth�ese beaucoup plus
simple �a v�eri�er que celle d�ind�ependance lin�eaire de tout �a l�heure	 La conclusion
de la conjecture� c�est que le d�eterminant de M est non nul	 Il se trouve que cet
analogue elliptique de la conjecture des quatre exponentielles a beaucoup de liens
avec ce que j�ai racont�e	 Je ne peux pas m��etendre trop l�a�dessus mais je vais
juste donner un exemple qui est le Th�eor�eme St�ephanois	 Ce th�eor�eme �equivaut
�a dire que cette conjecture est vraie dans le cas o�u l�on met le plus de p�eriodes
possibles	 Que va�t�on prendre pour u� et u�� On demande que les ��ui� soient
alg�ebriques	 On va prendre deux p�eriodes	 Les p�eriodes� �ca ne marche pas tout
�a fait parce que �ca donne un p�ole	 On prend donc des demi�p�eriodes	 On va
prendre u� 
 ��� et u� 
 ���	 Les valeurs de ��ui� sont des racines du
polyn�ome �x�� g�x� g�	 Ce sont donc des nombres alg�ebriques	 Pour log��� on
va prendre i	 �qui est la moiti�e de la p�eriode de l�exponentielle�	 En r�esum�e� il y
a donc �equivalence entre le Th�eor�eme St�ephanois et le fait que la conjecture des
quatre exponentielles mixte est vraie pour u� 
 ���� u� 
 ��� et log�� 
 i		
On consid�ere donc le d�eterminant

d�et

�
�i	 log

� �

�

�on a tout multipli�e par deux�	 Le Th�eor�eme St�ephanois nous dit que ce d�etermi�
nant n�est pas nul	 Les nombres � et � forment un couple de p�eriodes fonda�
mentales qui sont lin�eairement ind�ependantes sur Q 	 Les colonnes sont donc bien
lin�eairement ind�ependantes sur Q 	 Les nombres �i	� � et � �etant tous trois non
nuls� les lignes de la matrice ne sont pas nulles non plus	 Le d�eterminant ne doit
donc pas �etre nul d�apr�es la conjecture	 Comment voit�on �ca � J�ai suppos�e que
g� et g� sont alg�ebriques donc j��� est alg�ebrique	 Si ce d�eterminant �etait nul�
cela donnerait que 
 
 e�i������ 	 Mais ���� c�est ce qu�on a toujours appel�e
� 	 Ici� on a suppos�e que J�q� est alg�ebrique� le nombre q ne peut donc pas �etre
alg�ebrique	 On ne peut donc pas avoir q 
 e�i�� 
 
 � Q 	 C�a� c�est un des liens
entre l�analogue elliptique et les questions dont j�ai parl�e avant	 Il y a d�autres
liens o�u l�on met d�autres conditions� on ne prend pas autant de p�eriodes	 C�est
dans un travail de Manin qu�appara�t le probl�eme o�u l�on a deux p�eriodes dans la
premi�ere ligne de la matrice et dans un autre travail de Daniel Bertrand� les deux
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autres p�eriodes	 Il y a donc d�autres liens qui sont int�eressants et qui m�eriteraient
d��etre d�evelopp�es encore	

Pour conclure� je dirais simplement que j�ai pr�esent�e un petit aspect de la
question	 J�ai expliqu�e un peu les r�esultats	 Je n�ai pas vraiment parl�e des
d�emonstrations� exception faite de la d�emonstration ultra�rapide du Th�eor�eme
de Schneider	 Maintenant� si vous voulez en savoir plus sur les d�emonstrations�
vous pouvez avoir facilement tous les d�etails en consultant l�expos�e que je vais
faire au S�eminaire Bourbaki la semaine prochaine� dont vous pouvez t�el�echarger
le texte depuis ma page web �U	R	L	 � http���www�math�jussieu�fr��miw�	

Questions�

�Eric Charpentier �  Tu as dit tout �a l�heure que la transcendance pouvait avoir
des applications dans d�autres domaines des math�ematiques et que tu ne voulais
pas t��etendre trop l�a�dessus	 Mais� est�ce�que tu peux nous donner une id�ee
rapide�

Michel Waldschmidt �  Oui	 Bon� je vous ai invit�e �a consulter ma page web	 Je
peux vous inviter aussi �a assister �a un colloquium que je vais donner �a Lille dans
deux semaines o�u je vais justement parler des applications de la th�eorie des nom�
bres transcendants	 Il y a beaucoup d�applications dans di��erents domaines	 Les
applications les plus connues sont celles qui viennent de la th�eorie de Baker o�u
des m�ethodes de transcendance permettent de r�esoudre des �equations diophanti�
ennes	 On peut dire que� de mani�ere g�en�erale� les m�ethodes de transcendance
donnent des r�esultats n�egatifs du genre �il n�existe pas�	 C�est bien cela qu�on a
fait aujourd�hui � on a montr�e qu�il n�y a pas de relation polynomiale inattendue
entre certains nombres comme 	� e� et $�����	 C�est un ph�enom�ene constant
que les m�ethodes transcendantes donnent des �enonc�es n�egatifs de ce genre�l�a	
Quand on a une �equation diophantienne �une �equation en nombres entiers�� des
m�ethodes d�approximation diophantienne permettent de d�emontrer qu�il n�y a
pas de solutions autres que celles que l�on conna�t d�ej�a et qu�on peut trouver par
ordinateur par exemple	 C�est �ca le th�eme g�en�eral	 Maintenant� il y a quand
m�eme des r�esultats de transcendance qui permettent d�obtenir des r�esultats posi�
tifs	 Par exemple� il y avait une question pos�ee par Sansuc et Colliot�Th�el�ene
sur la densit�e du plongement logarithmique d�un corps de nombres	 On cherchait
un sous�groupe de type �ni d�un corps de nombres dont l�image par le plonge�
ment logarithmique soit dense et on demandait quel est �etait le plus petit rang
possible	 La r�eponse a �et�e apport�ee par Damien Roy qui donne le rang exact	
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C�a� c�est un r�esultat positif parce qu�il dit qu�il existe un sous�groupe qui a le
bon rang	 Quand on analyse bien la d�emonstration� on s�aper�coit qu�elle consiste
�a dire essentiellement � �vous prenez un sous�groupe raisonnable et qui devrait
convenir	 S�il ne convenait pas� il y aurait des relations inattendues et on mon�
tre qu�il n�y en a pas�	 C�a reste quand m�eme des r�esultats n�egatifs	 Parmi les
applications qu�on peut avoir� j�ai eu r�ecemment une correspondance avec un
informaticien th�eoricien �Jean�Michel Muller� qui voulait montrer que des algo�
rithmes implant�es sur di��erents ordinateurs vont donner le m�eme r�esultat	 Ce
n�est pas di�cile pour les op�erations fondamentales �sommes� di��erences� pro�
duits� quotients� mais pour des fonctions transcendantes� une di�cult�e appara�t	
Elle est du type suivant	 Vous prenez un nombre x autoris�e par la machine �donc
rationnel� dans un ensemble �ni� et vous demandez �a la machine de calculer dis�
ons ex	 Le nombre que va donner la machine est une approximation de ex et il
faut savoir comment arrondir	 Quelle que soit la r�egle que l�on va utiliser� il faut
savoir que ex� quantit�e transcendante� ne peut pas �etre trop proche d�un nombre
rationnel	 Il faut une estimation explicite et cette estimation est e�ectivement
donn�ee par des m�ethodes transcendantes	

Il y a d�autres domaines o�u les m�ethodes transcendantes ont des applica�
tions	 Un exemple est la th�eorie des fonctions L p�adiques o�u intervient� dans des
travaux de Mazur et de plusieurs autres personnes� le Th�eor�eme St�ephanois	 Et
puis� il y a aussi des travaux de Masser et W%ustholz qui concernent le th�eor�eme
d�isog�enie qui appara�t chez Serre et dans le th�eor�eme de Faltings� pour lequel les
m�ethodes transcendantes donnent des algorithmes e�ectifs� des bornes quantita�
tives pr�ecises	 Disons� qu�en gros� un des domaines d�application de cette th�eorie�
c�est de fournir des estimations souvent explicites �pas toujours � certaines fois�
elles ne sont m�eme pas e�ectives� qui sont utiles dans d�autres branches	 Par
exemple� la th�eorie des �equations diophantiennes� l�arithm�etique des courbes el�
liptiques� la recherche de minoration de hauteur de points qui ne sont pas de
torsion� la borne de la torsion			

Henri Hogb�e�Nlend �  Est�ce qu�il y a des th�eor�emes de convergence�

Michel Waldschmidt �  Quand on veut d�emontrer qu�un nombre est transcen�
dant� on a besoin de bonnes approximations	 On a donc besoin de formules qui
convergent relativement rapidement	 A priori� c�est tr�es di��erent de ce que font
les personnes qui �etudient l�approximation par des fonctions ou l�approximation
num�erique� et qui ont besoin de formules dans lesquelles peu de calculs vont don�
ner une approximation tr�es bonne	 Le probl�eme qui se pose ici� c�est la rapidit�e
de la convergence non pas en termes du nombre d�op�erations �a e�ectuer� mais
en fonction du d�enominateur � on veut savoir s�il va �etre grand ou non quand
l�approximation est bonne	 Maintenant� la question que tu poses me fait penser �a
une remarque un peu curieuse � quand on regarde les valeurs de la fonction $ pour
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lesquelles on a des algorithmes de convergence rapide� ce sont pr�ecis�ement des
valeurs de la fonction $ en des points rationnels pour lesquels on sait d�emontrer
que le nombre est transcendant	 Cette remarque n�est pas tr�es profonde parce
que ces algorithmes font intervenir la moyenne arithm�etico�g�eom�etrique	

Henri Hogb�e�Nlend �  Est�ce qu�il y a des op�erations alg�ebriques qui permettent
de fabriquer des nombres transcendants �a partir d�autres nombres transcendants	
Par exemple� on sait que le nombre e�� form�e �a l�aide des nombres transcendants
e et 	� est transcendant	 Que sait�on sur 	e�

Michel Waldschmidt �  Les nombres e et i	 sont tous deux transcendants� mais
ei� est alg�ebrique			 Pour le nombre 	e� on n�a aucune id�ee	 On ne sait pas du
tout s�il est irrationnel	 C�est un peu irritant mais on ne le sait pas	

Jacques Martinet �  Est�ce qu�il y a du nouveau du c�ot�e de la conjecture de
Schanuel�

Michel Waldschmidt �  Non� pas vraiment	 C�a d�epend un peu de la fa�con dont
on la regarde	 Damien Roy a introduit un point de vue un petit peu nouveau	
On regarde souvent la conjecture sous l�angle �ind�ependance de logarithmes� �
c�est le cas particulier le plus int�eressant� je crois� de cette conjecture �en�n� celui
qui aurait le plus d�applications�	 La conjecture dit que si on a des logarithmes
de nombres alg�ebriques lin�eairement ind�ependants sur Q � ils sont alg�ebriquement
ind�ependants	 Cela consiste �a �xer les logarithmes et �a regarder quels sont les
polyn�omes qui s�annulent dessus	 Ce qu�a fait Damien Roy� c�est changer de
point de vue � il prend un polyn�ome et il se demande quels sont les points �a
coordonn�ees logarithmes de nombres alg�ebriques o�u le polyn�ome va s�annuler	
Il a des r�esultats non triviaux	 Ce nouveau point de vue sur cette conjecture
permet d�obtenir quelques r�esultats nouveaux� mais sur la conjecture elle�m�eme�
on n�a rien pour le moment	 Quand on regarde l�ensemble des logarithmes de
nombres alg�ebriques� on ne sait toujours pas montrer qu�il y en a deux qui sont
alg�ebriquement ind�ependants	

Jacques Martinet �  On ne sait toujours pas montrer la non�nullit�e du r�egulateur
p�adique�

Michel Waldschmidt �  Malheureusement non� c�est bien triste	
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