
⑦
fours du 9/05/2023 -

Calcul . explicite du degré d'une application :

f : 8m 1$
"

surjective ( mm degfr-0 voir TD ) .

ou supra qu' il eaisle y c- $ᵐ tel feu f-
'(y) et fini

f- ' (y)-_ hnti.int]
-sit V

'

un voisinage de y ,
et lli voisinage de où

,
1≤ iar

tel que fini) et et Minaj⇒ peu i≠j _

Déf degré local par rapport à mi -
deg f) ai et l'urine entier tel que

HnlUi ,Ui-Ki}) → tlnlv/ Vinyl)
" Z Z

soit la multiplication par desflori -

Remarque : bien défini ou peu ceacènn on a

$? Vu 8mi hyy
duc Hoo ( V, Vinny) -3 M¥ Y $? hny) est un iso

et la route exacte longue
Hk($4 bois) → Hk

m) -HKLM 874M)→ Hk-ils? 4x4)
Iso . ±



②r

Prop Degf -_
e.≤ dgf /ai -

Application PNCR)= S'Yan - x Î ④Yan -a, aesir'
≈ Pm ,CIR) Ue

"

9mi

ai 8m
"

pn.IR)
id d j
Dm -5 PNCIR)

set g :
$" # PNCR ) À Dyana

, un.ÊPn%=$"Pn-IKRI

Soit Net Sls pls de 8m _ On a g-
'
(N) = 4N , S} .

Diet WN et Ws ds voisinage des pots dus 8m et Veuvage
du pole N de Slm tg GCWN)CV g (WS) C V -

G /WN : WN →✓ or endure à l'idihté

• g)ws: Wsrev
- •N -n .

⇒ Clegg = desg) µ, + dgglgsy = 1-+ C-1)
"+1

dg 9=0 si n en pair et 2 si n or n'pair _

/



③
Dein de la proposition

xï

tenue; teintait)À Unlv
, Vinyls)% 1- ki did .

Un 7$? {ai})Ï this? SMS
" À Un 7$?{yy )

r ↑à Pid
id

this ") À tenon)

Pouexsisin :
W
=

.

Ûlli 5=8? f-
'(y) .

a- =/

Hn (W ) e.LÎ Uiidsniy)
°

s this?S )
r "

%

☒ Hncui, uinhnib) → this? $? j'(d)
e-=\ Il

e-Ë ≥.

On a pioj = id ti , donc j en l'unique morphine
de gare abélien tel que j' (1) = (1, _ , 1)

FÉES -
On a Kil1)= (Q . , 1,0 , .io )

Tu place i
ce qui donne que degf = f * (1) .

deg f. = fÎj (1)= FEU , - 1)= É fah-bi.tt) =
.
Êilegflx; -

i--1 ii.1-



④
Prop H k€2 il easilè une application
continue f : $

"
-En de degré K -

Deni ◦ pour n-_1 .

tu a vu que 2- te Zk et de degré K -
- Fixes k≥1k
• Fixons 4. ËËn .

i--1 ,

✗
= 87 Ionj . 0

ma $%÷Î
On vote q :

En _ S'% =
ÛS" et

p:
$
"
→En

i :|

qui vaut l' identité sur chaque sphère .

Calculons le degré f. pq :$
"
- $?

←
⊕

On a pour y
C- \ N .

f-
'

(y)
--421 ,nz, . , ok} et il évite des ouverts lli

,Utg
f réalise en lumio : click .

donc deg f)ni = ±1-
. quitte à couper ji par une

réflexion on peut dire surper deegflai-1 ti ou
deg f) ai= -1 fi .
cela vous fournit donc une application de degré K ou

-k
_

peu K-O
il survit de prendre une arrliubn

Costante -



⑤
7- Attachement cellulaire et homologie
0m rappelle que si ✗ et obtenu à partir de
A par adjmelon de cellules des q:(× , A)KYA, AIA )
induit un iso en hnhgie -
⇒ tenu , A) → ten (HAHA) = Ûn(✗A) etuuiso -

woo 3 TD .
10

Thm Soit f. $
""
- ✗ une application atimie

et Y= Xvg en on a :

1) H-ktll-teb.CH H ktn , n
-1-

2) La suite suivante en exacte:
ou vêmcx) - nte) → Àny ($

"')Ï te~n.lk) → Ùn. ,(4) →O

Deni en écrit la suite exacte longue associée à la paire
(Y / ×) et ma % =

$?
'

→ Hkt, 14 ,×)→Ûk (x)→ tente) -i Hk 14 , ×) -1
"

ÛKH (SM )
"

Ùn (Slm)

pour ta ≠ n
-i o

"

pour k.tn
d'où si ta ≠ n ,n

- l in a tikH) est isomorphe à tête(X) _

Puis ( Din
,
8m") → ( Y, X) donne un mrphsine entre les deux

suite exacte lnfus associés aux parts .

01 Ûn (x) → Ùn (Y) → tente ,×) -' ten- i G)→ Hn- ily) → 0
Ttênlf) TIe ↑Hn-Ilf)

ou ÛN ( $") 1 tên(Dn) → tlnlDYSMY-IHn.IS/m-'l-kn.ilDm)so ☒
"
o

"
o

"
0



⑥
EN : tert Pm IRH = {ZAZ , tu b. < n et b. impair

≥
, pour k=n si n impur

10 sinon -

Dém Par récurrence men
n=1_ PHR) ≈ $1 ⇒HIP , (Rt) = Z et H , (PIR))=Z

n=2 BIR) = PHR)Ugif 91 : $1 → §%N-a.
en identifiant P1(R) avec $1 via l'hmio
S'Yann → 81

× ~ xz
91 devient $1 → $1 de degré 2-

2- ts 2-2

✓

0-ek~alPXRDute~alpz-CRD-H~KE-te-I-g.dk))-SHIKARI)→ 0= 0

⇒ Àa (Pairs)= %≥ et tes CBIÊRÎ)⇒

Supposons le résultat vrai
. pour tout l ≤ 2m -

On a alors :

Pam, (R) = Pan (R) -

u e
""

•

qzn :
822e $2'%µ,

92in

la suite exacte s'écrit donc :

◦ → Ûznt / ( Knuck)) → Û2n($%Ûzn( P2.nl R. ) )→ H~znLPzn.IR))→ 0
"
Z Ô .

par hypothèse de récurrence -
donc Û2n(Pantin)):O et Û2m+, ( Pau+,GR)) = Z .

Par ailleurs pour b. ≠ 2m
,
2mn tête ( Pan, (R)) = têklfnlR))

d'où le résultat ( = 0 sauf en degré K einpeir et < 2m ) .



⑦
2n.tl

Enfin
•

Panta (R) = Panti ( IR) U e
. 92Mt

le calcul fait p2 du degré de l'application g pour Pam, (R)

g : $2
""
→ Paix,(R) → PZNHCR!p% ,@, = $2"'
92mtttestde degré 2=1+ C-IÎ

""

.

Rosas ✗= Pan (R) Y= Panir (R) ma 4= ✗ Uqzn ém
"

.

la suite exacte

01 Mgmt,(4) → Ham, (4) → Han (x) -' Kzn (4)→ . _

IS to
Han,

2Mt ')
donne

Henty ( Panti (R)) → Hann
2m") est un isomorphisme .

MZMN (IT)

On en déduit donc que Hann (qan) et la multiplication
par 2 ou peu -2 .

Ainsi de la suite exacte

◦ → Âgn+
,
( Pants(RS) →Û2n+, ($

"") → têzn+, (Pzn, , (Rt) →Ûzn+,(Pan»(R)) -30
" "

z É z
H
2ms(92ms)

on déduit :
Û2n+, (P2ntz (R)) = 0 et Ûznt , (Bmx (Rt) = ¥22 .



⑧
Remarque sur l' bornologie à coefficient dos R
un anneau quelconque ou plus généralement un groupe
abélien -

les raisonnements faits ou les suites exactes associées à

un attachement cellulaire restent les mêmes :

plus précisément le théorème p5 est valable pour tous les
Coefficients -

Pour calculer H
# ( PnCRI , R) il faut retravailler

les seuils exactes -car on verra apparaitre des morphismes
de type R → R

✗2.

Si l'on refait le calcul on obtient le résultat suivant:

ttk ( PNIR)
,
A) = { Ku ( RER ) 0L b.≤ n et k pair

1
RAR si Ken et ta ànpair

| R si k : n et n input
O k>n , be:O

en particulier si R= %≥ on obtient

Hbc PNURI , 7/22 )= %≥ F 0≤ben

= 0 pour le>m



⑨
8- Homologie cellulaire

On fixe ✗ un CW - cuplexe -

On nte An l'oseille de ses
n- cellules - X '" on b- ieiu squelette .

P
PH.tl/lm,Xln-'Y=o-Vk--na)

b) t.n.LK'"
,
✗ '"") en un 2- nodule libre de bar ex? ✗ C- An.

c) Hpd ✗'n ') = 0 Hk >m -

d) Si ✗ est de dir finie N alors Hklx) -- o the>N .

e) l' inclusion canonique X'" -✗ induit un éso
HKCU" ) →HKCX) Htun -

Dein : bonne ④m'
,✗
K'' ) et une bonne paire on a

Hte(✗'"À"") = tête ( ✗'"Kin" ) et ✗' Inn ≈ v8
"

✗ c- An

Or à A.B sur correctement peints on a

* (AvB) = Û*(A) ☒ H*(B) .
En effet , AVB= A L'Bfggyn, @ .

Donc

Û*(AuB)= H* ( AUB , seauxB) = H IA , xA)☒ H* (Biars )
= À# (A) ⊕ * IB) .

.

Ceci permet de conclure les points a) et b) .
c) est démontré par récurrence sur n _ Pour n :O ✗

'"
est un

espace discret donc HKCX'" )=o ,
fb>0 .

si c'est vrai au rang n on applique la suite exacte longue associée
à la paire (✗

' " '"'
,
✗ '" ' ) ce qui donne

HKHLX'ᵐ") ✗'% Hbk'"') -1 Hb (✗'" '
" ') → Hk(✗'"

" { ✗'"') -10



⑦
→ Hklm') -1 Hk(✗'" '

" ') → Hk(✗'"
' '
,
✗
'" ')-s

=D = 0 pour le > ntl
-

pour>n
donc pour

te > n +1

d) Si ✗ et de dimension finie N ,
alors ✗ = ✗

(N) donc HKIX) :O pour
b) N .

e) Supposons d'abord
que ✗ et de déni finie N

_ .

Par ce etb pour kan on a HKCX ' "') → Hbk""') en un
iso car Hkt, [✗

""'
,
✗ 'n ') = Hk(✗ 'm"',✗

M'f- 0
on obtient alors

Hn ( ✗"
') → Hklxlmt")→ . . -> HKLXCND ont tous des Iso pour kt.sn

= HK (X)

Supposons ✗ quelconque et cvidérons c un b- cycle de ✗
, avec

K

kcn .

c- Edité avec toi: Ah → ×
Dk cugaet donc IILDK) intersecte un nombre fini de
cellules de ✗ . Donc 7N tel que c C- Ck( ✗(N') .
Mais pour Kam on a HKL ✗ (n)) → . Hh (✗ (Nt)
( porche N> n ) et un iso donc

7 ! Cd] C- HHH") tel que ix. (Cd))-_ k]_
Conclusion Ukc ×' " ' ) -IHKIX) et un iso ☒

~


