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chapitre - Algèbre homologique -

1- Définitions - Courtes de chaines
2- Suites exactes courts seuils exactes longues

Thm Toute suite exacte courte ou A.£ B. ICIO de

complexes de chaines induit une suite exacte bogue en bornologie
→ HnlA)

"¥ Ah /B)
""f) ten ( C) ° s ten-i (A)→ . . .

de manière fonctorielle -

Fonctorialité ◦ → Aa À B. 91 Ca → 0
1- ↓ du two

O l Abo - BI u c'*→ 0
f: s :

Donne . _ . → HNIA) → HNIB) - Hnk) ≈ Hn - t (A) → . .

ditlnlu) dtlnlv) dtlnlw) d ten-i Int

- r . → tlnlA' ) →MNIB' ) →Hnk') ¥ Mn. / (A) → . . .

Devin il subit de miner que An
,

Huike)D= Ôtlnlw) .
Soit x-ccntqdsn-0.SN y c- Bn tg g(g) =x
et a C- Ans tq fla) = deg et da--0 black la] .
Oza: i dwa--0

• guy = wgy. donc vy or en antécédent de wx

par g
'
-

Puis j'ua = vfa = vdy = dvy .
Donc D' [wx] = ( na]- u Cox] - ME



②

Corollaire 1 Soir ou A*À BooksCarlo une suite exacte courte

de cortex de chaines- Si 2 parmi le 3 couplés snt aegcliqus
( tn Hn (X. )-_ o) alors le troisième l'est aussi

9.
Demi ⇔ A,B acycliques → tenB) → Mnk)I th- , (A)→

est exacte en C et tonB)=D ⇒ Img*= Kendon
⇒ D eïjeetive mais tenu (A)⇒ ⇒0=0

Dmc ten (c)= 0 . ☐×

Corollaires soit 01Axe Bosco→° un morphisme de

oÏÀàÎÀ•xâÉ niùseaaets courte

de capter de chairs.
Si deux des trois morphismes Hn (Ux), Hnlvxil, Hnlwor) sort des Iso

tn
,
alors le troisième aussi -

Rem de terminologie A* ÀAL et un quasi
-Iso si

tfn Hnlfor ) et un isonvphsiue -

Bein du corollaire 2 : appliquer le terme de 5 aux rails

exactes longues en hewlvzie + fonctorialité -

3- Homotopie des capteurs de chaines

Déf : Deux morphismes de ex de chaines f. g : A* →Bas sont dits

lvnotopes et un vote f ≈ g sil eaiste une famille
de morphine de R-nodules hn : An →Bnu tq Fn

hns dit + d'niihn = qn - fn



③
Poop la relation d'homotopie et une relation d'équivalence _

Nein : fzrf ( prendre knuth )
si f≈g alors g≈f ( prendre hin = -ha tn )
si f ≈ g et geh als f = w C prendre ln = hntkntn)
h k ☒

Remarque cas de capter 1N - gradués :
- . → As → A, À Aono

% dfago
--
. → Bz → B1 dj Bo

"

la relation d'Antonie se lit
≈

dB
,
ho = go -f .

( en ellet un devoir avoir

d1Bho+ h - i doit = go- f mais doit:O et
0=4-1 : A -1=0 →Bo ) .

Prop si f≈g alors Hnlf) = Hnlgl .

Deni soit x C- An
,
dono .

On doit miner que lfnx] = lgnx] .
raignx-fnx-dhxthdx-dhxdncf.mx-fnx] = G] .
⇒ lynx] = ffnx] - ☒

Def f: AxelBx et une équivalence d' homotopie s'il
existe g : Bonetto telle que gf = ida et fg aide .

Prop l'équivalu d'huotquie et une relation d'èquialeece



④
sur les capteurs de chaines . On note Aa ± Bon

Ben's
: Aoi≈ A* ( poudre f--id)
si Aa≈ Bo ales Bazaar ( inverser ls rots de fetg )

si As≈ Bon et Bon ≈ Ca :

f : A → B u: B- C

g : B
- A v : Cab .

il faut montrer feu si f=g : tu→ L ales

file :L→M
,
Vv : Pak ufv ≈ugv

cela provient du leurre suivant :

si bien une hntqie UN nvptismes de Cuphea de chairs
ales uh et un burkini

,
hv aussi .

On a donc si

gf-ridpfg~idrsvur-idssuv~idcdd.CI) :Ac gv: CNA

vérifient ufgv ≈ idc et gvuf ≈ IDA ☒

Déf un Cuplexe Ca en dit cuheutéle si C.≈ 0

( ⇐ ides ≈ o) .

Corollaire : ° Si f équivalu d'Antonie ales for un qiso
• Si Cx et Ghoutile dos il est acyclique -

on n'a pas le réciproque -

Dim corollaire 9- g tg gfzeid ⇒ thslg) Hnlf) -_ id tn

fg ≈ id ⇒ ten'f) Hnlgtid tn

⇒ Fn Thrift is ☒ .


