
Cours du 18104123 ( cours 9]

Rappel ✗ erace topologique ,R un anneau

CFYCX.IR) = R-nodule livre engendré par les apple.GS
centimes T: Dm - ✗

m

0T =
2 C-N' tofi où Si: Dmt- In
to

lo l'application affine défini par Silva { vk k≤ i- iVba k≥i

Hn (X; R) : = Nn (CFYK.pl)

Déf : le Carlene singulier réduit ÎCX;R ) en le
Cuphea de chaire CMX;D augmenté en degré -1

peu R : COQ;R) E-R
C- te 1-

On défit l'huhgie réduite À (X,R) comme l'hnohgie
de ce cuglexe _

On a te~plx.IR/-- { Hpk;D p >0

KeiGIM So 8=0

/ 0 pas

si ✗ en cueæ peu ans alors H~ofx.IR)= 0 .

en particulier roi ✗ en citrouille alosfpH~pk.pk0 .



②

③ - Homologie relative

Déf Soi ACX un sous- espace topologique .
cela fournit ix : Cn (Air) - CNCX;R)

on défit le cuplexe relatif Cnlx
,A) came le

quotient cnk.pt/n(A.,py et l' hnobgie relative

came Hn ( Cork , AH -

Pourquoi relatif ? • un cycle de Cook , A) correspond à
une chaine -CE Cnk) telque de esta

valeurs das A.

pour un tel cycle , si l'on note à sa classe modulo

CNIA) on a (E)= là] des tln (Caracas)
⇔ 3- à C- ↳CHA) telque c- =SueJu C- Cnk)

,
v.c- Cm / A) c- Sut V

dur
-corn bord relativement à A .

Prop Olcott)→Cork)→ CACHAI-10 es une suite exacte
courts de Cepheus _ Le morphine connectent des le suite

exacte lergue en hendaye
Hnk,A) ten-IA) en donné peu DE] = là] .

Dein a) d'* : CnlA) →Cnk) en injective .
Sur ✗= Edjtj aveedjcr et Xj : M-A atimie .

d'*✗= Edjioxj =D . ioxj: DNX en chimie

⇒ v-jdj-o.ca Cnk) ble R-nodule livre

engendré par tout ↳ applications culinaires Dn- ✗ .



②

Morphisme connectent: O → GIA) →Cnlx)→ ↳Ymca, 10
≤ c- '

↓d do
one GIA) 1 Cn-IK) → On"%(A)De

peu défnihn on a de C- GCA) donc +, là] . ☒ .

Remarque : On mtn que l'on a une suite exacte courte

0 →
-

à.CA ;R) - ÎCX;R) → C.CX ,
A;Rl →0 au

niveau des Cuphea augmentés - La suite exacte
1

longue anoiùeé relie l'hulozie relative et l'hntegie réduite .

Rappel Topz : catégorie dont les objets sont les pains
( × , A) avec ACX et les vwplisns (HA)-KYB)

snt ↳ applicateur cervinus ✗*Y tqfcA)CB .

On a une notion d'historie relativemet à A :

LÉA G À f)A =g /A et J H : XXI→ Y

H Iono)-_ fort Hloritgla)
H (alt)= ☒a)-9cal .

Prop Top≥ → ch* or un futur
(XIA) tu CACHAI

si f -2g ales ↳( f.) =↳ (g) : CDKA)-Kate,B)
relit

Prop (Voir TD) Sit ACBCX on a une suite
exacte tengue en hutlojie

- - . → ten (B, A) → tlnlx,A) →Hnk ,B) → Hm , /B,A)
→ . - -



③

4- Théorème d'excision ( vers des calculs )
cedpliùlè

Principe de box : pour calculer l'henologie singulière
on peut choisir des siphons mufliers " aussi petits

"

que
l'un veut . → Thm des petits chaines -

Soit ✗ un espace topologique -
U-
_ fui, ici}

une feuille de sous - trace de ✗ tg ✗=Ulli ( leur intérieur
ici recoure X).

le Cuphea de U- chaines CMH) en un soeicepkxe
de GK) définit Chenit:
CPULX) et le Rirodule livre engendré par les Ailes

c-: DP- ✗ verifier J-iec-IL-LDMCU.ir

Thm l' inclusion CÂLIN → ↳ (x) stun
quasi

- isomorphisme

Denis On va tout d' abord ceestnûre un opérateur : la
subdivision barycentrique :
S? cncx) s G. (x)

I Elx) To Sx
n

I t'
✗⇐ Ent'

où Sx : An → An en l'application affine définie par

↳( ti )= Valo)t -+ Uxlil
.

d'+1
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"



V-f.AM le diagramme Cnk) > Gtx) Connie .

Gdf) ↓ Cnef )

Cn (Y) > CNÎY)
eu ehet.VE: DIX SNY

Gif)o Séli)= En Eco) fotos = SÛ ( fot) . = Snk Cncg) (t)) -

✗C-Ent

Ssi or en morphine de Cuphea de chaines. On se réfère à
Hatcher Prop 2.21 pour une autre présentation de Sri et ennuis
24 et 25 Seclin 2.1 pour montrer que les deux

présentations coincédent _

Nous allons muter par récurrence sur n feu SE idx .

Plus précisement ; on va mq pour n fixé ,
il eaile

hé , , hn :/ hÀ : CHA - Chuk) tel que
tt ◦≤ KE m- l

0k HÉ, + hk-IOK-i-sk-Y-idck.cn
et trié en factoriel eux :

f :X 14 Chut ◦ hé = brio Cklf) -

◦ bio 01 hé = Sé - idcocx) . Or Sé : id donc on -

peut prendre hé -

-
id -

Noton in: Dm → D" l'identité - On a 0min C- G. IDB
Donc : On hnÎ Onin + hn.is?In-i=-nin=Sn.ionin.-dnin=FnsInin
⇒ on ( hn.tnOnin - 'Sirin +in) = 0 .

Or Hnlbmto car Dn en atraetile donc

il evite hÎ :(in) C- Gul Dm tel que



④

0mn hnmlinl-hn.mn in -SPIN -1in .

On px ales : ihn : Cnk) - Cnn (X)
gun

E. DU✗ te Cnu E) ( fin (in) ) .
Bien défini :
Gdt) : CKIDN) - CKLX ) étendu par linéarité -

y :D
↳ Dm µ tof : Dk→✗ .

Cette définition assure la fextoialité de hé .

Y T E Cn LX) m a :
Dn

ont, kF4 ) = Onu Chuli) (hnlinl ) -_Cnct ) / hm-Dn in -Snim +in]
= bin. /Ont - SNXT +T -

Remarquons que Bioul Sx) ≤ ¥
ÜalDᵐ) t ✗ C- Ena .

Rentres maintenue que Ca
"
G)→ Cook) or Un quasi -Iso.

Soir c- : Dn UX. Vi = E ' (lli) .

Il existe E)0 fort Dm B. (n ,
E ) n Bmc Vi . (D" métrique)

pour un certain i. curent

Puis il eàsle bit ) tg Snk E) c- CÂ(×) .
On itère Sn un certain herbe de fois pour diminuer le

diamètre
_ si c- c- ↳UK) on pose KKKO , sinon un prend le

plus petit verifier cela _ lela fournit s : Cnk)KMA
tel feu si .=id -CHÉ Cnk)

i

Rq Horti) en un isomorphisme -
• surjectivité : Snail ⇒ Fk Sahid.



⑤
Soit

_
c C- Cnld tel feu de -- O -C -_ Eri ti avec

toi : D
" ex - sit k: sup (klti)) .

Snklc) - C = OH Cc) - H (Dc) = OHK)
⇒ Ce] -

_ [ Smkkl] et Sdk) C- ↳UCX) -

• injectivité : soit -
CE CMA) tel que Dc :O et

lic]= Co]

⇒ Jd C- Gxilx) ta 2d:-c -
il existe KEN tel que .

Skd C- Car
"
(x) .

DISKd)= Skool) = Ske
or Skc- c-Dtc - Hdc =/ (SK]= Ce] C-HUH) ) -
et Skc = Sbd) E CHU) ⇒ fskc]-103=6] ☒



⑥

Corollaire / suite exacte langue de Roger - Vietoris]

Soient UN un recouvrement d'avis de × .

Il existe
une suite exacte langue d' hnolufie

→ Hmllenv) Hnlu)☒ Hnlvtîthslx)→ Hnilunvts

avec tnflx]) = la]u - . la]v
et Psn ( ly]u+ /⇒v) = Cy]+ (Z] .

Nein prenons U= {UN} et posons y : GH)-'GH)
l' application induite par l' inclusion. Par le théorème des

petits chairs on peut replacer des la route exacte

leyne ↳CA par Caux) -
On cuider ales la suite eaadè courte :

O - Caelum ) * Calutocalv) I CMA → 0 .

z( c) = Cu- cu

fleu + du )= Ctd .

On a bien ff-0 .

Jen injective
for surjective par déf de CÂLIN .

Soir Cu= Et ta tx: AP→4 .

du = Epps t'p t'
p :DPeu

.

G- du⇒ ⇒ E data +Gerst'p = 0 .

soit daco , µ@⇒ Air 3-xp ta_Îp . etdaims.
⇒ Cu = -dv avec Ca = Edxtx ta : DPi Unv .
=) Cutdv = y (C) . ☒ .



⑦

Application :

Thm Hp ($" ; R) :{ R si p-o.mn≥ '

O nm

Hpcstfrt { RAR F-0.

0 min .

Bin cas n ≥1 .

$? UUV avait,U≈ D
"

UN ≈ ☒
m- l

.

( receveur
classique ) .

On a donc une suite eaaetelegue en triologie

- → Hbts"' ) → HblDMO-HKCDMIHKQM-etfz.IS/MY-. . .

Donne un isv entre Hk ) et Hbi ,
n ' ')

. pank≥2.
cas bio . HOLSTER)=R Car En or connexe par

Arbusm-10-etflshtldsi-HDB.tl )☒HdDDÎHd$%o
i

f)c-
DÎ

Re
-
☒Re

,_
→ Ruan Refa

- et
ie

-

= u-v
&

Di
ie,_ = au

J " - et

jv = lx .

Keri = Rle- i

-

et)
⇒ Keri -- Inés

lol H
, 1)≈ R .

et HKLÉTO FR72 .



⑧

Pour n≥z on a Hk / ≈ HK.is") b.→2.

⇒ Hm n) =R .

et Hktsmto b-=/ m b-72 .

01 H
,
n)% Ho n-YUHDDDO-HDDY-etlol.sn)»

R I RAR → .

"R

injective.
Dmc H , (SM)-_on≥2- ☒ .

Remarque nuls générateurs : l'argument de petits chaines

hors dit que U= GDF , D ,] Carats?) → Ca 1) es un

quasi iso -

< DI
Nath T1: Il $1

C- te eiltt
→ à Valens des p

e
-

- -et Oz: I →$1
l-pee.it(tf1

)
" à Valens das Dj

I Dj
D'(81+52)=5, (1)+ Tzu)-Tko)-oxo) - e- +et - e- - et = 0
donc Tyra en un cycle de CMC $1)
La mite exacte courte :

◦ → ↳ ( Dînai) Ï Carlat)# GIDI) -4 GED v0.

-6 µ Ct - C
-

Ut + V
- H Mttu_ .

Nos fournit l'iso
Hjccâcstt)) Ité (↳ (DinDi ))

"

Haust) → HIST) : Ela - e - )
Mais 01+52 = Q (T1 toz) DG, = ile + - e-) .

Donc 01pm] en un générateur de KICK) donc
c'est un générateur de Hil $1 ) .



⑨

Grallaire [ le théorème d'excision]

1) Sois ✗ un espace topologique le CWCX de ses-gars

tel que etc
wo

l' inclusion de paix ( ✗su,Win) → (X ,W) induit un iso
en hnvhgie relative .

2) Si A. BCX tq ÂuÂ=✗ ,
l' interim de pains

(B, Ans) C (×, A) induit un Iso en hnlezie
relative _

Dém On a 1) ⇐Ca)
,
il subit de poser

A = W B= ✗nu

À = ✗À > ✗ Ô donc ÂuÂ=✗
et de même W=A le --X-B .

On va déminer 2)

arc U= LA,BY les petits chairs donnent

Halcon" (A) → Holck) et un Iso -
On a les nuits exacts courts sutras

0 - Ca (A) → câlins ↳
"(✗Yeo (A) 10

✗ Iqiso d qiso
0 → CoolA) →GH) → Cork

, A)→ o

GI Hak , A)= H*(Coin
* (A1) .

Soit q : GIB) - G
"

#*(A) QK) = c- .



⑦

y est surjective : soir c = Edité anti: DIX
vèèfie tion) C Aou TILDY CB.

on dèupx C et C = CATCB ( pas ftcetnetuupuemaseas.ie)
et c- = CI = QCCB ) .
Par ailleurs q(c) = o ⇐ c- ⇒ - C C- CHA) .
Mais CE ↳B) ⇒ CE colAMB)
et réciproquement CE CHARB)⇒ QK) = 0 .

cudesin Ca"#
*(A)
≈ ↳

(AaB)
'

61 H*(B
,
ANB)→Hak ,A) inclut par l'interim etun

isomorphisme -

5- Application

Thm SM"
= ODM n'or pas un retweet de Dm .

Dein :
Et'ÏDn ri-- id ⇒ Hdr) Holi)=id

→ Halil ùjeehve Mais tends"' ) = Z ( n>2)
≥ 0 n'a pas injective-

Grallaire ( thon du pt fixe de Brouwer]
Toute application Cetina f. Dm → Dm admet un

point fixe .
.

-

Dex si fort Dn fcn) =/x
r: Dm → ☒n

-s

x te Mor)= [flot , a) n En
' '

.
centime .

et vant id nom
-1 ri -- id dinde



!
Thm Si le CRM

,
UC Rm sur deux avons hsnio

ales men .

Denis PourxtucnpxA-UB-RMdxy.AM
=
AUB . Par excès una .

HKCU, Uchxy)→ Hbl IRM
,
IRM}xD .

La pile exacte longue arrivé à la paire HUR? Rm:{xD
Donne

→ HK (Rm)→MielRMRMtaD-HK-ICRmndxyfetk.IR")
o

" " "

kf1 Z k- t = m - 1.
°

Donne pour m ≥2 : ( m≥2) .

Hml Rm , IRM}xD =≥
HK (Rm, IRM bois) = 0 k ≠m

k ≥a .

7+0 E Z

cas m --1 01 H
,
(Rm

, IRMY
→ Ho (RÎ}xD →HOUR' )

É . → Hol R, Rigny) .
.

D'où le résultat Ex .



④

⑥ Degré d'une application ( voir aussi en2 faille de
TD '

11)
Def f : ☒→ En utime
fa : tlnlsm; 2) → HNLSTYZ)

z
'S
- z

's

1 1- des f.

Prop .dgid-1deglfogt-dgfxdgg.sif≈g ⇒ dgf = dsg
. Si f et une épée rature d' hnhtmé dos dsf = 1=1 .

◦ Si f en une réflexion par raport à l' hyperplan d'équation
ni -- o ( (N1) . ./ anti) ms (x1,_ , ni-1,

-ai
,
Kitt

,
- - anti) )

dyf = - 1 .

• L'application antipode ate -x et de degré c-y
"!

Dénonciation : voir TD _

Remarque sur les générateurs de tenlsm) .
\

Fixes Qn: D
"
→ Dm

.

im homéomorphisme tel que
fnlzgn soit un lunèo ODI •DE Slm

'

!

On note jt: Dm →
(Milan) te cnn.mn,À )

et j
-

: Dm → En

cnn.int te (n1 , . , oh ,
- FÉ )



④

On pose infini : Dn - S" les censées jtocfn et
j
-

oqn .

On a ales int - in
-

c- Gdf" ) et Kint - in-to .

car int# = in- là -

(int - in- ] engendre Hntsnl .
( la déwswatim utilise la suite Doute lague de rage - Vietoris

En peut rnti.sn →SM
(Mi-innu) te lottman , - anti )

on a Irm, ]Clint -in-3)= Iii - int]
dbi degraw = - 1 .


