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Homologie des espaces topologiques -

1- Homologie singulière

Notations D? { ( to, . ..tn) E Rml ti ≥> Eti-_ 1}
= < loi. > en >← enveloppe cervelle .

Plus généralement si v0,-Nn tout nts points attirerait
indépendants on note < v0, . . un> l'enveloppe cervelle de ces ponts
On a Dm ≈ < v0

, . ,
Un> .

On a de applications ( alpins) appelées fais : Si : Dn
-'
→An

où Si ( to, - itm - 1) = ( to,> ti-1,0, ti , _ , tn - i) ☐≤ i≤ n

que l'un écrit aussi Si < va- ivn-D= <v0,_ , VÎ , . . Un> .

et des applications de dégénerescence
Ti : N → D" '

( to,_ , tn) m ( to, _ ,ti-ytittit , , . , tn ) ◦ ≤ ien - l
.

Déf Soit ✗ un snare topologique- Un p- simplexe de ✗
et une application continue c-: AP → ✗ .

On note Cp
" (X

;
R) ( ou Cpk;Rs)

.

le R- Module libre

engendré par les p- n'pleu _
un élement de cpaYCX.IR ) et due une somme ( finie)

Edj Ij où dj ER et tj : AP→× .

Lorsque R=Z on note Cpm (x) (ou Cplx) ) .

On définit Dp : Cpk;D Icp - il × ; R ) par
9pct) = £ c- 1- si c-0 Si . =PEC-yitcva.ir?;-ivpi=oi=o



②

Prop clpoipt , = 0 . ⇒ (Cook"ˢ(×;Rb,?) et un aphte de
chaines

PH
Deni : @poipt , ) /D= Op ( 2-yitosi )

n'=u

=
£ Ë ↳ ""Ëosiosj -
j'⇒ i⇒

On a: Diosa: AP"# DP
.

À DP"
.

( to) - tp-c) te / to, - stj-nqtjntp-yteltovti-hqtis-itj-HQ.tjs-itp.it
pour e. ≤ j . ( ii.j donne ( tout;-1,0,qtj )- stp-i) . )

Sjtoti : Contri) + (touti-1)Ostie, tp- i)
te (toi , ti-yqtintj-yqt.gs , tp-i) _

Donc :V-ic-jfiofj-fjtioti.com
a donc: E G)

"Ïcosiofj + E G)ÀTofiosj
O≤i≤jap œjà≤pH
E G)¥04,084 + E C-il Iosiosj=

◦ ≤Belep ◦≤jai≤pu

(j=k ii.LH) = 2C- yéti" Tofiofj + 2 C-yéti tosiosj-0.
•≤j'≤pH Œj<i≤pts

☒

Def l' homologie singulière de ✗ or l'huilerie
du ceqlexecxTSCX.IR ) , noté Hook;R) -
(ou Hark) quand il n'ya pas de cufenn sur R) .



③

Exemple : calcul de Ho(XR)
-

GCX;D : le R-Module libre

engendré par le point de ✗ . Edxtx .

G-(X;R) le R-nodule libre eegeedie par les chenus (T: D'→×)
de× . : E

'

dizi .

Calcule Ça = Êzosi où So : → A1
F-0

* te 10,1)
et 81 : ☒ → D'

offre 012=211)- jh) . * te (1)o).
V0

tlokyrt-cdx.RS/-pngy:leR-rodulelebneeufudre
'

taels cepsats Conners par arcs
de ✗ .

Si ✗ en connexe par arcs Hdx;R) = R .

Rem : si ✗ or heuéonwphe à Y des Cork ;Rt or à

à Ca (YR) et Hakim et Iso à Holy;R) .

plus généralement:

Prop : Top → ch
≥>(R) • un futur

✗ ne CJYCx.IR)
f : ✗14 ne cjnvscgj.com/;R)-CMY(Y;R)

c- te fot .

Prop Soit ✗= ↳Xp où les Xx put les Capois Corners

par arcs
de✗ TA

tp Mor (KR) = ☒ Hp (Xa,Rt.
a-A



④

Dein
.

Pour T: →✗ centime donc t'LDP) or connexe par
arcs ⇒ 3- ✗ c-A

'

tg t-CDP) .

de particulier fie EICQPD Kofi)(DFDCXSN .

Donc Spit C- Cp- i (Xx) .
Sit -C C- CPCX ) tq Opc=D .

on écrit c= 2 yen avec Ca C- Cpcxa ) .

Opc= E
'

Open = 0 =) Open = 0 .

Donc y : Zplx) > Hp(Xx ) or bien définie

si c-Od dc-cpt.cc) de même D= Eda de manière

luifue c = Eddy =L QUI -- O .

Dmc y passe au quotient : j: Hplx)→Hp(Xx)
◦ g- en surjective et JUNK lo]

⇒ c- Ecx Caddo ⇒ c-dfzdx) ⇒ lift» ☒

Prop Hzlpt) -_{ R si bro

O mhn .

Deni Sattp: DP →pt l'unique apple.com centime-
.

on a tp Si = Tp- i -

Dmc le Golem cà ( pt; Rt s'écrit .

- . Re,
id Res I Re≥ Re,

I Reo

On a Holpt ;R) - R
Hrdpt ;Rko KKK . ☒



⑤
② Coupland par rapport à llhntqué

Thm :
Si f≈g : ✗→ des Cdf) ≈ Cdg) : Cornate)

⇒ Harf-_Hag .

Dein Il fait Connie Pn : Cnk)→ Cmu4)

tdfue DP +Pot Cdg)- Calf) .

7F: ✗✗I - Y tq Flop)=f(a) Fln ,D= gent Foxx
Fatime .

Idée ✗I et l'enveloppe convexe de 2hAM poids .

Wz (VO) - i Vn , Wo ,
- , Un] .

Wo V1

ËLSw , min de (nu) - n'pleas: "X1
( v0

, _ , Vi ,Wil . _ , Wn] . V0 V1
v0 v1 ( i- o à n ) .

un vote Xi : Dmt'→ ⑨✗I lent .nu
(Vo). Ni /Wit ,Wn] de ✗I -

soit c- un générateur de GESCH .

Dmt ' Xi
> DII t'

id
)AI f) y

définit un debut de Csis (Y) . que l'on note .

.

ftp.id) /va. . vi.Wi, . . Un] .
On définit alors l'opération " prisme

"

Pn (E) =
,

C-'Iifltxidcvoiiviwi,.in]. On calcule :



⑥
m

DPNG) = .EC-Di / Ë C-À Fltxid)- Go,.iq?.Ni,wi,.,wn]
i.⇒ 5=0

+ C-yi Fltxid) ( v0, . , Viy , VÎ / wiiiwn]
+ C- 1)

it' Fltxid) / V0 , . , Vi,Ê , _ , un]

+ Ê
'

(a) J'
+' Fltxidllrq . ,kiwi , -iwj , . , Um])

j-e.tl

Pm , (DT) = Étui Pmi C-[ va . . Ê ,
-

, un]
i»

= Ê tyi Ë C- IÀ Fltxid) [ v0 ,> vjswj, .,WÎ ,. . Un]
i=o je

n

+ E ti) J
"
Fltxid) ( vq.ph?.,vj,wj).,Wn] .

5- its

8188nA ) ,- Pn-soi) = Î Fltxidlror, vi-uvifwis.mn ]
5=0
- Flixid) /Va. , Vi ,Û ,with-iwn] .

= Fltxid) /Wo, -iwn] - Fltxid) / V0,_ , Un] .
= F141)- FF10): got

- foi . ☒

Bordoni Hp CD" ;R) :{R À p⇒

0 sinon

[ vrai pour n' importe quel espace topologique cuvractéle)

But suivant : calculer Hood?R) . ( ou H*($
" ! R))

pour cela il faut introduire la notion d' homologie
relative _


