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1 Algebre homologique—Notions de base

Pour travailler cette partie on pourra s’appuyer sur le libre de Félix et Tanré, section 5.

On fixe R un anneau commutatif. On suppose connue la notion de R-module. On note gMod
la catégorie des R-modules. La plupart du temps on se restreindra au cas o R = Z et dans ce
cas, la catégorie des R-modules coincide avec la catégorie Ab des groupes abéliens.

1.1 Complexes de chaines de R-modules

Définition 1.1.1. Un complexe de chaines (C,, dS) de R-modules est la donnée d’une famille
(Cp)nez de R-modules et de morphismes de R-modules d<': C,, — C,,_1, vérifiant d$ odg 11 =0,
pour tout n € Z. La famille des morphismes d$ s’appelle différentielle de C.

Un morphisme de complexes de chaines est la donnée d’'une famille de morphismes de R-
modules f,: C,, — D, vérifiant d,? 0 fn=fno dg pour tout n € Z.

On note Ch(R) la catégorie dont les objets sont les complexes de chaines (de R-modules),
et les morphismes, les morphismes de complexes de chaines. On note Ch, (R) la catégorie dont
les objets sont les complexes de chaines vérifiant C;, = 0,¥Vn < 0 et les morphismes sont les
morphismes de Ch(R).

Définition 1.1.2. Soit (Cs,dS) un complexe de chaines de R-modules. Pour tout n € Z on
définit: le R-module des n-cycles: Z,(Co) = ker(d), le R-module des n-bords: B, (C,) =
im(d$,,) et le n-ieme R-module d’homologie: H,(Cs) = Z,,(Cs)/Bn(C).



Remarque 1.1.3. Ces définitions sont fonctorielles au sens ot 'on peut étendre les définitions
précédentes en des foncteurs Z,, By, H,: Ch(R) — gMod. Il faut vérifier que si f: Co — D
est un morphisme dans Ch(R) alors f,(Z,(C)) C Z,(Dy,) et fn(Bn(C)) C fn(Bn(D)). 1l faut
également vérifier que si f: Cy — Do et g: Dy — F4 sont deux morphismes de complexes alors
Zn(go f)=2Zn(g) o Zn(f), et Z,(id) = id (et la méme chose pour B, et H,,).

Définition 1.1.4. Un complexe est dit exact ou acyclique si pour tout n, on a H,(Cs) = 0.
On dit aussi qu'un complexe acyclique de R-modules est une suite exacte longue de R-modules.
Un morphisme f: (C,,dS) — (Ds,d?) de complexes de chaines est un quasi-isomorphisme si
pour tout n € Z, Hy(f): Hy(C) — Hyp(D) est un isomorphisme.

Remarque 1.1.5. Considérons un complexe tel que C,, = 0 pour ¢ < 0 et ¢ > 3. Un tel
complexe s’écrit

f

0 Cy c, 2=, 0

avec go f = 0. Ce complexe est exact si et seulement si f est injective, im(f) = ker(g) et g est
surjective. En effet Ho(C) = ker(f), Hi(C) = ker(g)/im(f) et Ho(C) = Cp/im(g). Donc ce
complexe est exact si et seulement si on est en présence d’une suite exacte courte de R-modules.

Exemple 1.1.6. On considere les complexes suivants.
1. Le complexe de groupes abéliens suivant est acyclique.

xXn

0 Z Z—"=7/nZ ——=0

2. Le complexe de groupes abéliens suivant est acyclique

7 d, 7z 0.7z . 7 0

Plus précisément pour tout n > 0, C,, = Z et d$ = id si n est impair et d§ = 0 si n est
pair.

3. Le complexe défini par Cyp = Zu & Zv,Cy = Ze ® Zf et C,, = 0si n ¢ {0,1}, a son
homologie concentrée en degré 0 et 1. Se donner une différentielle d© sur C' équivaut
se donner un morphisme de groupes de C; dans Cy. Comme C] est un groupe abélien
libre sur 2 générateurs, il suffit de se donner les valeurs de d{ (e) et d{'(f). Ou de maniere
équivalente une matrice dans My(Z). L’homologie du complexe est nulle si et seulement
si la matrice est inversible dans Ms(Z). Si 'on pose df (e) = v — u = —d{ (f), on montre
que Ho(C,d®) est isomorphe & Z et Hy(C,d") = Z(e + f).

On rappelle le lemme du serpent (exo 2, TD8)
Lemme 1.1.7. Soit un diagramme commutatif de R-modules

A — B — C —0

Lo 1B oy

0— A — B — ('
ou les lignes sont exactes. Il existe un morphisme § : ker v — coker a qui rend la suite
ker a« — ker 8 — ker~y %, cokera —s coker B — coker~y

exacte. Si de plus A —> B est injective alors ker« — ker 8 l'est aussi, et si B' — C' est
surjective alors coker 5 — coker vy [’est aussi.



1.2 Suite exactes courtes de complexes de chaines

Définition 1.2.1. Une suite exacte courte de complexes de chaines

0— (Cu,dS) —L= (Dy, dP) —L> (., dE) —>0

est la donnée de deux morphismes de complexes de chaines f et g tels que pour tout n € Z, la
suite

f’ﬂ 9n

0 Ch D, E, 0

est une suite exacte courte de R-modules.

Théoréme 1.2.2. Toute suite exacte courte de complexes de chaines induit une suite exacte
longue en homologie. Cette suite exacte longue est fonctorielle en les morphismes de suites
exactes courtes de complexes de chaines.

Démonstration. Pour tout ¢ € Z on peut appliquer le lemme du serpent aux suites exactes
courtes suivantes

0 C—t oD% . p 0
d?i diDl diEi
0 Ci—l fi—1 Di—l gi—1 Ei—l .0

Ce qui donne une suite exacte

[fi-1] [gi—1]

Ci-1/Bi-1(C) ~—= Di-1/Bi-1(D) — E;_1/Bi-1(E) 0

Fixons n € Z. On applique a nouveau le lemme du serpent au diagramme suivant

fn n
Cos1/Bun(C) DB (D) 2 By /By (B) —— 0

) 2| |
0 7,(C) Zn(f) Z,(D) Zn(9) Z,(E)
Ce qui donne une suite exacte
HTL f HTL 5'n, Hy f Hy
Hyr ()22, (D)2, () 2 by (0) 22 H, (D) 22 1, (B)

que l'on peut itérer pour obtenir la suite exacte longue en homologie. Rappelons comment
est calculé 6,41 dans le lemme du serpent. Soit [z] € Hy11(E) avec x € Z,11(E). 1l existe
Y € Dpy tel que gni1(y) = . Comme g, (d2,1(y)) = d&, 1 (gns1(y)) = d¥ 1 (z) = 0, il existe
un unique z € Z,(C) tel que f,,(2) = d?,1(y). On pose §p41[z] = [2].

Démontrons la fonctorialité. On se donne donc un diagramme comme ceci dans Ch(R)

0 C, D FE, 0
S
0 c I.p 9Yop 0



ou les lignes sont des suites exactes courtes de complexes de chaines et les colonnes sont des
morphismes de complexes de chaines. On obtient les suites exactes longues d’homologie:
Hpt1(f) Hpt1(g) on Hy(f)
o > Hp1(C) s n+1(D) e nt1(E) ., (C)—=---
! ! !
Hpy1 (e )‘ Hn+1(ﬁ)\ n+1(’7) Hy(a)

Hp1 (f' ) (g")

|

|

Y
o nH(c/)H (D/) n+1 Hn+1(E’)$H (cryTtd) ()

Les fleches verticales sont bien définies, mais il faut montrer que les carrés commutent. Les
deux carrés de gauche commutent par fonctorialité de H,1: Ch(R) — gMod. Il reste a
montrer que pour tout n on a Hy(a) o dpp1 = 0),1 0 Hyp1(v): Hup1(E) = Hyp(C'). On fixe
x € Zp+1(F). On prend y € Dp4q tel que z = gnt1(y). On a dp11([x]) = [2] avec z 'unique
élément de Z,(C) tel que f,(2) = d2,;(y). On a donc (Hy(a) 0 641)(x) = [an(z)]. Comme
Int1(Pnt1(¥)) = Mmi1(gnt1(y)) = mra(x), on a &4 (1 (@)]) = [oan(2)] car fi(an(2)) =
Bn(fn(2)) = ﬂndn+1( )= do?il(ﬂn—&-l(y))' O

Corollaire 1.2.3. Dans une suite exacte courte de complexes de chaines, si deux des trois com-
plexes sont exacts, le troisieme [’est aussi. Etant donné un morphisme de suite exactes courtes
de complexes de chaines, si deux des trois morphismes impliqués sont des quasi-isomorphismes,
le troisieme l’est aussi.

Démonstration. Dans la longue suite exacte, les roles de C, D et E sont symétriques. Donc on
peut supposer que les complexes de chaines D et E sont acycliques. On aura donc une suite
exacte (en C) de la forme 0 — H,,(C) — 0. Ceci implique H,(C) = ker(0) = im(0) = 0, donc
C' est acyclique. Pour la deuxiéme partie du corollaire on utilise le lemme des cinq (TD 8, exo
1) pour conclure. O

1.3 Homotopie de complexes de chaines

Définition 1.3.1. Soient f,g : Cy — D, deux morphismes de complexes de chaines de R-
modules. On dit que f est homotope a g, et on note f ~ g, s’il existe une famille de morphimes
de R-modules h,, : C,, — Dy 11 pour n € Z, telle que hn,ldg + dﬁ) v 1hn = gn — fn. Remarquons
que si C, D € Chy(R) la condition précédente se restreint a

hnfldg‘kdg_t,_lhn :gn_fna n > 1
dfho = g0 — fo.

Proposition 1.3.2. L’homotopie entre morphismes de complexes de chaines est une relation

d’équivalence.

Démonstration. f ~ f car il suffit de prendre h = 0. Si f ~ g avec homotopie h, alors g ~ f
avec homotopie —h. Si f ~ g avec homotopie h et g ~ k avec homotopie h' alors f ~ k avec
homotopie h + I'. O]

Théoréme 1.3.3. Si f ~ g: Co — D, alors pour tout n € Z, on a H,(f) = Hp(g).

Démonstration. Soit x € Z,(C). On a g,(z) = fy(z)+dL, hy(z). Comme tous les éléments en
jeu sont a valeurs dans Z, (D) on peut prendre leur classe dans H,, (D), ce qui donne H,,(g)([z]) =

[9n(2)] = [fn(2)] = Hn(f)([2])- =

Définition 1.3.4. On dit que f : C4 — D, est une équivalence d’homotopie s’il existe
g:De = C,o tel que go f ~1¢, et fog~1p,. On dit alors que les complexes Cq et Do sont
homotopiquement équivalents.



Remarque 1.3.5. On peut montrer aisément que si f =~ g: Co — D, €t si a: Ag — C, et
b: Dy — B,e sont des morphismes de complexes de chaines, alors bo foa ~ bo goa. Cela
implique que I’équivalence d’homotopie est une relation d’équivalence. En effet, la réflexivité
et la symétrie ne posent pas de probleme. Supposons que f: Cy — Dq et f': Dy — E, sont
deux équivalences d’homotopie. On a g : Dy — C, €t ¢': Eq — D, tels que fog~1p,go f =~
lo,flog ~1get ¢’ o f'~1p. Donc

(fo'flolgog)=fo(fog)og ~fog ~1g
et de méme (gog')o(f o f)~1c.

Corollaire 1.3.6. Si f est une équivalence d’homotopie alors pour tout n € Z, on a H,(f) est
un isomorphisme.

Démonstration. 1l existe g tel que fog~1p et go f ~ 1¢, donc H,(f)o Hy(9) = H,(fog) =
H,(id) =id et H,(g) o H,(f) = id. Donc H,(f) est un isomorphisme. O

Définition 1.3.7. Un complexe de chaines C, est contractile si 1¢, ~ 0.
Corollaire 1.3.8. Si C, est contractile alors il est acyclique.

Démonstration. On a 0 = H,(id) : H,(C) — H,(C) donc nécessairement H,(C') = 0 pour tout
n € Z. U

Remarque 1.3.9. Attention, la réciproque n’est pas vraie en général. on pourra s’en convaincre
en étudiant la suite exacte courte

X2

0 7.)27. Z)AT —"~ 727 —> 0

qui forme un complexe acyclique mais qui n’est pas contractile.

2 Homologie singuliere

2.1 Définition et premieres propriétés

On note A™ = (v, ..., v,) le n-simplexe standard, enveloppe convexe de n+ 1 points affinement
indépendants. Tout point de A™ s’écrit de maniére unique (coordonnées barycentriques) = =
S oo Aivi avec A; € [0,1],5°, Ay = 1. Si les points v; sont connus et qu’i n’y a pas d’ambiguité
de notations, on simplifiera parfois cette écriture en posant x = (Ao, ..., \,). Les applications
faces

6t A" = (v, .. vp 1) = A" = (vg,...,v,), 0<i<n

sont les application affines définies par

5( ) Vj sij<i
(1) =
o viy1 sij>i

ou encore: 61‘()\0, ey )\nfl) = ()\0, cee ,)\1;1,0, )\i7 ooy )\nfl).

Lemme 2.1.1. Pour tout 0 <i<j<n ona

(SZ' o 5j = 5j+1 o (51 : An_l — An+1



Démonstration. Pour i < j on a d’une part

Vg sik <zt

6;(05(vx)) = vpr1 sii<k<j

Oi(vpy1) sik >3

{62(%) sik<j .
Vpyo Sik>7j

D’autre part

5 ( ) ko< Vk sik <i
1 v S1 1
5j+1(5i(vk)) = { Ik =qugr1 sit<ketk+1<5+1

diyr1(v sik>1
s+1(0k+1) = Upgo Sik+1>j+1
0

Définition 2.1.2. Soit X un espace topologique. Le complexe des chaines singuliéres est
donné par la famille (C""Y(X; R))n>0, ot C5"?(X; R) est le R-module libre engendré par les
n-simplexes singuliers de X, a savoir, les applications continues o : A" — X.

Pour o : A" — X on note e, ou [o] 'élément correspondant dans C,""(X; R). Un élément ¢
de C;"™(X; R) s’écrit de maniére unique ¢ = Y Ay€5, avec A\, € R et {o|\; # 0} est fini. Un
tel élément s’appelle une n-chaine (singuliére) de X.

On définit d,,: C;""(X; R) — C.""{(X; R) par

n

dn(ea) = Z(_l)ieﬂo@

i=0
On étend d,, par linéarité: d, (>, Aoes) = Y, Aodn(€qs).

Remarque 2.1.3. Le lemme implique d, o d,+1 = 0. En effet

n n+l n J n n+l
dy o dn+1 60' Z Z H_]8006 0d; — E +J€O‘O(5i06j + E Z (_1)Z+]6006i05j
j= =0 =0 j: 1=0 ]:0 Z=]+1
n 7 n n+l
= § 600(57+105 + Z Z Z Jeaozi,-odj =0
7=0 =0 7j=01i=75+1
——
DOUAED Dl

L’homologie singuiére de X est I'homologie de ce complexe notée HE"(X;R) (ou
H,(X; R) ou plus simplement Ho(X) s’il n’y a pas de confusion sur les coefficients).

Fin du cours du 29 avril 2025

Définition 2.1.4. Le complexe singulier augmenté de X est le complexe Cs (X; R) défini
par Cp(X; R) = C5™(X; R) pour p > 0 et C_1(X;R) = R avec dy : C5"(X; R) — R défini
par dp(e;) = 1. L’homologie de ce complexe est appelée homologie réduite de X et est notée
Ho(X;R). Si X est non vide on a Hy(X; R) = 0,Vp < 0 et Hy(X; R) = Hy(X; R),Vp > 0.

Le complexe des chaines singulieres définit un foncteur Top — Ch,(R). Si deux espaces
sont homéomorphes leurs complexes des chaines singulieres sont isomorphes.



Proposition 2.1.5. Si X s’écrit comme union disjointe d’espaces topologiques X = UX,, alors
Co(X; R) est isomorphe a $Co(Xa; R) et Hy(X; R) est isomorphe ¢ ®Hp(Xo; R) pour tout p.

Démonstration. Comme X, C X on a un morphisme de complexes ®C,(Xy; R) — Co(X; R).
Fixons ¢ € Cp(X; R) avec ¢ = ) \iey,, avec 0; : AP — X continue. Comme AP est connexe,
il existe un « tel que 0;(AP) C X,. On peut donc écrire ¢ = ) co avec cq € Cp(Xa; R). On
vient de montrer que ®,Cp(Xqo; R) = Cp(X; R) est surjective. Elle est également injective car
si )., ca=0avec ¢y = Zia Aio€o;, alors pour a # B, on a e, # €oy, donc pour tout i, on a
i, = 0. Donc ¢ = 0. Enfin Hy(®aCe(Xa; R)) = ®aHp(Xa; R). O

Proposition 2.1.6. Si X est (non vide) conneve par arcs, Ho(X;R) est isomorphe a R et
Ho(X:R) =0.

Proposition 2.1.7. On sait que di(e,) = €4(1) — €y(0) pour tout v : I — X. Donc st X
est connexe par arcs, pour tous x,y : A® — X on peut relier x a y par un chemin v ce qui
donne [z] = [y] € Ho(X;R). Or X est non vide donc il existe un point xog € X et Hy(X; R)
est un R-module libre de rang 1 engendré par [ez,|. Pour calculer I’homologie réduite, on a
kerdy : Co(X; R) — R est engendré par les 0-chaines de la forme e, — e, qui est précisément
Vimage de dy. Donc Ho(X;R) = 0.

Proposition 2.1.8. H,({x}; R) est isomorphe & R si p =0 et vaut 0 sinon. ﬁp({*};R) =0

pour tout p.

Démonstration. 11 suffit d’écrire le complexe car Cp({*}; R) est un R-module libre de rang 1
engendré par ’application constante. O

2.2 Comportement par rapport a I’homotopie

Théoréme 2.2.1. Si f ~ g alors Cs™(f) ~ C5™(g) et Hy(f) = Hd(g).
Démonstration. Soit F': X x I — Y une homotopie de f a g. Cette homotopie nous fournit une
application Cp""(F) : C5'™(X x I) — C»"™(Y). On construit une homotopie P,: C;"(X) —

Ci''7(Y) de la maniére suivante. Pour 0 < i < n, considérons I'application affine af': A"+ —

A"™ x [ définie par
0 ik <1
of() = 0 SRS
(vg—1,1) sik>i.
On définit pour o: A" —» X

n

Pn(eﬂ) = Z(_l)ieFo(UXid)oa"

=0

On étend P, par linéarité sur Ci"(X). On a alors

n+l n n—1 n
§ : z+] Z+J
dP (ea)+Pn 1 deU E : eFo oxid)oa 05"+1+ZZ Fo(oxid)o (57'L><id)00‘?71’
j=0 i=0 1=0 j=0

ou (5;?: A" 5 A" pour 0 < j < n sont les applications face. On vérifie les égalités suivantes

(5?><id)oa?71:a?+105’7+1 VO<i<j<n-—1,
(67 xid) o 0! = aff o 671 VO<j<i<n
aff o5 = ally o oH! VO<i<n-—1



En combinant le tout on obtient

dPn(eo') + Pn—l(dea) = eFo(gxid)oagoég"'l - eFo(oXid)oagoéﬂ'i

Par ailleurs off o 807 (v) = (vg, 1) et ol o 521%(7%) = (v, 0) pour tout 0 < j < n. Ainsi

dPn(eU) + Pn—l(dea) = €goo — €foc
ce qui permet de conclure. O

Corollaire 2.2.2. Si X est homotopiquement équivalent a Y alors Ho(X) est isomorphe a
Ho(Y). Si X etY sont non vides alors He(X) est isomorphe a Hqo(Y').

En particulier H,(A™; R) est isomorphe & R si p = 0 et vaut 0 sinon et flp(A"; R) =0,Vp.

2.3 Homologie relative

Définition 2.3.1. Soit A C X un sous-espace topologique de X. On définit
Cam(X; A; R) = C3i"9(X; ) [C5"9(A; R),

avec la différentielle induite sur le quotient. Cela fournit un complexe de chaines, dont I’homologie
est notée Hq(X; A; R) et appelée homologie de X relativement a A.

Remarque 2.3.2. Soit & € C3"™(X; A;R). € est un cycle si et seulement si de = 0 si et
seulement si de € C;"/(A;R). Ainsi un cycle dans C;""?(X; A; R) est une n-chaine dans

CE™ (X R) dont le bord est dans CZTlg(A; R): c’est donc un cycle relativement a A.

Proposition 2.3.3. La suite exacte courte de complexes de chaines
00— C5"™(A; R) — C3™(X; R) — C3™(X; A;R) —= 0

induit une suite exacte longue en homologie relative dont le connectant 6 : H,(X;A;R) —
H,_1(A; R) est donée par || = [dc], pour tout c tel que dc € C.")(A; R).

Démonstration. 11 faut démontrer que, pour tout n, 'application R-linéaire ¢y : csing (A;R) —
Cyn™(X; R) induite par I'inclusion A C X est injective. Cette application envoie e, sur €4
pour tout o : A" — A. Or e,,, = €,0r si et seulement si les applications continues too et Lo T
sont égales. Comme ¢ est une inclusion cela implique o = 7. Conclusion si » | j Aj€og; = 0 alors
nécessairement \; = 0 pour tout j. O

Remarque 2.3.4. La suite exacte courte peut-étre remplacée par la suite exacte courte im-
pliquant les complexes singuliers augmentés. On notera que C_1(X;R)/C_1(A; R) = 0 ainsi
Co(X; R)/Cu(A; R) = Co(X, A; R). Donc Si A # ) la suite exacte courte de complexes réduits
induit une suite exacte longue impliquant homologie réduite et homologie relative. En parti-
culier si X est connexe par arcs on a Hyo(X;A) = 0.

Proposition 2.3.5. Soient A C B C X des espaces topologiques. On a une suite exacte longue
de paires

— H,(B,A) ——H,(X,A)—— H,(X,B) ——=H,_1(B,A) ——



Démonstration. On applique d’abord le lemme du serpent au diagramme suivant

0— CSMA) — C3MA) — 0 —0
Lis L. =y
0— Ci™(B) — CI™(X) — CIM(X)/Ci"(B) — 0

Comme i, et j, sont injectives, cela nous fournit une suite exacte courte de complexes de chaines

0——=C3"™(B)/C3M(A) —= CIM™(X) /C3M9(A) — CI™(X) /CI™(B) — 0

2.4 Théorémes d’excision

Soit X un espace topologique U = {U;,i € I} une famille de sous-espaces de X tel que X =

Ujer U;. On définit le complexe des U-chaines de X, noté CY(X;R), par C}%{(X;R) est le
R-module libre engendré par {o : AP — U;,i € I}.

Théoréme 2.4.1 (Théoreme des U-chaines). Le morphisme de complezes ¢ : CY(X:R) C
Cs"™(X; R) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1. On construit un opérateur: la subdivision barycentrique S : C,(X) — C,(X).
On note ¥,,4+1 le groupe des bijections de ’ensemble {0,1,...,n}. Pour 7 € 3,41, on note
e(1) € {£1} sa signature et S, : A” — A" 'unique application affine définie par

On considere également A™ C R™ muni de la distance euclidienne et on définit le diametre de
A™ par diam(A") = max{||x — y||,z,y € A"}. Il est clair que pour tout 7 € ¥,,11, on a

diam(S, (A™)) < RLH diam(A™)
On définit pour o : A™ — X continue

Sn(eg)z Z E(Oé)eaosa

aEX 41

A titre d’exemple étudions S@X et Sf( . On a clairement Sé( =1id. S;q: Al — Al envoie vg sur vy
et v1 sur % alors que 5(01) envoie vy sur vy et vy sur % En utilisant ’homéomorphisme
canonique entre I et A on a Sj4, S(12) : I — I ont pour expression S4(t) = % et S(19)(t) = 1— %
En particulier S{¥ : C1(X) — C1(X) envoie e, sur ey, — €4, 0i1 01,02 : I — X sont définies par

o(t) = o (;) et =0 <1 - ;)

On a alors

dSi¥(e,) = €0

N



Etape 2. Un calcul algébrique permet de montrer que SX : C5™ — C5™9 est un morphisme
de complexes de chaines. De plus, pour toute application continue f : X — Y, en notant

CEMI(f) : C5M(X) — CE™(Y), on a
Sy 0 C3MI(f) = C5™(f) 0 S

Donc S, est une transformation naturelle entre le foncteur C5™ : Top — Ch (R) et lui méme.
Etape 3. Montrons par récurrence que pour tout espace topologique X le morphisme de com-
plexes de chaines Sy est homope & lidentité de C3""?(X). Plus précisément, nous montrons
qu’il existe une famille hy¥ : C;™(X) — C’;Tiq( ) vérifiant 1’égalité (%) suivante

(*k) dk‘+1hk + hk 1dk = Sk CszntJ( )

et la condition (N) suivante: hy, définit une transformation naturelle du foncteur C;™ : Top —
sing .

rMod vers le foncteur Ck:+1 Top — rMod.

Comme S = id sing (x)» € prenant h{ (ex) = e, oll c; est le chemin constant, on obtient
0

X)’
que (%) et (Np) sont vérifiées. Supposons construits hé< ,...,hnX_l vérifiant les conditions
précédentes. Notons i, = eiq € Cn"(Ay) et dpin, € C™(A™). L’hypotese de récurrence
donne
Ap - . _ JANSS . . A" /. .
dphy " (dyin) + hp—2 dn—2(dn—1in) = S, (dnin) — dpin = dpSy, (in) — dn(in).
—_————

=0

Donc
A (5" (din) — S (i) + i) = 0 € CZM(A™)

Or A" est contractile donc il existe h5" (i) € CST{’(A”) tel que dp 172" (in) = h5™ (dpin) —

n
S8 (i) + in. Rappelons que toute application continue o : A" — X induit un morphisme

CZT{J (o) : Cflsz (A™) — CZTIQ (X). On pose alors hX : C5™(X) — Csmg (X) lapplication qui

a e, associe Csmg( )(RE" (in)). Tl est alors facile de voir que h;X vérifie (*n) et (Mp).

Etape finale. Montrons que le morphisme ¢ : CY(X) — C5™(X) est un quasi-isomorphisme.

Fixons o : A" — X une application continue, et posons V; = 7'_1((;1-). Les V; forment un
recouvrement d’ouverts de A" donc il existe € > 0 tel que pour tout z € A", B(z,e) NA™ C 'V}
pour un certain j. En itérant le foncteur S; un certain nombre de fois, puisque diam(S,) <
a7 diam(A™), il existe un entier k(o) tel que Sk@) (es) € CY¥(X). On peut méme prendre k(o) le
plus petit entier k tel que S¥(e,) € CY(X). Cela fournit une application s : C3"9(X) — CY(X)
telle que s = id. Montrons que H,(¢) est un isomorphisme.

Surjectivité. Comme Sy : C5™9(X) — C’.Sm? (X) est homotope a 'identité il en est de méme
pour toutes ses itérations Sf. Fixons ¢ € Cp"9(X) tel que de = 0. On écrit ¢ = Y. aje,,,
somme finie. On prend k = sup(k(o;). Alors S¥(¢) — ¢ = dp+1Ln(c) — Ln—1(de) pour un certain
La: CEM(X) = O (X).

Injectivité. Soient ¢ € C%(X) tel que dc = 0 et [1(c)] = [0] € H,(X). 1l existe ¢/ € C’smg( )
tel que dc’ = c. Puis il existe un entier k tel que S¥, (¢) € C% ,(X). Comme d(SF ,(c)) =
Sk(dc') = SE(c), on a [S¥(c)] = [0] dans H,,(C¥(X)). Par ailleurs,

S¥(¢) — ¢ = dyi1Ln(c) — Ly_1(dc).

On rappelle que 'homotopie Lo est fonctorielle en X. Ainsi, pour o : A" — U; on a L(e,) €

CZT{](Ui) et L,(CY(X)) C CY, ,(X). Donc dans H, (C¥(X)) on a [c] = [S¥(c)] = [0]. O
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Corollaire 2.4.2 (suite exacte longue de Mayer-Vietoris). Soient U,V C X tels que X =U U I;
1l existe une suite exacte longue

= HJ(UNV;R) = Hy(U; R) @& Ho(V; R) —2~ HJ(X;R) > H, 1(UNV;R) "~ ...
ol
i CIM(UNV) = CIM(U) @ CIM(V), et j: CIM(U) @ CIM(V) — CF9(X)
sont définies par
i(es) =(eq; —€0),
jles,er) =es +er

et ou @ est Uapplication induite par He(X) ~ HY(X) — H. 1(UNV) qui a [c] = [cy +cv] €
HY(X) associe [dcy] = —[dey].

Démonstration. Considérons ’ensemble U = {U, V'}. Il est clair que nous avons une suite exacte
courte

0—=CMUNV) L CsmM™U) @ CsM(V) L~ CU(X) —=0
avec p(eq,er) = e, + €. Cette suite exacte courte induit une suite exacte longue en homologie
= Ho(U NV R) ~ Ho(Us R) & Hy (Vs R) —2 Hy (CY(X)) =2 Hy ot (U N V5 R)

Par le théoreme le morphisme ¢, : H,,(CY¥ (X)) — H,(X) est un isomorphisme pour tout
n. On constate alors que iy © px = Jx €t p o1, = J, d’ou le résultat. O

Corollaire 2.4.3. Pour toutm >1 on a

R stip=0oup=n

0 sinon

HP(SH;R) = {

Pour tout n >0 on a

flp(S”;R) _ {R s?p— n
0  sinon

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 0, S° est un espace
discret consitué de deux points donc Hy(S% R) = R @ R et H,(S’; R) = 0 pour p > 0. Pour
n > 1, S™ étant connexe par arcs on a Hy(S", R) = R.
On décompose la sphere S* = U UV avec U =S" \ {N},V =S"\ {5} homéomorphes a D" et
U NV homéomorphe & S*~! et on utilise la suite exacte longue de Mayer-Vietoris.

Pour n =1 cette suite exacte longue se restreint aux suites exactes

0 — Hy(SY) = Ho(UNV) — Hy(U)® Ho(V) — Ho(S') — 0 et pour k > 2,0 — Hp(S') =0

On en déduit que Hi(S') est isomorphe au noyau de Hy(i). Or Ho(U N'V) est un R-module
libre de rang 2 engendré par e, et e, et Hy(U) est libre de rang 1 engendré par ey, de méme
pour Hop(V'). On peut choisir ces générateurs de telle maniere que i«(e;) = ey — ey = ix(ey)

11



donc le noyau de Hy(i) est libre de rang 1 engendré par e; — €,. On a également Hy(S!) = 0
pour k > 2.

Pour n > 1 on remarque que Ho(UNV) — Ho(U) ® Ho(V) est injective. Ainsi on obtient
des suites exactes

Hi(S") = H, ((UNV) = Hp_1(S" 1), k>2, et 0= H (S") =0

Le principe de récurrence permet de conclure que H,(S") = R et H,(S™) = 0 pour p # n,0.
de ce corollaire utilise la récurrence et la suite exacte de Mayer-Vietoris. Pour 'homologie
réduite il suffit de calculer ce qui se passe en degré 0. O

Corollaire 2.4.4. Générateurs de H,(S™)

Cas n = 1. On note o4 : I — S' Uapplication continue qui a t associe €™ et og : I — S!
Uapplication continue qui a t associe e Y. On aoy+o0p € Cfmg(Sl) etd(ca+op)=0. La
classe [oa + op] € Hi(S') en est un générateur.

Cas n > 2. On choisit @, : A™ — D™ un homéomorphisme induisant un homéomorphisme
entre OA™ et D" = S"~L. On note jF : D™ — S™ Uapplication continue qui ¢ x = (x1,...,%,)
associe (x1,...,xn, /1 — ||z||?) et j, : D™ — S™ Uapplication continue qui ¢ x = (x1,...,Ty)
associe (1, ..., Tn, —/1 — ||7]|2). Ces deuz applications coincident sur le bord S*~* de D™. On
en déduit que les n-simplezes singuliers o™ = jF o, et o= = j, op, coincident sur les faces AP
de A", donc ot — o~ € C5™9(S") vérifie d(ot —o~) = 0. On a: la classe ot —o~] € H,(S™)
en est un générateur.

Fin du cours du 6 mai

Théoréme 2.4.5. (Théoréme d’excision)

J— (o]
1. Pour tout U C W C X avec U CW, on a un isomorphisme pour tout n,

H,(X\UWN\U) — H,(X,W)

2. Soient A,B C X tels que X —A U B. Linclusion de paire (B,AN B) — (X, A) induit
un isomorphisme en homologie.

Démonstration. les deux énoncés sont équivalents. Il suffit de poser A=W et B= X \U. On
montre le deuxieéme énoncé avec U = {A, B}. On a un morphisme de suites exactes courtes de
complexes

0 — CJ(A) —— CY(X) CY(X)/CIM(A) ——0
g
Comme id et j sont des quasi-isomorphismes, il en est de méme pour j. Par ailleurs le mor-
phisme de complexes Cs'™"(B) — CY(X)/C&™(A) est surjectif de noyau Cs""?(A N B) donc

CU(X)/C5™M(A) est isomorphe & C5™(B)/C5™(A N B), ce qui permet de conclure que le
morphisme de complexe

C2™(B; AN B) = C2m(B)/CS7(A N B) = C3M(X) /CEm9(4) = C379(X; A)

est un quasi-isomorphisme. O
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2.5 Applications

Théoreme 2.5.1. Soient U un ouvert de R™ et V un ouvert de R"™. SiU etV sont homéomorphes
alors m = n.

Démonstration. Soit x un point de U. U UR™ \ {x} est un recouvrement d’ouverts de R et
le théoreme d’excision donne un isomorphisme Ho(U,U \ {z}) — Ho(R™,R™ \ {z}). La suite
exacte longue en homologie réduite asssociée a la paire (R™, R™ \ {z}) donne

R sik=m-1

0 sinon.

Hy(R™,R™\ {z}; R) = {
Le résultat en découle immédiatement. O

2.6 Degré d’une application f:S" — S” et calcul explicite

Définition 2.6.1. Fixons n > 1. Soit f : S” — S™. Le degré de f, noté deg(f), est I'unique
entier d € Z tel que H,(f) : H,(S") — H,(S") soit la multiplication par d.

Proposition 2.6.2 (Voir TD). Soient f,g:S™ — S". On a les propriétés suivantes
1. deg(id) =1
2. Si f n'est pas surjective alors deg(f) =0

3. deg(f og)=deg(f)deg(g)

4. St f est homotope a g alors deg f = degg. En particulier, si f est une équivalence
d’homotopie alors deg(f) € {—1,1}.

5. Si f est une réflexion hyperplane par rapport a Uhyperplan x; = 0 alors deg(f) = —1
6. Le degré de l'application antipodale A : S™ — S"™ qui & x associe —x est (—1)"T!

Démonstration. 1), 3) et 4) sont clairs. 2) Il suffit de remarquer que f = goi avec g : S” —
S™\ {y} pour y & im(f) et g(x) = f(x). On a alors H,(g9) = H,(i) = H,(f) = 0. 5) il suffit
d’utiliser les générateurs de H,,(S™) et pour 6) de constater que ’application antipodale est la
composée de n + 1 réflexions hyperplanes. O

Pour calculer explicitement le degré d’une application on procede de la maniere suivante;
on suppose que f est surjective et qu’il existe y € S™ tel que f~!(y) est fini. On note z1,. ..,z
les antécédents de y par f. On choisit un voisinage V' de y et U; des voisinages de x; disjoints,
tels que f(U;) C V. Pour chaque i on a une application restreinte

&= Ho(floy) - Ha(Ui, U \ {zi}) = Ho(V,V \ {y})

En utilisant Pexcision et la suite exacte longue d’homologie on a H,(U;,U; \ {z;}) ~ Z =~
H,(V,V \ {y}); on note deg f|;, l'entier tel que Hy(f|v,)(1) = deg fl|s, . 1l s’appelle le degré
local de f par rapport a x;.

Proposition 2.6.3. deg f =Y., deg fla,
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Démonstration. On va s’appuyer sur le diagramme commutatif suivant

Ho(Us, Ui\ i) 2= HL(V,V\ {1})

z;
e
Yy

Ho(S", 8"\ {i}) = Ho(S", 8™\ f71(y)) = H,(S", 8"\ {y})

b "

H,(S") - H,(S").

Par excision, i¥,i}" sont des isomorphismes. Par la suite exacte longue de Mayer-Vietoris,

j¥ et j% sont également des isomorphismes. On choisit [e,] un générateur de H,(S") = Z
que l'on transporte via ¥ ,i%, j¥etj% comme générateurs de H, (U, U; \ {z;}), H.(V,V \ {y})
H,(S™,S"\ {z;}) et H,(S™,S™\ {y}), de telle maniére que en prenant ces choix de générateurs
les applications mentionnées sont des identités. Plus précisément on obtient le diagramme
commutatif suivant

. x deg f|z, y
Zley) = Hn(Us, Ui \ {zi}) —— Zlen] = Hn(V,V \ {y})

/ ikt \Lid
1Y

Zlek) = Ha(S",S™ \ {w:}) <=—— Hu(S",S" \ [~} (y)) — Z[e}] = Ha(S",S" \ {y})

" T b L

Zlen] = Hn(8") —— 35— Llea] = Ha(S").

On note W = UU; et S =S"\ f~1(y). On a un isomorphisme (en utilisant 1’excision)
Hy (8", ) = Hy(W, Ui Ui \ {2:}) = @ Ha (Ui, Ui\ {2:}) = €D Ha(S",5" \ {a3})
i=1 =1

ou l'isomorphisme de droite est donné par @i, olt chaque i.(x;) est un isomorphisme et celui
de gauche par ) k;. Ainsi

Ho(S",8"\ £~ () = @D zle})
=1

et k; est 'inclusion canonique de la i-eme composante et p; la projection canonique sur la i-eme
composante. On en déduit donc que

J(en)) = D _len].

i=1
En particulier on a

r

FL(en]) = deg flu[ef], et fY(j(fea])) = D (deg flu,)[eh] = deg flep].

i=1
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Proposition 2.6.4. Pour tout k € 7 il existe une application continue f : S™ — S™ de degré k.

Démonstration. Pour n = 1 il suffit de prendre z — 2z* qui est de degré k. Pour n > 1 on choisit
k boules D™ dans la sphere S™ et un plongement j = Uy; : I_Ii-“zllDJ” — S™. On note X = S"\imj.
On a S"/X = V¥ | S" on note ¢ = S® — S"/X la projection, et p : VS® — S" qui vaut I'identité
sur chaque sphére. On note {zo} le point base (par exemple le pole sud). Calculons le degré
de f =pogq:S" — S™ Pour y # x9 on a f~1(y) = {x1,...,21}, chaque x; dans 'image d’un
des D™. 1l existe U; voisinage de z; dans D™ (et donc dans S™) et U voisinage de y tel que
f :U; = U est un homéomorphisme. Quitte & composer j; par une réflexion, on peut supposer

que deg f|z; = 1 (ou deg f|z, = —1). Cela permet donc de construire une application f telle
que deg f = > deg fy, de degré k ou —k si k > 0. Par ailleurs pour k£ = 0 il suffit de prendre
une application constante. ]

Proposition 2.6.5. Le degré de lapplication g : S™ — S™ obtenu par composition

T

s —2% P.(R) > P,(R)/Py_1 (R) == S"

est e(1+ (—=1)"1) avec € = £1.

Démonstration. On rappelle que P,(R) = S"/x ~ —z est homéomorphe & ’espace topologique
obtenu a partir de P,_1(R) par l'attachement d’une cellule de dimension n le long de la pro-
jection gp—1 : "' — P,_1(R) On note o : P,(R) — P,_1(R) Uy, , D" cet homéomorphisme.
Modulo un homéomorphisme de S™, on peut écrire g = moa o gy, ou m: P,_1(R) Uy, , D* —
P,_1(R) Ug,_, D*/P,_1(R) = S™. On note zo le point base de S™ (qui correspond au point
{P,_1(R)/P,,(R)}). Fixons y un point de S™\ {zo}. on a g~ '(y) = {y,—y}. 1l existe un
voisinage V' de y et un voisinage W, et W_ tel que g|w, : Wie — V soit homotope a I'identité
et glw_ : W_ — V soit homotope a I’application antipodale. Ainsi degg = degg|, + degg—, =
1+ (=1)"*1. Donc degg = 0 si n est pair et degg = 2 si n est impair. Comme tout a été fait a
homéomorphisme pres on en déduit le résultat. ]

2.7 Attachement cellulaire et homologie

Petit rappel (exo 3 feuille 9), ou Hatcher, Proposition 2.22,

Définition 2.7.1. On dit que la paire (X, A) est une bonne paire si A est fermé dans X et
s’il existe un voisinage ouvert V de A tel que V se rétracte par déformation sur A.

Théoréme 2.7.2. Si (X, A) est une bonne paire, alors lapplication quotient
q: (X, A) = (X/A, A/A)
induit un isomorphisme en homologie. En particulier H,(X,A) = H,(X/A).
Corollaire 2.7.3. Si (X;,x;)jes sont des bonnes paires, alors
B GH(X;) = H(YX;)
est un isomorphisme.

Démonstration. On sait déja que @;Hp(X;,{z;}) — Hp(U;X;,U;{x;}) est un isomorphisme.
Puis on utilise la théoreme précédent. O
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Théoréme 2.7.4. Soit X un espace topologique f : S"~' — X wune application continue et
Y = X Uy D" l’espace obtenu a partir de X en attachant une n cellule le long de f. On a

1. Pour tout q # n,n — 1, ﬁq(Y) = .FNIq(X)
2. On a une suite exacte

0— Hp(X) = Hy(Y) = Hp_1(S™! Hy (X)) = Hp_1(Y) =0

Démonstration. Notons ® : (D", S"~1) — (Y, X) le morphisme de paires d’espaces topologiques
obtenu par l'attachement cellulaire. On rappelle que ® induit un homéomorphisme D" /S"~! —
Y/X. En particulier, il induit un homéomorphisme S” — Y/X. Comme (Y, X) est une bonne
paire, on a

~ ~ Z sik=n
Hy(Y, X) = Hy(Y/X) = Hy(S") = { i
0  sinon
On écrit la suite exacte longue associée a la paire (Y, X)

o= Hy (Y, X) = Hy(X) — Hy(Y) — Hy (Y, X) — ...

Ce qui donne ﬁk(X) — ﬁk(Y) est un isomorphisme pour k # n,n — 1. La fonctorialité de
la longue suite exacte associée & une paire appliquée au morphisme de paire ® : (D", S*~ 1) —
(Y, X) donne le diagramme commutatif de suites exactes suivant

00— H,(X) Hy (V) —2 = Hy (v, X) —2 - Hy (X)) ——— Hy (V) ——0
o~ o~ n_l o~ o~
OHHn(Sn_l) — H,(D") HHn(DmSnil)aST) n—l(Sn_l) — H, 1 (D") —=0
=0 =0 - =7 =0

Ce qui permet d’obtenir la suite exacte

n—1__1.
7 7 o . 1]*
_—

0 — Hp(X) —= Hy(Y) oD 7

Hy, (S Y25 H, (X)) ——= Hp 1 (Y) —=0
O

On peut montrer par récurrence le corollaire suivant, mais ’on verra une démonstration plus
simple lorsque ’on abordera 'homologie cellulaire.

Corollaire 2.7.5. Soitn > 1

Z7)27, sik impair <n,
Hy(P,(R);Z) = Z, st k =n et n impair,

0, $Inomn.
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3 Homologie cellulaire

3.1 Définition

Dans toute cette partie X est un CW-complexe.
Fin du cours du 13 mai

Proposition 3.1.1. 1. Hy(X™ X®-1) = 0,Vk # n. De plus H,(X™ X"=D) est un
Z-module libre de base €', € A,,.

2. Hy(X™) =0,k > n; si X est de dimension finie N, alors Hy(X) =0,Vk > N.

3. Linclusion canonique X™ — X induit un isomorphisme Hyp(X™) — Hyp(X) pour tout
k<n.

Démonstration. Par le théoreme la projection (X, X(=1) — (X /X ("=1) &) induit
un isomorphisme en homologie, et l'espace topologique X () /X (n=1) est homéomorphe & un
bouquet de sphéres de dimenion n, indexé par les cellules de dimension n du CW-complexe X,
donc

Hy (XM, XUy = g, i (S™).

Le deuxiéme point se démontre par récurrence sur n. Pour n = 0 comme X (9 est un espace dis-
cret, le résultat est évident. Pour n > 0, la suite exacte longue associée a la paire (X (n) x (”_1))
donne

o= Hp (X)) o Hy (X)) = Hy (X, x(=0y

L’hypothese de récurrence et le point 1) implique que pour k > n on a Hy(X™) =0. Si X est
de dimension finie N alors X = X(V) et Hy(X) =0,Vk > N.

Montrons le point 3. Remarquons que la suite exacte longue associée a la paire (X (n+1) X ("))
donne

oo Hp (XD X)) 5 (X)) 5 Hy (XYY 5 Hy (X (0D x ()

donc pour k < n le morphisme Hy,(X™) — H k(X (»+1)) induit par Iinjection canonique est un
isomorphisme. Il en va de méme pour le morphisme induit par 'injection canonique Hj(X ™) —
Hi(X o )), sin < N. Donc, si X est de dimension finie IV, le résultat est démontré. Supposons
que X est quelconque et considérons ¢ un k-cycle de X avec k < n. Notons ¢ = >, Njeq,
avec 0; : A¥ — X continue. Comme AF est compact il en va de méme pour o;(AF). Par un
théoreme démontré dans la partie CW-complexe, on en déduit que ai(Ak) intersecte un nombre
fini de cellules. Comme il y un nombre fini d’entiers A; non nuls, on en déduit qu’il existe N
tel que ¢ € C;™(XM). On peut prendre N > n > k. Comme Hy(X™) — Hp(XN) est
un isomorphisme, il existe un unique d € C§"™ (X ™) tel que 1. ([d]) = [¢]. Ainsi Hy(X™) —
Hy(X) est un isomorphisme.

O

Proposition 3.1.2. La composée

dy: Hy(X™, x0-1) 2 n,l(Xm-n)g w1 (X (D) x(n=2)y

vérifie dpdp+1 = 0.
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Démonstration. La suite exacte longue associée & la paire (X (™), X (1) et le fait que H,, (X"~ D) =
0 donnent une suite exacte

0 —— H, (X)) 3" (x(), x (=) O (x (1)

Ainsi

dpodpi1 = Jn-1 00y 0 Jn00ny1 =0
=0

Comme le montre le diagramme

0

T

Hﬂ()((n))

Hn+1(X(n+1),X(n)) dnt1

d

Définition 3.1.3. On note H¢W (X) I’homologie en degré n du complexe ainsi obtenu, appelé
homologie cellulaire du CW-complexe X.

Théoréme 3.1.4. Pour tout n >0, on a HSW(X) = HS™(X).

Démonstration. On rappelle que Hy ™ (X) = Hy™(X(+1). La suite exacte longue associée &

la paire (X1, X)) donne

H (0D, X 00) S prains () e i ()

Donc
Hym9(X ) = 13m0 (X ) / im(D4)

Par ailleurs, comme j, : H, (X ™) — H, (X, X("=1) est injective elle induit un isomorphisme
entre H,(X™) et im(j,) = ker ), et aussi un isomorphisme entre im(d,,+1) et im(j, 0 dp11) =
imd,,+1. Enfin j,_; étant injective on a z € ker d,, = ker(j,—1 09,) <= x € ker 9,. Conclusion
Jn induit un isomorphisme

H;"9(X) = H"9(X ) /im(Ops1) — er dn/ imdy g1 = HEW (X).
O

Corollaire 3.1.5. On a H,(X) = 0 si X ne posséde pas de n-cellules; et si X posséde k
n-cellules alors Hy,(X) est un groupe abélien de type fini engendré par au plus k éléments.
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Démonstration. H,(X) est un quotient d’un sous-groupe du groupe abélien libre engendré par
les n-cellules de X. Or tout sous-groupe d’'un groupe abélien libre de rang k est libre de rang
k' < k. Et un quotient d’'un groupe libre de rang k' est engendré par au plus &’ éléments. [

Exemples:
Z sik=2p<2n
Hy,(Po(C)) = { =
0 sinon
Pour n > 1

Z sik=0,2n
Hp(S"x S") =172 sik=n

0 sinon

3.2 Calcul de la différentielle

Soit X un CW-complexe et A, I'ensemble de ses n-cellules.
Pour o € A;,, 8 € A,—1 on note A, 'application obtenue par composition des applications

Sg—l Por x (n—1) q X(n—l)/X(n—2) ~ \/ﬂE.AThng_l prp Sg—l
et I'on note d,g le degré de A,g.
Proposition 3.2.1. Pourn > 2,

—1
dn(el) =) dagej
B
Démonstration. Considérons le diagramme commutatif suivant
" n ) ~ " (Aap)« ~ e
H (D2, 9D7) ——2———~ H,,(9D2) Hooa(S37)

Hﬂr(éa)l lﬁnl(saa) T(prﬁ)*

Hn(X(n)vX(nil)) L ~n—1(X(n71)) & ﬁn—l(X(nil)/X(niﬁ)

H, (X1 x(n=2)) Hp (XD /X (n=2)

S

R\E

1R

Fixons [D,,] un générateur de H, (D", S"~!) = Z. On prendra \,, 1 = 9[D,] € H,_1(S*!) pour
générateur, de telle maniere que

(Aaﬁ)*()\n—l) = daﬁ)\n—l-

Remarquons que 'on peut choisir eg_l, B € Ap_1 comme générateurs de H,_;(X"~1D x(=2)
de telle maniere que (prg)*(w(eg_l)) = Ap—1. Notons el = [®y(D,,)]. C’est un générateur de
H,(X™, x®=1) Enfin, il existe des entiers dqg tels que: dn(eq) =D 4 d;Beg_l. D’une part

(prg)swdn(en) = (prs)s:0™ [a(Dn)] = (Rap)(0[Dy]) = daghn-1,
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et d’autre part

(pra)«wdn( Zdaﬁ’ pra)«(w(ef ) = dyghn-1,
donc d’aﬁ = dog.
O

Remarque 3.2.2. Notons que d; : Hi (XM, X)) — Hy(X ) correspond & I'application qui
a [c] associe [dc] ot ¢ = 3, Nies, avec ;1 [0,1] — XM et de = 3, Ai(€y,(1) = €y,(0)) € X g
X () = {4} alors pour tout ¢ on a de = 0.

Corollaire 3.2.3.

ZJ27  sik est impair et k <n

Hi(Po(R)) = Z si k=0,
M )z stk =mn et sin est impair,
0 sinon .

Démonstration. On a déja vu le cas n = 1. puisque P (R) = St. P, (R) posséde une structure de
CW-complexe ayant une k-cellule pour £ < n. On a vu également que pour k < n, Pn(R)(k) =
Py (R) et que l'application d’attachement qui correspond a la cellule de dimension k est Sk-1
P 1(R) = P,_1(R)/Py_2(R) = SF~1 est de degré +2 pour k pair et de degré 0 pour k impair.
Donc le complexe cellulaire associé a P,(R) est CSW (P, (R)) = Z pour 0 < k < n avec dj, = 0 si
k est impair et di = x(£2) si k est pair. L’homologie de ce complexe est ’homologie indiquée
dans I’énoncé du corollaire. a

3.3 Application de Mayer-Vietoris

Théoréme 3.3.1. Si D C S™ est homéomorphe a DF et S C S™ est homéomorphe a S* avec
0<k<n alors

o H;(S"\ D) =0 pour tout i.
o Hi(S"\S)=Z sii=n—k—1 et vaut 0 sinon.

Démonstration. Montrons le point 1 par récurrence sur k. Si k = 0 alors S” \ {*} est homo-
topiquement équivalent & D", contractile donc le résultat est prouvé. Choisissons h : I¥ — D
un homéomorphisme. Notons

Ay = S™\ (I x [0, %]), Ay = §"\ B(IF x [%, 1)

deux ouverts de S”. On a A1 N Ay =S"\ D et A; UAy =S"\ h(I*"! x {3}). Par hypothese
de récurrence on a H;(1AU As) = 0. Ainsi la suite exacte longue de Mayer-Vietoris appliquée
a lespace topologique A U A5 donne un isomorphisme

Jx ﬁk(A1 N Ag) — ﬁk(Al) ) ﬁk(AZ)

pour tous k. Supposons par I'absurde qu’il existe [z] # 0 € .FNIZ(S” \ D) pour un certain i. Ce
qui veut dire que dz = 0 et Vy € Csmg(Al NAgz), on a dy # x. Comme j([z] = [z]a, — [z]a, # 0
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on peut supposer par exemple [z]4, # {0}. On découpe a nouveau A; en deux parties A; =
A1 N Aqg avee

1.1

Ay = S™\ h(I*1 x o, i]), A =S"\ h(I* ' x 17 35)-

Par un raisonnement par récurrence, on trouve une suite d’intervalles fermés enboités J; C [0, 1]
de taille % tel que ¢ : H;y(S"\ D) — H;(S™ \ h(I*=! x J;)) envoie y([z]) # 0. Comme
NJ; = {p} et par hypotheése de récurrence H;(S™ \ h(I*~! x {p})) = 0, donc ¢([z] = [0] o
v Hy(S"\ D) — Hy(S™\ h(I*=! x {p})) est induite par les inclusions d’espaces topologiques.
Donc il existe y = > \re,, € C’fﬁg(Sn \ R(I*=1 x {p})) tel que dy = x. Mais o,(A™!) est
d’image compacte et S* \ h(I*7! x {p})) = US" \ h(I*"! x J;)), donc il existe I, tel que

o (AT €SP\ h(I*~1 x J;)). En prenant I = max, I, on obtient ([z]) = 0 ce qui est absurde.

Montrons le point 2 par récurrence sur k. Si k = 0, comme S" \ S? est homotopiquement
équivalent & S~ ! le résultat est démontré. Ecrivons S = D; U Dy avec Dy et Dy homéomorphes
a DF et Dy N Dy homéomorphe & S¥~1. Notons A; = S™\ Dy et Ay = S™\ Dy de telle sorte que
A1UAy = S™\ S ot S’ est homéomorphe & une sphere de dimension k—1. Ecrivons la suite exacte
longue de Mayer-Vietoris pour espace topologique A; U Ay, sachant que A; N Ay = S™\ S,
et Par que ’homologie réduite de A; et As est nulle par le point 1. Pour tout ¢ > 0, on a
I’isomorphisme

Hip1(S"\ ') = Hy(S"\ )

Conclusion, par hypothese de récurrence Hy(S™\ S) = Hyy1(S"\S') = Zsii+1=n—(k—1)—1
et vaut 0 sinon. Mais i +1=n —k équivaut a i =n — k — 1. ]
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