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Homotopie, groupe fondamental et théoreme de Seifert-Van Kampen
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1 Homotopie

1.1 Applications homotopes

Remarque 1.1.1. On utilisera souvent sans le dire, par la suite, que si X,Y sont deux sous-
espaces topologiques de Z (munis de la topologie induite) tels que X UY = Z (en tant
qu’ensemble) et tel que la topologie sur Z coincide avec la topologie finale par rapport aux
inclusions ix : X — Z et iy : Y — Z alors pour toutes applications continues f : X — T et
g:Y — T avec f(x) = g(x) pour tout z € X NY, il existe une unique application continue
v :Z =T tel que ¥(z) = f(x),¥(y) = g(y) pour tous x € X,y € Y. Cela résulte précisément
du fait que Z est le recollement de X et Y le long de leur intersection commune.

En particulier si X et Y sont fermés dans Z (ou X et Y sont ouverts dans Z) alors la topologie
sur Z coincide avec la topologie finale par rapport aux inclusions ix : X — Z. En effet: soit
F C Z,tel que XNF (resp. YNF) est fermé dans X (resp. Y). Il existe Fx, Fy fermés de Z tels
que XNF=XNFxetYNF=YNFy. Alors F =ZNF = (XUY)NF = (XNFx)U(YNFy).
Comme X,Y, Fx et Fy sont fermés dans Z, il en résulte que F' I'est aussi.

Définition 1.1.2. Deux applications continues f et g : X — Y sont homotopes s’il existe
une aplication continue F': X x I telle que F(x,0) = f(z) et F(z,1) = g(z), pour tout x € X.
On note f ~g.



Exemple 1.1.3. a) idgn est homotope a une application constante. En effet, il suffit de con-
sidérer ’homotopie R" x I — R™ qui a (z,t) associe tx.

b) Toute application continue, non surjective f : X — S™ est homotope & une application
constante. En effet, fixons v € S" tel que v € Im(f). On construit ’homotopie H : X x I — S"
définie par H(x,t) = Hg:gﬁgﬁg:;}%” Cette fonction est bien définie car une droite joignant
deux points de la sphére S rencontre 0 € R™*! si et seulement si ces deux points sont opposés.
Donc pour tout ¢ € [0,1], pour tout x € X on a (1 —t)f(z) + t(—v) # 0.

Définition 1.1.4. Soient f,g: X — Y deux applications continues, A C X et f|4 = g|4. On
dit que f est homotope a g relativement a A s’il existe une homotopie F': X x I — Y telle que
F(a,t) = f(a) = g(a),Va € A. On note f ~4 g.

Proposition 1.1.5. Soient X,Y deux espaces topologiques, A C X et ¢y : A — Y une appli-
cation continue. On note C(X,Y )y lensemble des applications continues f : X —'Y telles que
fla = 1. L’homotopie relativement a A est une relation d’équivalence sur C(X,Y)y. On note
[X, Y]y le quotient de C(X,Y )y par cette relation d’équivalence.

Démonstration. La relation est

— Réflexive: il suffit de prendre H : X x I — Y définie par H(z,t) = f(z).

— Symétrique. Si H est une homotopie de f & g relativement & A, alors H : X x I — Y définie
par H(z,t) = H(z,1 —t) est une homotopie de g & f relativement & A.

— Transitive. Fixons H une homotopie de f a g relativement a A et K une homotopie de g a h
relativement & A. O note H x K 'application

H(zx,2t), 0<t<
K(J;¢2t_1)v %Stﬁ

(H x K)(x,t) := {

Elle est continue par la remarque [1.1.1] et est une homotopie de f a h relativement a A. O

Remarque 1.1.6. Dans la démonstration précédente, on peut aussi définir pour 0 < a < 1
I'application continue H *, K de la maniere suivante

(H xq K)(z,t) := {

Elle est continue par la remarque [1.1.1] et est une homotopie de f a h relativement a A.

Remarque 1.1.7. Si A = () on notera C(X,Y) I’ensemble des applications continues f : X — Y
et [X,Y] le quotient de C(X,Y") par la relation d’équivalence ~.
Si (X, z0) et (Y,yo) sont des espaces pointés, en prenant A = {zp} et ¥ 'application qui a xg
associe yo, on note C«(X,Y’) I'ensemble des applications pointées et [X, Y], le quotient par la
relation d’équivalence ~~,, notée aussi ~.

Exemple: [, X] est en bijection avec I’ensemble des composantes connexes par arcs de X et
[*, X]. est un singleton.

1.2 Type d’homotopie

Définition 1.2.1. Deux espace topologiques X et Y ont méme type d’homotopie ou sont
homotopiquement équivalents s’il existe f : X — Y et g : Y — X continues telles que
fg ~idy et gf ~idx. On dit que f et g sont des équivalences d’homotopie. On notera par
la suite X ~ Y pour indiquer que les deux espaces X et Y sont homotopiquement équivalents.



Remarque 1.2.2. Deux espaces homéomorphes sont homotopiquement équivalents.
Proposition 1.2.3. L’équivalence d’homotopie est une relation d’équivalence.

Démonstration. La réflexivité et la symétrie sont immédiates. Il reste a démontrer la transitivité
qui est une conséquence du lemme qui suit. O

Lemme 1.2.4. Soient f,g: X =Y, h:Y = Z etk :T — X toutes continues. Si f ~ g alors
hf ~ hg et fk ~ gk.

Démonstration. Fixons H : X x I — Y une homotopie de f & g. Alors hoH : X x I — Z est
une homotopie de hf & hg et Ho (k xid;) : T x I — Y est une homotopie de fk a gk. O

Corollaire 1.2.5. La donnée des ensembles [X,Y] pour X etY des espaces topologiques, fournit
une catégorie appelée la catégorie homotopique des espaces topologiques.

Démonstration. 11 suffit de montrer que la composition est bien définie: Soit f : X — Y et
g:Y — Z deux applications continues. On veut poser [g] o [f] := [go f] ou [f] désigne la classe
de f modulo la relation d’homotopie. Le lemme permet de conclure que cette définition
a un sens, que la composition ainsi définie est associative et possede une identité pour tout X
donnée par [idx]. O

Exemple 1.2.6. : R"\ {0} ~ S"!. On considere ¢ : S} — R"\ {0} l'inclusion et r :
R™\ {0} — S"~! définie par r(z) = May- Onaror=idgi-1 et cor:R" \ {0} — R™\ {0} qui
a x associe o est homotopie a I'identité via I'homotopie H : R" \ {0} x I — R™\ {0} définie
par H(z,t) = T (1 —t)z.

Définition 1.2.7. X est contractile si ’espace topologique X est homotopiquement équivalent
a un singleton (X ~ x).

Lemme 1.2.8. X est contractile si et seulement si il existe zg € X tel que idx =~ cg,.

Démonstration. Supposons que X soit contractile. Il existe des applications continues f : {x} —
Xetg: X — {x}telque fog ~idx et gof ~ idf,y. Remarquons que la donnée de I'application
f équivaut a la donnée d'un point xp dans X et qu’ainsi f o g est I’application constante cg,.
Réciproquement si idx ~ ¢z, alors en posant f(x) = zg et g : X — {*} I'unique application
continue de X dans l'espace topologique singleton, alors f o g ~idx et go f =idy,,. 0

Définition 1.2.9. Soit A un sous espace topologique de X, on note ¢ : A — X [linjection
canonique. A est un rétracte de X s’il existe r : X — A tel que rte = 14. r s’appelle une
rétraction.

A est un rétracte par déformation si de plus vr ~ 1x. r s’appelle rétraction par
déformation.

A est un rétracte par déformation forte si de plus tr >~ 4 1x. r s’appelle rétraction par
déformation forte.

Par exemple S"~! est un rétracte par déformation forte de R™ \ {0} et la rétraction r a été

donnée en [1.2.6]

Remarque 1.2.10. Par définition, si A est un rétracte par déformation alors ¢ est une équivalence
d’homotopie, car vr ~ 1x et ro = 14.

Proposition 1.2.11. f:S"™ — X se prolonge en une application continue g : D"t1 — X si et
seulement si f est homotope a une application constante.



Démonstration. Supposons qu'’il existe g : D"*! — X qui prolonge f. Soit H : D"*! x I — X
Papplication définie par H(x,t) = g(tz). H est continue et est une homotopie de I’application
constante c,p) & g. Donc en se restreignant a S on obtient cy) ~ f. Réciproquement,
supposons que ¢z, =~ f pour un certain zo € X. Soit H : S” x I — X une homotopie de ¢;, a
f. Considérons I'application ¢ : D"*! — X définie par

g(z) = {H({;H’?Hiﬁﬂ -1), |z|| >

o, ]| <

NOI—= N

En utilisant la remarque [I.1.T] et les observations suivantes
o D= (o € R [fafl < 1)U {r € RPL < Jlafl < 1)

o {zx e R"1 < |[z]| <1} — S" x I qui z associe (ﬁﬂHxH — 1) est un homéomorphisme,

On obtient que g est continue. De plus g|s» = f, ce que I'on voulait démontrer. O

1.3 Homotopie et adjonction cellulaire

Une paire d’espaces topologiques (Y, A) est la donnée d’un espace topologique Y et d’un
sous-espace A C Y. On peut définir une catégorie de paires d’espaces topologiques, ol un
morphisme de paires (Y, A) — (Y’, A’) est une application continue f : Y — Y’ vérifiant
f(A) C A

Définition 1.3.1 (Propriété d’extension des homotopies). On dit que la paire (Y, A) admet la
propriété d’extension des homotopies si pour tout applications continues g : ¥ — Z et
G : AxI — Z telles que G(a,0) = g(a),Va € A, il existe une application continue H : Y xI — Z
telle que H(y,0) = g(y),Vy € Y et H(a,t) = G(a,t),Va € A,t € [0, 1].

Ax {0} —=Ax1I

|

Y x {0} —=Y x I

Remarque 1.3.2. Attention, dans la définition ci-dessus on n’exige pas 'unicité pour le pro-
longement H.

Proposition 1.3.3. La paire (Y, A) admet la propriété d’extension des homotopies si et seule-
ment sit:Y Uqg Ax I —Y x1I admet une rétraction.

Démonstration. Supposons que ¢ admette une rétraction r : Y x I — Y Uy A x I. En particulier
r(y,0) =y et r(a,t) = (a,t) pour tout y € Y,a € Aet t € I.

Par propriété universelle du pushout Y Uy A x I il existe une unique application continue
K :YUs AXxI— Z telle que K(y) = g(y) et K(a,t) = G(a,t), Yy € Y,a € A,t € I. On pose
alors H = Kor. On a: H(y,0) = K(r(y,0)) = K(y) = g(y) et H(a,t) = K(a,t) = G(a,t).
Donc H vérifie les propriétés voulues.

Supposons que (Y, A) vérifie la propriété d’extension des homotopies et posons Z =Y Uy A x I
avec g : Y — Z et G : Ax I — Z les morphismes canoniques. On a alors 'existence de



H:Y x I — Z qui vérifie H(y,0) = ¢(y) et H(z,t) = G(z,t). Par ailleurs Hov: Z — Z
coincide avec les morphismes canoniques sur Y et X x I donc par propriété universelle de Z il
n’y a que l'identité qui satisfait cette propriété. Ainsi H ot = idy et H est une rétraction de
L. O

Corollaire 1.3.4. La paire (]D)”,S”_l) vérifie la propriété d’extension des homotopies.

Démonstration. On construit une rétraction r de I'injection canonique D" Ugn—1 (S*~! x I) —
D™ x I en considérant la projection radiale issue de A = (0,...,0,2). Plus précisément r :
D" x I — D" x {0} Ugn-1, 0y (" x I) est définie par

ra,t) = {EHI’TFH) si [|z]| > %:t

On remarque que 7 est continue grace a la remarque [[.1.1] O

Lemme 1.3.5. Soit (Y, A) une paire d’espace topologique et

un carré cocartésien, tel que (Y', A’) est une paire d’espace topologique. Si (Y,A) wvérifie la
propriété d’extension des homotopies, il en est de méme pour la paire (Y', A).

Remarquons que pour que (Y’, A") soit une paire il faut que l'injection canonique A" — Y’
réalise un homéomorphisme sur son image. Ceci est vrai par exemple si A est fermé (ou ouvert)
dans Y.

Démonstration. Fixons g : Y — Z et G: A’ x I — Z tels que G(d,0) = g(a’),Va' € A’. On
rappelle que Y/ =Y Uy A" et que (Y’, A’) est une paire d’espaces topologiques. Puisque I est
compact, Y/ x I est homéomorphe & (Y x I)Usy 1 (A’ x I). Ainsi, pour constuire H : Y’ xI — Z
continue, il suffit de construire des applications continues Hyqr : A’ x I — Z et Hy : Y x I — Z,
vérifiant: Va € A, Hy(a,t) = Ha/(f(a),t). On pose Har = G. Par propriété d’extension des
homotopies de la paire (Y, X), il existe Hy : Y x I — Z tel que Hy(a,t) = G(f(a),t) et
Hy (y,0) = g(¢(y)), car G(f(a),0) = g(f(a)) = g(¢(a)), pour tout a € A. Donc H : Y'xI — Z
existe. Vérifions qu’il a les bonnes propriétés. Pour o’ € A, ona H(d',t) = Hy/ (', t) = G(d/,t).
Pour ¢y € Y’, calculons H(y',0). Siy = ¢(y) avec y € Y, on a H(y',0) = H(4(y),0) =
Hy (y,0) = g(¢(y)) = g(y/); siy € A, on a H(y',0) = Ha(v/,0) = G(/,0) = g(y'). Donc H
étend '’homotopie G et coincide en 0 avec g. O

Corollaire 1.3.6. Si Y = AU, D" alors la paire (Y, A) admet la propriété d’extension des
homotopies.

Démonstration. C’est une conséquence directe de I'application précédente. ]

Proposition 1.3.7. Si (Y, A) admet la propriété d’extension des homotopies et si A est con-
tractile alors q : Y — Y /A est une équivalence d’homotopie.



Démonstration. Notons i4 : A — Y linclusion canonique. Comme A est contractile, il existe
ag € A et une homotopie H : AxI — Adeida & cq,. AinsiigoH est une homotopie de i4 a cq,.
Par la propriété d’extension des homotopies, il existe une homotopie K : Y x I — Y, de source
idy, coincidant avec H sur A, en particulier, pour tout a € A on a K(a,t) € A et K(a,1) = ap.
L’application g définie par ¢g(y) = K(y,1), Yy € Y, est continue et induit une application
continue g : Y/A — Y. Remarquons qu’en notant ¢ : ¥ — Y/A la projection canonique on
a gq(y) = K(y,1) donc gq ~ idy. Par ailleurs Y(a,t) € A x I,(qo K)(a,t) = [ag] € Y/A.
Donc Papplication g o K : Y x I — Y/A passe au quotient par la relation engendrée par
(a,t)R(b,t),Va,b € A. Comme I est compact on a ¥ x I/R est homéomorphe & Y/A x I. Donc
q o K induit une applicaion continue K : (Y/A) x I — Y/A qui est une homotopie de idy/a &
qg. Conclusion: g est une équivalence d’homotopie. ]

Fin du cours du 18 février

Proposition 1.3.8. Si les paires (Y, B) et (B, A) admettent la propriété d’extension des ho-
motopies, il en est de méme pour la paire (Y, A).

Démonstration. Soit Z un espace topologique. Fixons des applications continues g : Y — Z et
G:Ax1— Z telles que G(a,0) = g(a),Va € A.

La paire (B, A) admet la propriété d’extension des homotopies, donc il existe Hg : B X I — Z
telle que Hp(a,t) = G(a,t),Ya € A et Hg(b,0) = ¢|p(b) = g(b), pour tout b € B. De méme
en considérant la paire (Y, B), il existe Hy : Y x I — Z telle que Hy (b,t) = Hp(b,t),Vb € B,
et Hp(y,0) = g(y). L’homotopie Hy étend bien ’homotopie G' en une homotopie sur Y qui
coincide avec g au temps t = 0. U

Corollaire 1.3.9. Si Y est obtenu a partir de A par un nombre fini d’adjonctions cellulaires,
alors (Y, A) vérifie la propriété d’extension des homotopies. Si de plus A est contractile alors
q:Y — Y/A est une équivalence d’homotopie.

Lemme 1.3.10. Soient K, K', K" : X x I =Y trois applications continues, vérfiant K (x,1) =
K'(z,0) et K'(z,1) = K"(x,0) pour tout x € X. Soit0 <a<b<1let0<ad <V <1 des
réels. On note

) si0<t<a

(K #q K' 5y K")(2,t) = ( ) sia<t<b
K"(z, —l;)) sib<t<l1

t
Ta
t

On a K xq K' %y K" ~x, 101y K %o K" %y K",
Démonstration. On définit R: X x I x I — Y par
R(z,s8,t) = (K *q(1—t)art K #1140 #K") (2, 5).
On montre que R est continue, que
R(z,5,0) = (K xq K" %y K")(x,5); R(z,8,1) = (K %o K' %y K")(2,1)
et R(x,0,t) = K(x,0); R(z,1,t) = K"(z,1). O
Corollaire 1.3.11. Soient K, K', K" : X x I — Y trois applications continues, vérfiant

K(z,1) = K'(2,0) et K'(x,1) = K" (x,0) pour tout x € X. Soient 0 < a,b < 1 deux réels. On
a (K *q K') %y K" ~x 101y K *q (K", K").



Démonstration. On a (K #q K')#p K" = Kxqp K'sp K" et Kxq (K%, K") = K4 (K %415 K"),
et on peut utiliser le lemme précédent. O

Lemme 1.3.12. Soit K : X x I — Y une application continue. On note K : X x I — Y
Uapplication continue qui a (x,t) associe K(x,1 —t). Avec les notations de la remarque
on a K xq K ~xy0,1y Ko ou Ko : X x I =Y est lapplication continue qui @ (x,t) associe
K(z,0).

Démonstration. Soit (x,s,t) € X x I x I posons

K@) S10<s<a(l—t)
R(xasyt): K(x71_t) Sla(l_t)SSSa(l—t)+t
?x’i:Z):K(%i:Z)Z sia(l—t)+t<s<1
Notons

Xi={(z,s,t) e X xI}0<s<a(l-t}; Xo={(z,5,t) € X x *ja(l —t) <s<a(l—t)+1t}
Xz ={(z,8,t) € X x I*a(l —t) +1 <5 <1}

Ces trois sous-espaces sont fermés dans X x I? donc comme les applications K (z, ), K (z,1—1t)

et K(x, %:Z ) sont continues sur X, X et X3 respectivement, pour montrer que R est continue

il suffit de montrer que ces applications coincident sur les intersections des sous-espaces. Sur
XiNXz,onas =a(l-t) et K(z, %) = K(z,1—t). Sur XoNXsonas = a(l—t)+tet K(x L5y _

’1—a
K(x,1 —1t). Donc R est continue. Par ailleurs, pour t = 0 on a R(x,s,0) = (K %, K)(z,s) et
pour t =1 on a R(z,s,1) = K(z,0) = Ko(z). Enfin pour s =0, on a R(z,0,t) = K(z,0) =

(K %4 K)(2,0) = Ko(z) et pour s =1, on a R(z,1,t) = K(z,0) = (K %, K)(z,1) = Ko(z),
donc indépendant de ¢. Conclusion on a trouvé une homotopie relativement a X x {0,1} entre
K x4 K et K. ]

Lemme 1.3.13. Soit K : X x I — Y wune application continue. On note Ko : X x I — 'Y
Uapplication qui a (x,t) associe K(x,0) et Ky cell qui a (z,t) associe K(z,1). Pour tout
0<a<1lonaKox K ~xyxp01 K et K%, K1 ~xyq01) K.

Démonstration. Définissons

K(m,m) si0<s<a(l—t)+t
K(z,1) sta(l—t)+t<s<1

R(z,s,t) = {

R est continue et est une homotopie relativement a X x {0,1} de K %, K vers K. Pour autre
cas on compose les homotopies en constatant que Ky =~y 0,1} K x4, K, ce qui donne

Ko*a K ~xyq013 (K %0 K) %0 K ~x 101} K %0 (K %0 K) ~x 013 K *a K1 ~xxq01) K.

O

Théoréme 1.3.14. Si f,g:S" ! — X sont homotopes alors X U D" ~ X U, D",

Démonstration. Pour h € {f,g}, on utilise les notations suivantes pour le diagramme co-
cartésien:

sl X

Lk

D" ——Yj, = X Uy D"

h



On note K : S" ! x I — X une homotopie de g & f, c’est-a-dire, pour tout a € S*1 K(a,0) =
g(a) et K(a,1) = f(a). On note K I’homotopie de f & g définie par K (z,t) = K(x,1 —1t).

Construisons une application continue Yy — Y,. Pour cela il suffit de se donner deux
applications continues Hy : D" — Y, et Hy : X — Y} vérifiant pour tout a € S*1 Hy(a) =
Hy(f(a)). On pose Hy = j% : X — Y, continue. Pour définir H;, on décompose la boule
D" en D" = D% US™ ! x I ou D} = {z € D", |[z|| < 1} est fermé dans D"; on rappelle que

2 2

I'application continue S?~! x I — D" qui envoie (z,t) sur H‘ x, réalise un homéomorphisme sur
son image dans D" qui est fermée dans D".
On définit

[t sl <
“>{&m¢mw4»awm

N[ N[

Pour |[z|| = 3 on a 2z € S"~! donc ¢y4(2z) = j%(g(22)) dans Yy et j% (K(
% (K (22,0)) = j%(g(2z)). Donc H; est bien continue.
Enfin si @ € S"7!, on a Hi(a) = j%(K(a,1)) = j%(f(a)) = Ha(f(a)). Conclusion on a

construit une application continue H : Yy — Y,. Pour conclure, I'application H vue comme
o (o]
application d’ensemble de Yy = X1 D" vers Y, = X1 D" s’exprime comme ceci

|\x||72||33” 1) =

T siz e X
H(z) =<2z si:UG]D)" et0<\|x]|<%
K( ‘xH,QHxH 1) s1a:€]D)“ et 3 <|lzf]] <1

En remplacant K par K dans la construction précédente, on définit de maniere analogue
Hy et Hy puis H : Y, — Yy.

Montrons que la composée H o H : Y, — Y, est homotope a l'identité de Y.
On remarque (H o H) o j%(z) = j%(z) pour tout z € X. Pour z € D", on a

by(da), si flaf < 4
HoH(x) = { %K (el =1) sit<laf| <}
BE (2l — 1) sid <ol <1

On utilise alors la méme technique que dans le lemme [1.3.12| . On construit R : Y, x I =
(X x I)Ugxiq, (D™ x I) = Yy, par R(z,t) = j%(z) pour tout z € X et pour x € D"

Polir) s lJal| < 4
M ~1 1 2t
Aoy — | A =) 1Sl
BE (g 2llell = 1) si B < Jlefl <1

Cette application est définie et continue et R(z,0) = H o H et pour tout x € D",

By(4), si o] < 4
R(z,1 .
(&1)= {umx> By st <l <1



Donc H o H est homotope a l'application R(—,1). Enfin, on définit S : Y, x I — Y, par
S(z,t) = j%(z) pour tout = € X et pour z € D"

. 1
Songy - {302, sl <
B4(720) iy < llzll <1
S est une homotopie de R(—, 1) a idy,. O

Pour la preuve ci-dessus, on pourra également consulter le livre de Félix-Tanré, Topologie
algébrique (cours et exercices corrigés, master-Capes/agreg, chez Dunod), section 2.2, Proposi-
tion 2.10.

2 Groupe fondamental

2.1 Chemins, lacets et groupe fondamental

Définition 2.1.1. Soit X un espace topologique, et xg, z; des points de X. Un chemin de z(
a x1 est une application continue v : [0,1] — X telle que v(0) = zg et (1) = x;. Les points x
et x1 s’appellent les extrémités du chemin. Un lacet de X basé en x( est un chemin de zy a
Zg-

On dit que deux chemins v,~ ayant méme extrémités sont homotopes s’ils sont homotopes
relativement a {0, 1}. Deux lacets basés en xp sont homotopes s'ils sont homotopes en tant que
chemins.

La classe d'un chemin v : [0,1] — X modulo ~ ;) est notée [7].

Remarque 2.1.2. Attention, si deux chemins sont homotopes alors ce sont deux applications
homotopes, mais la réciproque n’est pas vraie, car comme [0, 1] est contractile on peut montrer
que tout application f : [0,1] — X est homotope & une application constante! Donc I'homotopie
a extrémités fixées est importante ici.

Définition 2.1.3. Soient «, 3 des chemins
1. @ est le chemin défini par a(t) = a(1 — t); (inverse d’un chemin )

2. Si a(1) = B(0) on note a * B le chemin défini par (a * B)(t) = a(2t) si t < L et B(2t — 1)
sinon.

3. On note ¢, le chemin constant égal a z.
Proposition 2.1.4. Soient x,y € X. On note
Foy ={7:[0,1] = X|4(0) = ,7(1) = y}/ ~013
1. Fpy — Fy . [a] = [a] est bien définie.
2. m:Fpyx Fy,— Fy., (lo,[B]) = [ax f] est bien définie. On note ce produit [o][F].
3. m est associative.
4. Pour tout o € Fyy, on a: [a][cy] = [a] = [cz][a], [a][a] = [c], [a][a] = [¢y].

En particulier on a un groupoide I11(X) dont les objets sont les points de X et les morphismes
Homyy(xy(7,y) = Fry. La composition est donnée par la concaténation des chemins et lidentité
par la classe du chemin constant. Il est appelé groupoide fondamental de X. Par la suite

on notera sans ambiguité [o] ™! = [a].



Démonstration. 1. Si H : I x I — X est une homotopie relativement & dI du chemin « vers
le chemin o' alors H(s,t) = H(1 — s,t) est une homotopie relativement & 9I de & vers &@'.

2. Si H:Ix1— X est une homotopie relativement & 0 du chemin « vers le chemin o’ et
K : I x I — X est une homotopie relativement & I du chemin 3 vers le chemin ', on
pose (H ' K)(s,t) = H(2s,t)si 0 < s < S et (H « K)(s,t) = K(2s — 1,t) sinon. C’est
bien défini car pour s = 3, H(1,t) = a(1) = /(1) = B(0) = #'(0) = K(0,¢). De plus c’est
une homotopie de a * 8 vers o * 5 relativement & OI.

3. Fixons «, 3,7 des chemins de X tels que o(1) = 3(0) et S(1) = v(0). Il faut montrer que
(a* 3) v est homotope & a * (3 %) relativement & 9I. C’est une conséquence directe du

corollaire [.3.11] .
4. C’est une conséquence directe des lemmes [1.3.13] et [1.3.12].

O]

Corollaire 2.1.5. m(X,xg) = Fy, 2, est un groupe appelé le groupe fondamental de X basé en
Q.

Remarque 2.1.6. Avec les notations de la Proposition ona Fy, =[I,X],ouy:S=
0l — X est 'application qui envoie 0 sur x et 1 sur y.

Remarque 2.1.7. Bien que I'opération * ne soit pas associative, on a cependant montré la chose
suivante: pour tous «, 3,7 chemins tels que a(1) = £(0) et 5(1) = 7(0), le chemin (a* ) *~y est
homotope, & extrémités fixées, au chemin ax(3+7) et on note sa classe [a][8][vy]. Afin de faciliter
les calculs on notera a7 un représentant de cette classe (par exemple ak, %,y pour un choix
de réels a,b avec 0 < a < b < 1). En particulier on a [a][8][7] = [axB*7] = [axB][y] = [a][B*7]-

2.2 Propriétés du groupe fondamental

Comme on I’a vu, plus qu'un groupe, on a défini une famille de groupes 71 (X, z) pour tout
xz € X. La proposition suivante exprime la relation entre ces groupes. Plus précisément s’il
existe un chemin de x & y alors les groupes 71 (X, x) et m1(X,y) sont isomorphes. C’est ce que
I’on appelle le changement de point base.

Proposition 2.2.1. Soit v un chemin de de x a y dans X. L’application

@’72 7T1(X,.1‘) — 7T1(X,y)
] = ] = *axq]

est un tsomorphisme de groupes. De plus cet isomorphisme est indépendant du choix de la classe
du chemin vy dans Fy g,. Plus précisément si [y] = [y'] € Fyy alors &, = ®..

Démonstration. La proposition [2.1.4] implique que I'application ®, est bien définie.

®,([o][8]) = BBl = Mlellea][B]]- Or [¥][7] = [ex] done 4([][B]) = B+ ([a]) @~ ([5])-
Pour v un chemin de & y et 7/ un chemin de y & z, on a &,y 0 &, = D/,

Si [v] =[] € Fyy alors [§] = [y] € Fy, et donc @, = ®.. Ainsi &, 0 By = O, = Idy, (x -
Conclusion @, est un isomorphisme de groupes qui ne dépend par du choix de la classe
d’homotopie relativement a 01 de 7. g

Ainsi si X est connexe par arcs, tous les groupes 71 (X, ) sont isomorphes (mais les isomor-
phisme ne sont pas canoniques). On notera cependant 71 (X) n’importe lequel de ces groupes
isomorphes.

La proposition suivante permet de définir un foncteur m : Top, — Gr, de la catégorie des
espaces topologiques pointés vers la catégories des groupes.
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Proposition 2.2.2. Soit ¢ : X — Y continue et xg € X. Alors ¢ induit un morphisme
de groupes o, == m(p.a0) : m(X,20) — (Y, p(e0). De plus mi(idx,20) = ide,(x,zg) f
(Y 0 @) = 0 .

Démonstration. Soient «, o’ des lacets de X basés en xzg et ¢ : X — Y. Si o/ ~y; « alors
poa~yr poa'. Donc ¢ o— définit une application m1(X,z) — m (Y, #(x0)), que 'on note
. C’est un morphisme de groupes, car p o (a* ) = (p o a) * (p o ), pour «, 3 des lacets
basés en xg. Enfin pour ¢ : X — Y et ¢ : Y — Z et a un lacet de X basé en zy, comme

(Yop)oa=1o(poa),ona (op) =10 p. O
Le corollaire suivant a été énoncé le 11 mars
Corollaire 2.2.3. m1((X xY), (x0,y0)) est isomorphe a 71(X,z0) x 71 (Y, y0)-

Démonstration. 11 suffit de montrer que 71 ((X X Y), (x0,y0)) vérifie la propriété universelle du
produit de groupes. Les deux projections canoniques p : X XY — X etq: X XY —» Y
induisent des morphismes de groupes p, : 1 ((X X Y), (x0,y0)) — m1 (X, x0) et ¢.. Fixons G un
groupe, px : G — m (X, x0) et py : G — m (Y, yo) deux morphismes de groupes. Considérons
lapplication ¢ : G — m (X x Y, (20, y0)) qui & g associe [(ag, Bg)] ol g est un lacet de X basé
en xg représentant de ¢x(g), et B, un représentant de ¢y (g). Il est clair que cela ne dépend
pas du représentant choisi, donc ¢ est bien définie et p, 0 0 = px,q. 0 © = wy. De plus ¢ est
I'unique application vérifiant cela. Enfin ¢ est un morphisme de groupes, car si (o, 8) et (¢, 8')
sont des lacets de X X Y basés en (g, yo) alors (o, 8) x (o/, 8') = (ax o/, B * ). O]

Théoréme 2.2.4. Si ¢ : X — Y est une équivalence d’homotopie alors, pour tout xg € X, @y :
m1 (X, zo) = m (Y, o(x0)) est un isomorphisme de groupes. En particulier, si X est contractile,
m1 (X, xo) = {1}, pour tout xg € X.

Pour démontrer ce théoréme on montre le lemme suivant:

Lemme 2.2.5. Soient ¢,1 : X — Y deux applications homotopes. Alors, Vxy € X, il existe un
isomorphisme de groupes x : (Y, ¥(x0)) — 7m1(Y, p(x0)) tel que le diagramme suivant commute

7T1(X, x0) - 7r1(Y790(w0))

I

m1 (Y, (o))

Si p et 1 sont homotopes relativement a {xo} alors ps. = .

Démonstration. La démonstration n’a pas été vu en cours, mais est a lire pour le 11 mars Soit
H : X x I — Y une homotopie de ¢ & ¢. On note v : I — Y qui & ¢ associe H(xo,t), chemin
de ¥(xg) & ¢(xp). D’apres la proposition I'application x = @, est un isomorphisme de
groupes. Montrons que x o 1, = @,. Fixons 8 un lacet de X basé en zg. Nous devons montrer
que [Y][¢ o B][Y] = [p o B] € m(Y,¢(x0)). Posons G : I x I —Y,(s,t) = H(B(s),1—1), et
L:1x1I— Ix I définie par

(0,3a), 0<a<g
Liar) =1 (). F<a<i-}
(1,3-3a), 1-t<a<l1
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Remarquons que
L(0,7) = (0,0); L(L,r) = (1,0); L(a,0) = (a,0)

Montrons que G = G o L est une homotopie entre ¢ o 8 et 7 * () o §) * v relativement & {0, 1}.
On a

G(0,7) = G(0,0) = H(xo,1) = p(x0); G(1,7) = G(1,0) = H(xo,1) = ¥(x0),

donc G est une homotopie est relative a {0,1}; de plus

G(a,0) = G(a,0) = H(B(a),1) = (¢ o f)(a)

et
H(z,1-3a)=%(3a) 0<a<i
G(a,1) = 4 (9o B)(3a—1), 1<a<?
v(3a —2), 2<a<l1

d’ou le résultat. Si ¢ et 1 sont homotopes rel {zo} alors 7 est le chemin constant, ®, est
l'identité dans ¢, = 1),. Par ailleurs si v est homotope (relativement a 0I) au chemin constant
alors @, = Id. O

Fin du cours du 4 mars 2025

Démonstration du théoréme[2.2.4 Supposons que ¢ : X — Y est une équivalence d’homotopie.
Il existe ¥ : Y — X telle que Y oy ~ idx et o1 ~ idy. Par le lemme précedent cela implique
que pour tout xg € X, ¥, 0, est un isomorphisme donc que 1, est surjective et ¢, est injective.
En inversant les roles de ¢ et i) on obtient que ¢, est un isomorphisme de groupes.

Lemme 2.2.6. Soit G : I? — X une application continue. On note a = G(—,0),8 =
G(0,-), 0/ = G(—=,1),8 = G(1,-) et zg = G(0,0), yo = G(1,0). Dans Fyyy, on a [a] =
[B]e][5]-

Démonstration. C’est une conséquence directe de la démonstration précédente en considérant
I’homotopie G = G o L. O

Proposition 2.2.7. Si A est un rétracte de X et a € A alors iy : m(A,a) = m(X,a) est
mjective.

Démonstration. 1l existe r : X — A tel que ri = id4 donc ry, 0y = z'dm(Aﬂ). En particulier i,
est injective. O

Définition 2.2.8. X est simplement connexe s’il est connexe par arcs (mo(X) = {*}) et si
7T1(X7 l’) = {1}

Exemple 2.2.9. On a vu que tout espace topologique contractile est simplement connexe.

2.3 Le groupe fondamental de S"” pour n > 2

Proposition 2.3.1 (Version faible du théoreme de Van Kampen). Soit X un espace topologique
possd/(mt deux ouverts Uy et Us connexes par arcs tels que X = Uy UUs. On suppose que Uy NU,
est non vide et connexe par arcs. On note j; : Uy = X Uinclusion canonique. Pour xg € UyNUs,
le groupe 71(X, xq) est engendré par les images des morphismes (j1)s« et (j2)«-
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Démonstration. Soit a : [0,1] — X un lacet de X basé en mg. Les deux ouverts a~*(Uj) et
a~1(Uy) recouvrent le compact [0, 1] donc il existe € > 0 (nombre de Lebesgue du recouvrement)
tel que Vo € [0,1], Jx — e,z +¢€[N[0,1] C a~Y(U1) ou ]z — €, 2+ €[N[0, 1] C a~}(Us). Cela permet
de construire une suite finie de réels tg =0 < t1 < ... < tx_1 < tp = 1 avec a([to;, t2i+1]) C Uy
et a([tait1, tait2]) C Us, a(t;) € U NUs, quitte & échanger les roles de Uy et Uy. Comme Uy NU;
est connexe par arcs, pour tout 1 < i < k — 1, il existe un chemin ~; : [0,1] — U; N Uy de xp &
a(t;). On choisit 70 = Y = ¢z Pour 0 <i <k — 1, posons a; = ; * @y, 1,,,] * Vir1- Cest un
lacet de U; (si ¢ est pair) ou de Us (si ¢ est impair) basé en zg. Par ailleurs dans 7 (X, z¢) on a

[ao ko *ak—l] = [70*a|[t0,t1] *%*71 *o. *7k—1a|[tk_1,tk] *W] = [a|[t0,t1] *... a|[tk_1,tk]] = [a]
Conclusion [a] = [ap][a1] ... [ax] est un produit d’éléments dans 'image des morphismes ().
et (72)x- O

Théoreme 2.3.2. Pour tout n > 2 et pour tout xg € S, on a m(S™, z9) = {1}.

Démonstration. On décompose la spheére S” en un recouvrement d’ouverts S™ \ N et S\ {S}
ou S et N désignent les poles sud et nord. L’intersection de ces deux ouverts est homéomorphe
a S"71x]0, 1] qui est connexe par arcs pour n > 2. Donc 71(S", x¢) est engendré par I'image
des morphismes (j1)« et (j2)«. Or S" \ N et S™\ {S} sont contractiles donc cette image est
I’élément neutre. Ceci implique que S™ est simplement connexe pour n > 2. O

2.4 Le groupe fondamental du cercle
2.4.1 Théoreéme fondamental

Théoréme 2.4.1. Le groupe 71 (S, z0) est isomorphe a 7Z.

La démonstration de ce théoreme est reporté a la fin de la partie, car il résulte de plusieurs
résultats intermédiaires.

On note exp : R — St t — €2™. On verra plus tard que cette application est un revétement.
Pour tout f : X — S' continue, un reléevement de f (par rapport & exp) est une application
continue f : X — R telle que exp of = f.

La théorie des revétements permet de démontrer le lemme suivant

Lemme 2.4.2. Soit v : I — S' un chemin de S' vérifiant v(0) = zg = e*™. Il existe un
relevement 4 de . De plus 4 est unique si l’on impose 7(0) = to.

Si v est un lacet, alors nécessairement il existe un unique n € Z tel que (1) = to + n.
Cet entier n s’appelle le degré du lacet 7, noté deg(y). On peut montrer que cet entier n
est indépendant du choix de ty (ou du relevement 4 de 7). C’est-a-dire: quelque soit 4 un
relevement de v on a (1) —4(0) = deg(7).

Le lemme suivant sera démontré dans le chapitre revétements:

Lemme 2.4.3 (Relévement des homotopies). Soient v1,ve deus lacets de S' basés en xg = e*™to
et homotopes a extrémités fizées via H : I x I — S*. Il existe un relévement H : I x I — R de
H qui est unique si l’'on impose H(0,0) = tg.

Corollaire 2.4.4. Soient v1,7v2 deux lacets de S! basés en xo. On a:

deg(71) = deg(v2) <= [m1] = [12] € m(S', o).
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Démonstration. Soit H : I x I — S' une homotopie de lacets (& extrémités fixés) de v & 7o.
Et H : I x I — R le relevement de H vérifiant H(0,0) = to.

Le chemin ¢ — H(t,0) est un relevement du chemin ¢ — H(t,0) = ~1(¢). Donc par définition
du degré du lacet y1 on a ﬁ(l, 0) = to + deg.

Le chemin s — H (0, s) est un relevement du chemin s — H(0,s) = xp. Or le chemin constant
to releve le chemin constant zg. Comme il existe un unique relevement 4 du chemin constant
tel que §(0) = tp, on en déduit que nécessairement H (0,s) = to pour tout s. En particulier
H(0,1) = to.

Le chemin t — H(t,1) est un relevement du chemin ¢ — H(#,1) = 42(t). Donc par définition
du degré du lacet v on a H(1,1) = H(0,1) + degs = to + degs.

Le chemin s — H(1,s) est un relevement du chemin s — H(1,s) = 2. Or le chemin constant
to + degy releve le chemin constant zy et comme H (1,0) = to + deg~ par unicité on en
déduit que ﬁ(l, s) = tg + deg~; pour tout s. En particulier ﬁ(l, 1) = tp 4+ deg~y;. Conclusion
deg vy, = degys.

Réciproquement, considérons les relevements 41 de v1 et 42 de v tels que 41 (0) = A2(0) = to.
Soit H : I x I — R I’'homotopie de 4; & 49 définie par H(s,t) = (1 — t)41(s) + t42(s). Comme
pour tout ¢ on a ﬁ((),t) = tg et ﬁ(l,t) = tg + degy1 = tg + dega, On vérifie aisément que
H = expoH est une homotopie & extrémiés fixées entre Y1 et yo. O

Démonstration. (théoréme . L’application deg : m1(S!,z9) — Z est bien définie et injec-
tive. Elle est surjective car le lacet I — S! qui & t associe 2¢e?™ est de degré n. En effet un
relevement de ce lacet est donné par I'application continue I — R qui a ¢ associe tg + nt.

Il faut montrer que c’est un morphisme de groupes. Soient y; et 72 deux lacets basés en zg,
A1 (resp. A2) un relevement de v; (resp. 72) vérifiant 41(0) = 42(0) = to. Alors le chemin dans
R défini par

(1) = 41(2t) si0<t<3
7 (1) —to+A2(2t—1) sis<t<1
est un relevement de 1 * 2 de degré 41(1) — to + J2(1) — 41(0) = deg(y1) + deg(y2). O

2imnt

Remarque 2.4.5. Pour n € Z, le lacet p;, : [0,1] — S basé en zo défini par p,(t) = zoe
est de degré n. Donc le lacet p, * p,, est de degré n + m par la proposition précédente et ’'on
en déduit que pp * Py o1 Prtm-

2.4.2 Degré d’une application f:S' — S!

Cette partie est un résumé de I'exercice 3 de la feuille de TD4, qui sera utile pour les calculs.

Définition 2.4.6. Soit f : S' — S' une application continue. Soit zy € S'. Le degré de
f est I'unique entier n tel que 'application induite 71 (f) : 71 (St z0) — m1(St, f(z0)) soit la
multiplication par n. Autrement dit, on a le diagramme commutatif suivant

71 (S, zo) i>7T(Slhf(fb’0))

degi ldeg

7 ——— 7
xXn

et ce diagramme ne dépend pas du choix de xg.
Proposition 2.4.7. On a deg(ids1) = 1, deg(cy,) = 0, deg(f o g) = deg f x degg. De plus
f =~ g si et seulement si deg f = degg.
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Calcul explicite du degré d'une application f :S' — S!

Proposition 2.4.8. L’application f définit un lacet f : [0,1] — S',t — f(e*™). Le degré de f
est le degré du lacet.

Démonstration. Le lacet py : [0,1] — S qui & ¢ associe €™ est de degré 1. Ainsi (deg f) x 1 =
deg(f o p1). H

2.4.3 Applications

Théoréme 2.4.9 (Théoréeme de d’Alembert-Gauss). Tout polynéme a coefficients complexes,
de degré > 1 admet une racine complexe.

Démonstration. Soit p(z) = 2* +ax_12" "' +...+a12+ag un polynéme de C[X] avec k > 1. On
suppose qu’il n’a pas de racine dans C, donc il n’en n’a pas dans S' et 'application p : S! — S!
définie par p(z) = % est définie et continue.
Le polynéme p n’a pas de racine dans U'intérieur de D?. Donc I’application

F: Stx[o,1] — St

p(tz)
() =

est définie, continue et est une homotopie d’une application constante & p. Ainsi deg(p) = 0.
Le polynéme p n’a pas de racine dans C \ D?, donc I’application
G: S'x[0,1] — St
t*p(z/t)
[tk p(z/1)I]
ot thp(z/t) = 2F + ap_1t2F 1 4 ... 4+ a1 t* 71z + agt”, est définie, continue et est une homotopie
de z +— 2% & p. Ainsi deg(p) = k # 0, ce qui est absurde.

(z,t) —

d

Fin du programme du partiel du 18 mars
Les deux théoremes suivants seront vus en TD (feuille TD 4)

Théoréme 2.4.10 (Théoreme de Brouwer). Toute application continue D* — D? admet un
point fixe.

Théoréme 2.4.11 (Théoreme de Borsuk-Ulam). Pour toute application continue f : S? — R2,
il existe x € S? tel que f(z) = f(—x).

3 Le théoreme de Van Kampen

3.1 Coproduit et pushout dans la catégorie des groupes
3.1.1 Produit libre de groupes

Définition 3.1.1. Soient G; et Gy deux groupes. L’élément neutre du groupe G; est noté e;.
On considere 'ensemble X = G1 \ {e1} U G2 \ {e2}. Un mot alterné de longueur p est une
séquence (a1, ..., ap,) avec a, € X vérifiant les deux conditions suivantes: pour tout 1 < k < p—1
onaag € Gy = ags1 € Ga et ay € G2 = ap+1 € G1. L’ensemble (G; * G2 est 'ensemble de tous
les mots alternés. En particulier il contient le mot () que ’on note e par la suite.
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Proposition 3.1.2. On définit une loi binaire sur G1 x Ga, par récurrence sur le longueur
des mots alternés de la maniére suivante: soient v = (ai,...,ap) et w = (b1,...by) deur mots
alternés.

(@1,...,ap,b1,...,by) siap € G1,b1 € Gy ou a, € Ga,b1 € Gy
0w — (al,...,ap_l,ap-bl,bg,...,bq) SiCLPEGl,bleGl etap‘bl#el
(al,...,ap_l,ap-bl,bg,...,bq) St ap € GQ,bl S G2 et ap-bl 75 €9
(@1,...,ap—1) - (b, ..., bg) sinon.
Alors (G1 % Ga, -, e) est un groupe et l'inverse du mot alterné v = (aq,...,ap) est le mot alterné

(a;l,a;_ll, e ,al_l). Ce groupe est appelé produit libre de G et Go et c’est le coproduit de

G1 et Go dans la catégorie des groupes.

Remarque 3.1.3. 1. Pour tous groupes G1, G2 et G3 on a un isomorphisme entre G * (Ga *
Gg) et (Gl * GQ) * G3.

2. En identifiant Z au goupe multiplicatif {t*, k € Z} les éléments de Z * Z sont représentés
par des mots alternés en puissance de 1 et ta (ot t1 et to sont deux variables). Par exemple
x = t3t5 1473 représente le mot alterné (#3,¢,1,¢7°) et y = t3t3 représente le mot alterné
(t3,t3). On a

xoy =ty et y-x = 565t 3
Ce groupe n’est donc pas commutatif.

Proposition 3.1.4. Le groupe Z*" est le groupe libre engendré par n éléments, que
Uon note < t1,...,t, >. Il vérifie la propriété universelle suivante: pour tout groupe G, pour
tous x1,...,T, éléments de G, il existe un unique morphisme de groupes ¢ : " — G tel que
o(t;) =z, V1 <i<n.

3.1.2 Somme amalgamée

On rappelle que si G est un groupe et A = {a;}iecs est une famille d’éléments de G, le sous-
groupe distingué de G engendré par la famille A est le plus petit sous groupe normal N4
de G qui contient les éléments a; pour tout ¢ € I. Une description de N est donnée par

N = {(glailgl_l) . (graiirlgqfl),gk €Gipel, 1 <k<rreN}

Le groupe quotient G/N vérifie la propriété universelle suivante:

Pour tout groupe H et tout morphisme de groupes ¢ : G — H vérifiant ¢(a;) = eq, Vi € I,
il existe un unique morphisme de groupes ¢ : G/N — H tel que o7 = p ou 7w : G — G/N est
la projection canonique.

Remarque 3.1.5. On utilisera la notation g = h [A] pour dire que § = h dans G/N. On
remarque que pour tout n € N,g,h € G on a gnh = gh [A].

Théoréme 3.1.6. Considérons un diagramme de groupes de la forme

HL>G1
@Ql
Ga
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Posons N(H) le sous groupe normal de G1xGy engendré par les éléments de la forme (¢1(h), p2(h)™1)
avec p1(h) # e et pa(h) # e. La somme amalgamée de G1 et Go au dessus de H le long de 1
et o est isomorphe au groupe Gi * Go/N(H)

Démonstration. Notons u; : G; — G1 * Go les inclusions canoniques et v; = 7o u; ou 7 :
G1 x Gy — G1 x Go/N(H) est la projection. Soit f; : G; — K deux morphismes de groupes
tels que f1 o 1 = fo 0 @e. Par la propriété universelle du produit libre, il existe un unique
morphisme de groupes f : G1 * G2 — K tel que fowu; = f; pour ¢ € {1,2}. Par définition, pour
he H tel que o1(h) # e et ga(h) £ e, on a f(1(h), ¢a(h) ") = faler(R) - folpa(h) " = ex.
Donc le morphisme de groupes f passe au quotient f : Gy x Go/N(H) — K et f ov; = ¢; pour
i € {1,2}. Comme il est unique vérifiant cela, on en déduit le résultat. ]

Fin du cours du 11 mars

3.2 Le théoreme de Seifert Van Kampen

Théoréeme 3.2.1. Soit X un espace topologique muni d’un recouvrement d’ouverts Uy et Us
avec Uy NUsy, Uy et Uy connexes par arcs. Soit xg € Uy NUsy. On a un isomorphisme de groupes

71 (U1, %0) *y (U1 (Us,20) T1 (U2, 0) — m1(X, 20)

Démonstration. On pose H = m(U; N Uy, x0), K = m(X,x0), G1 = m1(Uy,x0) et Gy =
m1(Us, z0) et p; : H = G4, ¥; : G; — K les morphismes de groupes induits par les inclusions
canoniques d’espace topologiques. On sait déja par la version faible du théoréme de Van Kampen
(proposition [2.3.1)) que 71 (X, o) est engendré par les images de 11 et 12. Donc le morphisme
de groupes 1) : G1 * Gy — K est surjectif. Nous allons montrer que kery) C N(H) ou N(H) est
le sous-groupe distingué de G * Gy engendré par

H = {(p1(h), p2(h™")).h € H,o1(h) # €, 03(h) # €} C G % Go.

Considérons un mot alterné = = ([aw), [a1], ..., [an]) € G1 * G2, avec sans perte de généralité
[ao] € G1. On suppose que dans K on a ¢(z) = [ag * ... * an]| = [cz]. Le but est de montrer
que dans G *G2 on a x = e [H| (avec les notations de la remarque. On note o un chemin
représentant de 1(z). Par hypothese, il existe S : I? — X une homotopie de « & ¢, relativement
a dI. Comme [0,1] x [0, 1] est compact et que {Uy, U} est un recouvrement d’ouverts de X,
il existe des pavés Pi; = [t;, tiy1] X [s), sj41] tels que S(P;) C Uy, avec l;; € {1,2}. Quitte
a raffiner le pavage, on peut suppose qu’il existe 0 = ig < i1 < ... < iy = 1 tel que pour
0<j<N-1, S|[tij,tij+1]><{0} = «;. Notons z;; = S(t;,s;) et choisissons un chemin ~;; (dans
Ui, Uy ou Up NUs3 selon ol se trouve ;) de xg & xj;. Si x;; = x¢ on choisit le chemin constant.
On construit S": I? — X en deux étapes, tel que S'(t,s,0) = S, et S'(t;, sj,v) = 7 ;(v).

a) S’ étant défini sur les sous-espaces de I3 de type [t;, tir1] % {s;} x {0} U {ti, tiz1} x {55}
[0,1], on peut remplir les plateaux horizontaux en une application bien définie sur les
sous-espaces de I® de type [t;, tit1] x {s;} x [0, 1].

a’) S’ étant défini sur les sous-espaces de I® de type {t;} x s}, sj+1] x {0} U{t;} x {s;, 8j41} ¥
[0, 1], on peut remplir les plateaux verticaux en une application bien définie sur les sous-
espaces de I® de type {t;} x [s;,s;11]} x [0,1].

b) S’ étant défini sur les sous-espaces de I® de type
Py x {0} U {ts, tigr} X [s5, s542] X [0, 1] U [ti, tiga] x {sj, 8541} x [0, 1]
on peut remplir les cubes par une application bien définie (et continue) sur les sous-espaces

de I*® de type P;; x [0,1].
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Remarquons que comme S(Pj;) C Uy, par les choix faits sur v;; on peut imposer que ce
remplissage vérifie S'(P;; x [0,1]) C Up,;. Ona oy = 5|, by ] X {0} x {0} est un lacet basé en
PR

¢ dans Uy, donc par les choix faits des v;; on a oy = S'; 1x{0} x{1} est un lacet basé en z¢

P ti
1J7 7/‘]+1
dans Ulijo vérifiant [a;»] = [aj] € Wl(UlijO,x()). Ainsi z = [og)] . .. [&y] € G1%Ga et S/’[O,l]x[o,l]x{l}
fournit une homotopie relativement a dI dans X entre 1)(x) et ¢z, vérifiant de plus, pour tout
7, S/(ti,Sj,l) = x9. Notons Cij = S/‘[ti,tHﬂ X {Sj} X {1} et dij = S/‘{ti}x[sj7sj+1]><{l} et V;'j =
S|, xq1y- Par le lemme on a [c;j] = [dij][cij+1][diy1;] dans Gy, = m1 (U, 20). Calculons
[cijllcivr, ] dans GrxGa. Silij = liy1; = 1, alors [cij][cipr ] = [dig]lesjallcivnjlldive ] dans
G1 donc dans G * G2. Le méme raisonnement est valable si l;; = ;41 ; = 2. Supposons [; ; =1
et l; j+1 = 2 alors nécessairement d; 1 ; est un lacet dans U; NUsz basé en zp. Donc dans G * G2

on a @1 ([dir17))e2([di+1,5]) € N(H) donc [ditj][dis1 5] = e [H] et [ei;] = [dij][cij1][dizazle [H].

En parcourant ainsi tous les petis carrés on obtient x = e [H]. O

3.3 Applications

Définition 3.3.1. Un espace pointé (X, zg) est correctement pointé s’il existe V' € V(zo),
ouvert et H : V x I — V une homotopie de 'identité a ¢, rel {zo}. Autrement dit {z¢} est un
rétracte par déformation forte de V.

Remarque 3.3.2. Tout espace cellulaire est correctement pointé.

Proposition 3.3.3. Soient (X, xzq) et (Y,yo) deux espaces topologiques correctement pointés et
connezes par arcs. On a m (X VY, z0 = yo) est isomorphe a m(X) * w1 (Y).

Démonstration. On note V,, (respectivement V) un voisinage ouvert de g (resp. yo) qui se
rétracte par déformation forte sur zg (resp. yp). On note Uy =V, VY et Uy = X V V. U et
Us sont deux ouverts connexes par arcs qui recouvrent X VY. Ona U; ~ Y et Uy ~ X (ol =~ est
le signe pour désigner deux espaces homotopiquement équivalents). De plus U1 NUy = Vi V Vy,
est connexe par arcs et contractile. On en déduit le résultat. O

Corollaire 3.3.4. m((SH)V") = zZ*.

Proposition 3.3.5. Soit X un espace connexe par arcs et f : S*™' — X une application
continue. On note xqg l'image du pole nord par f. Soit Y = X Uy D",

1. Sin > 3, Uinjection canonique X — Y induit un isomorphisme sur les groupes fonda-
mentaur basés en xg.

2. Sin =2, f définit un élément [f] € m1 (X, o) et m1(Y,z0) = m (X, z0)/ < [f] >.
3. Sin=1 et (X,xz0) est correctement pointé alors w1 (Y, xo) = m (X, zo) * Z.

Démonstration. On note DY = {z € D" | |[z]| < 3} et A" = {x € D" | |jz[| > 1}. Om
note f : S*! — X l'application d’attachement, ¢ : D® — Y D’application caractéristique et
i : X — Y linclusion. On pose U = ¢(D}) et V = i(X) U ¢(A™). U est ouvert car ¢ est
ouverte. Montrons que V est un ouvert de Y. Soit ¢ : X UD" — Y la projection. On a
g1 (V)=XU(A"U f~4(X)) = X U A™ est un ouvert de X LID", donc V est ouvert dans Y.
Ces deux ouverts recouvrent Y et sont connexes par arcs. De plus U est contractile. On note
po le pole nord de S* 1, 29 = f(po) et yo = q(x0) = q(po). En corestreignant i : X — Y &
V,onai:X — V est un rétracte par déformation forte. Plus précisément pour i(z) € i(X)
on défmit H(i(z),t) = i(x) et pour y € A", on définit H(¢(y),t) = ¢((1 — t)y + tﬁ) Cette

application est bien définie car si y € S*™! on a ¢((1 — t)y + tﬁ) = o(y) = if(y) € p(S*71).
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Elle est également continue. On pose r : V' — X définie par r(i(z)) = z et 7(¢(y)) = f(y/||y]])-
Ainsi ri = idx et ir est homotope a 'identity de V' via ’homotopie H. En particulier, ¢ induit
un isomorphisme entre 71 (X, zg) et m1(V,yp), d’isomorphisme inverse r.. Par ailleurs U NV
est homéomorphe a 'ensemble {z € D" | 1 < ||z|| < 1}, qui est homotopiquement équivalent &
S

On applique le théoreme de Van Kampen a I’espace topologique Y = U U V. Enfin on note z
un point de U NV.

e Pour n > 3, on a m (Y, zp) est isomorphe & m1(V, 2p), car U NV est simplement connexe.
Cet isomorphisme est donné par 'application j : V' — Y. En particulier on peut toujours
choisir un chemin « dans V' qui rejoint zg & yg, qui est aussi un chemin dans Y. On a
ainsi un diagramme commutatif

Dq
m1(V, 20) —=m1(V, yo)

| |

Pq
(Y, 20) —=m1(Y, yo)

ou &, est lapplication qui a [u] associe [@ * u * «|. Donc j induit un isomorphisme
m1(V,y0) = m(Y,y0). Donc i : X — Y induit un isomorphisme sur les groupes fonda-
mentaux basés en xg et yg.

e Pour n = 2, l'application d’attachement f : S! — X, est un lacet de X basé en

zo. On note [f] € m(X,z0) la classe de ce lacet. Considérons maintenant le lacet
v :[0,1] = UNV qui at associe 2¢*™. On note zy = v(0). La classe de ce lacet
engendre 71 (U NV, zp) (qui est isomorphe & Z). Par Van Kampen, on a m1(Y, zp) est
isomorphe & m1(V, z0)/{[7]). Montrons que le morphisme i, : 7 (X, z9) — 71 (Y, y0) est
donné par le quotient 71 (X, z9) — 71(X, z0)/{[f]). Pour ce faire, il suffit de constater que
7y : [0,1] — X associe & t, le lacet f(e*7) basé en xg. Ainsi I'isomorphisme de groupes
Tyt (V) 20) = m1(X, x0) envoie le générateur [y] de w1 (UNV) sur la classe du lacet [f] de
X basé en xg. Le diagramme suivant dont les fleches horizontales sont des isomorphismes,
induit que m (Y, y0) = 71 (X, z0) /([f])-

(V. 20) —= m1 (X, 20) ——=m1(V, o)

RN

m1(Y, 20) ~ m1(Y, %0)
ce qui implique le résultat voulu.
e Pour n = 1, Y est obtenu a partir de X en ajoutant une 1-cellule. L’application

d’attachement f : S° — X étant homotope & 'application constante & un point de X
(car X est connexe par arcs) on en déduit que Y est homotopiquement équivalent &
X VSL Or X est correctement pointé d’out le résultat.

O]
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