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1 Revétements

1.1 Premieéres définitions

Définition 1.1.1. Une application continue p : E — B est un revétement de B si tout point
b € B admet U € V(b) ouvert tel que p~1(U) est une union disjointe d’ouverts U;,i € I avec
plu, : Ui = U est un homéomorphisme. On dira que le revétement est CALCA si E et B sont
connexes par arcs et localement connexe par arcs.

Remarque 1.1.2. De maniere équivalente, un revétement p : £ — B est la donnée pour tout
b € B d’un ouvert U € V(b), d'un espace discret F}, et d’un homéomorphisme ® : p~*(U) —
UXFytel que mo® = p|p71(U) oum : UxXxF — U est la projection sur la premiere composante.

Remarque 1.1.3. Tout espace connexe et localement connexe par arcs est connexe par arcs.

Vocabulaire: p s’appele la projection, p~!(b) la fibre au-dessus de b, E I’espace total,
B la base. L’ouvert U s’appelle ouvert trivialisant. Les ouverts U; s’appellent les feuillets
au-dessus de U.

Remarque 1.1.4. a) Si U est trivialisant alors tout ouvert V' C U est trivialisant.
b) Si Y C p~!(U) est connexe alors 3i,Y C U;.

Démonstration. Pour a), comme p~1(V) C p~}(U) = U;U; on a p~ (V) = Uip~ 1 (V) N U; est
bien une union disjointe d’ouverts chaque feuillet étant homéomorphe a V.

Pour b) on écrit Y = U;eY NU; et Y NU; est ouvert et fermé de Y. Comme Y est connexe
il existei € [ tel que Y NU; =Y. ]

Exemple 1.1.5. exp : R — S! est un revétement.

Lemme 1.1.6. Sila base B du revétement est connexe alors toutes les fibres sont homéomorphes
et p: E — B est surjective.



Démonstration. Soit by € B et Fy la fibre au-dessus de by. On note Q= {b € B | p~1(b) = Fp}.
Qg est ouvert: pour b € Qq, il existe U € V(b) ouvert trivialisant tel que p~!(U) est homéomorphe
a U x Fy. Tout b/ € U a pour ouvert trivialisant U et donc Fjy = Fy. Donc U C €.

Qo est fermé: soit b & Qg et U un ouvert trivialisant de b. On a donc p~!(U) est homéomorphe
a U x Fy et F, 2 Fy. 1l en sera de méme pour n’importe quel ¥’ € U. Donc U C €. Comme
B est connexe, Qg est soit vide, soit B tout entier. Pour e € E, en posant by = p(e) on a
Qo # 0 donc Qg = B. Ce qui prouve que toutes les fibres sont homéomorphes et que p est
surjective. (]

Définition 1.1.7. Soient p; : E1 — B et py : Es — B deux revétements. Un morphisme de
revétements de py vers po est une application continue f : E1 — FE» telle que pof = p1. On note
Hom(p1, p2) 'ensemble des morphismes de p; vers po.

Remarque 1.1.8. Soit B un espace topologique. La définition ci-dessus fournit une catégorie
que 'on notera Rev(B) (la catégorie dont les objets sont les revétements p : E — B, et les
morphismes sont explicités ci-dessus). Un isomorphisme dans Hom(p, p) est appelé automor-
phisme du revétement p. On notera Aut(p) le groupe des automorphismes de p.

1.2 Exemples fondamentaux de revétements

Proposition 1.2.1. Soit E un espace topologique, G un groupe agissant sur E& par homéomorphisme.
On suppose que l'action est totalement discontinue: pour tout x € E, il existe U € V(x) tel que
pour tout g € G, gUNU # 0 = g=e. Alorst: E — E/G est un revétement de fibre G - b
au-dessus de [b).

Démonstration. Voir TD O

Exemple 1.2.2. Z agit sur R par translation. R/Z est homéomorphe & S*.

G = 7/2Z agit sur S' par action antipodale. S!/G est homéormorphe & P;(R) (lui-méme
homéomorphe & S'). Le revétement considéré est I'application S! — S! qui & z associe 22. C'est
un revétement i deux feuillets. De méme 'application continue S — S! qui & z associe 2" est
un revéetement a n feuilets.

1.3 Relevements des applications

Soit p: E — B un revétement de B.
~ On se pose la question de savoir si f : Y — B continue se reléve en une application
f:Y — E, c’est-a dire telle que pf = f.

Lemme 1.3.1. Soient fo, f1 deux relévements de f. W ={y € Y|fo(y) = fi(y)} est ouvert et
fermé dans Y. Ainsi si Y est connexe deux relévements de f qui coincident en un point sont
égaut.

Démonstration. Montrons que W est un ouvert dans Y. Soit y € W, U un ouvert trivialisant
de f(y), et U; le feuillet de U contenant fo(y) = fi(y). Onay €V = f{(U) N f7HU). V
est ouvert dans Y et V. C W: en effet pour z € V on a pfyo(z) = pfi(z) = f(2) et p réalise un
homéomorphisme U; — U donc est injective sur U;, donc fy(z) = fi(z). Donc V est un ouvert
de W qui contient y.

Montrons que W est fermé dans Y ou de maniére équivalente que Y \ W est ouvert dans
Y. Soit y € Y tel que fo(y) # fi(y), et U un ouvert trivialisant de f(y). Il existe i,j tel
que fo(y) € Ui et fi(y) € Uj. De plus i # j car sinon cela contredirait le fait que p est un
homéomorphisme de U; sur U. Alors fo(U;)™1 N f1(U;)~! est un ouvert de Y\ W contenant y.



Conclusion W est vide ou W =Y. Si deux relevements de f coincident en un point alors
W # () et donc les deux relevements sont égaux. O
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1.3.1 Relevements des homotopies, et des chemins

Théoréeme 1.3.2. Onfize f:Y — E et H : Y x[0,1] — B continues telles que H(y,0) = pf(y)
On suppose Y localement conneze. Il existe un unique relevement H :' Y x [0,1] — E de H tel

que H(y,0) = f(y).

Démonstration. Pour (y,t) € Y x I, choisissons un ouvert trivialisant Uy, ; de H(y,t). Comme
H est continue, il existe V,; x Z,,; C H_l(Uyﬂg) voisinage de (y,t) avec V,; ouvert de Y et Z,;
ouvert de I. T est recouvert par les Z, ;, avec t parcourant [0, 1] donc il existe 0 = ¢§ < ¢{ ... <
ty = let 57,0 < j < Ny, tels que [t],t],,] C Zys- On pose V, C M;V,,;, ouvert de Y et
connexe. A1ns1

H(Vy x [t4,80,,]) C Uy

Comme p est un revétement, il existe un ouvert W, o de E, homéomorphe (via p) & Uy’sg tel
que f(y) € W0 car pf(y) = H(y,0). On définit

H:V, x[0,t!] - E, par H(z,t) = (p|Wy,o))_1 oH.

On a Hy : V, = E, qui & z associe H(z,0) et f : V, — E sont deux relevement de Hy : V,, — Bet
coincident en y. Comme V;, est connexe, on en déduit par unicité que Vz € V, H(z,0) = f(2,0).
Supposons H : V, x [0, tg] — FE construite, continue avec pH (y,t) = H(y). Comme p est un

revétement, il existe un ouvert W, s de E, homéomorphe (viap) a U, v tel que H(y, t) e W,
B 7 g
car pH(y,t?) =H(y,tj) €U, On définit

"

Pour la méme raison que précdémment Erg] (Vy x {tf} = Eet I;th = Vy x {t!} coincident en y
et relevent Hy; : 'V, X {ty} — B. Donc sont égales sur V,,. Ainsi on a construit une application
continue H : V, x [0,1] — E, qui releve H : V,, x [0,1] — B et telle que H(z,0) = f(2). Soit
2 € VyyNVy,. On note Hy : V,, x [0, J— Ele relevement sur V, et Hy le relevement sur V,,.
En considérant les deux applications Hy(z, —), Hi(z,—) : [0,1] X E, ce sont deux relévements de
H qui conincident en 0. Comme [0, 1] est connexe, on en déduit qu’ils sont égaux. Cela permet
donc de définir une unique application continue H : Y x [0,1] — E qui vérifie les propriétés
requises. O

Corollaire 1.3.3. (Relévement des chemins) Soit ey € E, by € B,p(eg) = by. Tout chemin de
B de source by se releve de maniére unique en un chemin de E de source ey.

Démonstration. 11 suffit de prendre Y = {x}, 'espace topologique singleton dans le théoréeme
précédent. O

Corollaire 1.3.4. Soient go, g1 deur chemins de méme source dans E tel que pgg et pgy sont
homotopes a extrémités fixées; alors go et g1 sont homotopes a extrémités fizées dans E.
En particuler Uapplication py : m1(E,x) — 71(B, p(x)) est injective.



Démonstration. Soit H : [0,1] x [0,1] — B une homotopie a extrémités fixées entre pgo et
pgi. On applique le théoréme précédent en choisissant f = go: [0 1] — E. Cela fournit une
unique application H:[0,1] x [0,1] — E tel que po H = H et H(t,0) = go(t). Le chemin
H(0, s) releve le chemin constant Cpgo(0) €t Vérifie H(0,0) = go(0) donc c’est le chemin constant
de valeur go(0). On a alors H(t, 1) releve le chemin pg; et H(0,1) = go(0) = ¢1(0). Par
unicité on a H(t,1) = gi(t). Enfin le chemin H(1,s) reléve le chemin constant de valeur
pgo(1) et vérifie H(1,0) = go(1) donc c’est le chemin constant de valeur go(1). Conclusion
g1(1) = H(1,1) = go(1) et H est une homotopie & extrémités fixées entre le chemin gy et
le chemin ¢;. Soient 7,7’ deux lacets de E basés en x, tel que [py] = [py/]. On en déduit
immédiatement [y] = [+']. O

Remarque 1.3.5. On rappelle que le groupoide fondamental II(X) d’un espace topologique
X est un catégorie dont les objets sont les points de X et dont I’ensemble des morphismes de
r &y est donné par I(X)(z,y) = {f : [0,1] — X | f(0) = =, f(1) = y}/ ~{0,1;- Le théoreme
précédent montre que si p : E — B est un revétement, le foncteur p, : II(E) — II(B) vérifie que
pour tous z,y € E I'application sur les morphismes II(E)(x,y) — II(B)(p(z), p(y)) est injective.

1.3.2 Relevements des applications

Théoréme 1.3.6. Soit p: E — B un revétement tel que p(ey) = by. Soit f: Y — B continue
telle que f(yo) = bo. SiY est CALCA, alors f admet un relévement f (unique avec f(yo) =ep)

ssi fu(m1(Y,90)) C pu(m1(E, €9)).

Démonstration. Sipf = f alors il est clair que f.(m1(Y,50)) C p«(m1(E, €0)).

Etudions la réciproque. Si le relevement existe, comme Y est connexe, alors il est unique.
Montrons maintenant l’existence; pour z € Y on choisit un chemin ~, : [0,1] - Y de yp a z (Y
est connexe par arcs). Le chemin fo-~, : [0,1] — B se reléve en un unique chemin «, : [0,1] - FE
tel que . (0) = eg. On note f(z) = a.(1). Il faut montrer que f(z) ne dépend pas du choix du
chemin v, et défini une application continue Y — FE. Soit § un autre chemin de yy & z. B *7;
est un lacet de Y basé en yy. Par hypothese, il existe donc un lacet § de E basé en eg tel que
[f o (8 7)] = [pod], ou encore [(f o A)] = [(po8) * (f o 7.)]. Soit a’ : [0,1] — E, Punique
chemin qui releve f o et tel que o/(0) = eg, on a p[e/] = p([d * a,]). Par le corollaire on
en déduit [o/] = [8][e] donc /(1) = a.(1) = f(z). Remarquons également que si ~ : [0,1] — Y
est un chemin de y & z et & est Punique chemin de E de source f (y) tel que poa = for
alors f(2) = a(1). En effet, le chemin 7, * v est un chemin de eg & 2z et d, * & le releve, donc
F(z) = a().

Fixons y € Y, choisissons un ouvert U trivialisant de f(y), V, un voisinage de y connexe
par arcs inclus dans f~'(U). Enfin soit U’ C E le feuillet au-dessus de U contenant f(y).
L’application V,, — U’ définie par § = p\{]} o f est continue. Montrons que pour tout z € V;, on
a §(z) = f(z). Comme V,, est connexe par arcs il existe un chemin « dans V,, de y & z. o« est
un chemin de g(y) = f (y) & g(2) dans U’ qui reléeve le chemin f o «. Donc par ce qui a été vu
précédemment f(z) = §(a(1)) = §(z). Conclusion f coincide avec § continue sur V, donc fest
continue. O

Exemple 1.3.7. Soit Y un espace CALCA. f: Y — S! admet un relevement f: Y — R si et
seulement si fi(m1(Y,50)) = 0. Si Y = S! on a f admet un relévement si et seulement f est
homotope & une application constante. Si Y = S™ toute application f admet un relévement.



1.4 Revétement universel

Définition 1.4.1. Un revétement universel est un revétement CALCA d’espace total simple-
ment connexe.

Proposition 1.4.2. Soit p, : X — B un revétement universel et p : E — B un revétement.
Soit by € B et 9 € E, o € X dans la fibre au dessus de by. Il existe un unique f € Hom(py,p)
tel que f(go) = xo. En particulier, un revétement universel est unique & isomorphisme pres.

Définition 1.4.3. Un espace B est semi-localement simplement connexe si Vb € B il existe
U € V(b) tel que 71 (U,b) — m1(B,b) soit triviale.

Théoréme 1.4.4. Soit B un espace CALCA. B admet un revétement universel ssi B est semi-
localement simplement connexe.

Démonstration. Si B admet un revétement universel E, alors pour b € B on choisit U un
voisinage trivialisant de b et U; € p~!(U) un feuillet au-dessus de U, = € U; tel que p(z) = b.
On a le diagramme commutatif suivant

™ (Ui, x) == 1 (U, b)

7Tl(-Ea'Z) T>771(Bab)

La fleche horizontale supérieure est un isomorphisme car p|y, : U; — U est un homéomorphisme.
De plus i,ps est triviale car m(E,x) = {e}. Donc i, est triviale et B est semi-localement
simplement connexe.

On suppose que B est semi-localement simplement connexe et on fixe by € B. La démonstration
de 'existence d’un revétement universel se fait en plusieurs étapes.

Etape 1-Construction de I'ensemble E et de la projection p: E — B. On définit I’ensemble

E={y:[0,1] = B |~v(0) = bo}/ ~0.1}-

et p: E — B 'application qui a [y] associe (1), qui est bien définie.

Etape 2-Topologie sur E. On définit U I’ensemble des ouverts U de B tels que U est connexe
par arcs et tel qu'il existe b € U satisfaisant 71 (U,b) — m1(B,b) est triviale (constante égale
a I’élément neutre). Montrons que U est une base de la topologie de B. Soit b € B et V un
voisinage de b. Comme B est semi-localement simplement connexe, il existe W un voisinage
de b tel que m(W,b) — m1(B,b) est triviale. Comme B est localement connexe par arcs, il
existe U C V NW ouvert connexe par arcs et voisinage de b. On a alors 71 (U, b) — m1(B,b) est
triviale. Donc U € U et U C V. Ainsi U es tune base de la topologie de B.

Soit z = [y] € E et U € U un voisinage de p(x) = v(1). On pose

Up={lyxBl € E|B:[0,1] = U et 5(0) = p(z)}.
Par définition, la topologie sur E est la topologie engendrée par I’ensemble
V={Uyx€ E,UclU}

Montrons quelques lemmes utiles pour la suite.



Lemme 1.4.5. On a U, =Uy <=z c U, <= yc U,

Démonstration. On remarque que x = [y] € U, car U étant un voisinage de p(z) = (1), on a
T = [y * cp(y)| avec cp(yy est un chemin a valeurs dans U. Ainsi U, = Uy = x € Uy. Siy € Uy,
alors y = [y * (] avec B : [0,1] — U vérifiant 5(0) = p(x) et S(1) = p(y), donc x = [y x 5 * f]
et B:[0,1] = U, donc x € U,. On a donc montré la deuxiéme équivalence. Supposons y € Uy,
avec y = [y * 3] et prenons z € U,, alors z = [y* p] = [y* 3% B *p|, et p et B sont & valeurs dans
U, donc z € Uy. Conclusiony € U, = U, CUyetyc U, = 2 € Uy = U, C U,. Le lemme est
démontré. O]

Lemme 1.4.6. Soient U, et V, dans V. Soit z € U, NV, alors il existe W, € V tel que
ze W, C U, NVy. En particulier ¥V est une base pour la topologie engendrée par V.

Démonstration. On pose x = [y], y = [p] et z = [y*a] = [p*] ol v est un chemin de p(z) a p(z)
dans U et f un chemin de p(y) a p(z) dans V. On choisit W dans ¢ un voisinage de p(z) inclus
dans U NV (possible car U est un base pour la topologie de B). Remarquons que W, C U, car
si z = [y/] tout élément de W, s’écrit [y x 5" avec ' & valeurs dans W C U donc dans U. On a
alors W, C U, = U, et W, C V, =V, par le lemme donc W, C U, NU,. Par définition
de la topologie engendrée, tout ouvert O s’écrit comme union quelconque d’intersections finies
d’éléments de V. Soit x € O, il existe une famille finie U; 5, d’éléments de V tel que x € N;U; 4.
Donc il existe W, € V tel que x € W, C O. O

Etape 3. L’application p est continue.
Soit b € B et U € U un voisinage de b. On a

P~ U) = Uy 0,11 Bry(0)=bor(1)=b Upnj-

En effet, si z = [y*f] € U}, alors p(z) € U. Réciproquement si x = [a] € p~H(U), alors p(z) € U
et comme U est connexe par arcs, il existe 8 : [0,1] — U tel que 3(0) = b et (1) = p(x). Donc
x = [ax B+ ] € U,z Donc p'(U) est un ouvert de E.

Remarquons également que I'union est disjointe d’apres le lemme [1.4.5

Etape 4. L’application p est un revétement. Soit U € U un voisinage de b. L’étape
précédente permet de dire que p~!(U) est une union disjointe d’ouverts du type Up,) ol 7y est
un chemin dans B de by a b. Il reste & montrer que p : U] — U est bijective et ouverte. Pour
¢ € U, connexe par arcs, il existe un chemin « de b vers ¢. Ainsi ¢ = p([y*«a]), et application est
surjective. Supposons ¢ = p([y * a]) = p([y * 5]) ou « et 5 sont des chemins dans U de b vers c.
Le lacet a* 3 basé en b et & valeurs dans U est homotope (3 extrémités fixées) au lacet constant
cy, car w1 (U, a) — w1 (B, a) est triviale. Ainsi [a* 5] = [cp] et [a] = [B] et [y*a] = [y * 8]. Donc
p est injective. Montrons que p est ouverte. Soit V,, € V avec V;, C U,). Pour tout z € V;, on a
p(z) € V donc p(V,) =V et l'application est ouverte.

Etape 5. E est connexe par arcs et localement connexe par arcs. Soit x = [y] € E. On
note s = [0, 1] — B le chemin défini par v5(t) = v(st). On a v = et 79 = ¢p,. On considere
I’application

F,: [0, 1] E

s [s] = [t = ~(st)].

Si 'on montre que F, est continue, alors F, est une homotopie entre [cy,] et [] ce qui démontre
que E est connexe par arcs.



Remarquons que pour s € [0,1], p(Fy(s)) = v(s) donc po F,, = . Fixons sg € [0,1], U € U un
voisinage de y(sp). On a

P (U) =Uao1)—5 Uyl

avec a(0) = bo et (1) = ¥(s0). On a Fy(so) = [vs] € U, - Comme 7 est continue (en
s50), il existe € > 0 et V =|sg — €, 50 + €[N[0, 1] tel que v(V) C U et v(V) € U. Par ailleurs
p|Uhso] : U, eg] U est un homéomorphisme. On pose 7 : V — U, [so] € FE Tapplication définie
par § = (p|Uhso])_]L ov. Fixons s € V. Le chemin «a:t — ~((1 — t)sgp + ts) est a valeurs
dans (V) C U et on a [ys, * a] = [y5]. Donc pour tout s € V on a Fy(s) € U}, |- De plus
(po Fy)(s) =(s) = (po7)(s). Comme p est injective sur U, |, on en déduit que F(s) = (s)
continue sur V. Donc F} est continue.

E est localement connexe par arcs, car tout z = [y] in E admet un voisinnage U, homéomorphe
a U connexe par arcs.

'YSO}

Etape 6. E est simplement connexe. Considérons « : [0,1] — E un lacet basé en [cp,].
Alors p o« est un lacet basé en by. Notons &: [0,1] — E l'application (continue d’apres I’étape
précédente) qui & s associe [t — (p o «a)(st)]. Pour tout s € [0,1], (poa)(s) = (poa)(s x 1) =
(poa)(s), donc poa = poa. De plus @0) = [cp,] = @(0). Donc & = «, par unicité des
relevements des chemins. En particulier &(1) = [cp,] = [t — p(a(t))]. Conclusion I’application
ps: m(E, [cny]) = m1(B,bo) est triviale. Comme E — B est un revétement, le morphisme
de groupes p.: mi(E,[cp,]) — mi(B,bp) est injectif, donc mi(E,[cp,]) est réduit a I’élément
neutre. O

1.5 Monodromie des revétements

On se fixe p: E — B un revétement, b € B, « € F,p(z) = b et v un lacet de B basé en b. On
note 4, I'unique chemin de source x qui releve .

Théoreme 1.5.1. L’application
p ' (b) x m(B,b) — p(b)
(@, [7]) = (1)

est bien définie, est une action de groupe (a droite) et est appelée monodromie du revétement
sur la fibre p~1(b).

Théoréme 1.5.2. 1. Stab(z) = p«(m1(E,z)) C m(B,b).
2. Si E est connexe par arcs

(a) L’action de monodromie est transitive, en particulier p~1(b) est en bijection avec
WI(B7b)/p*(7Tl(E7$))'

(b) Les groupes p.(mi(E,x)) pour x € p~t(b) forment une classe de conjugaison dans
m1(B,b).

Démonstration. 1. Stab(x) = {[y]|x - v = x} Donc [y] € Stab(z) ssi [y] = p«[7] avec (0) =
3(1) = 2.

2. (a) Si E est connexe par arcs alors pour tout x,y € p~!(b) il existe 7 : [0,1] — E un
chemin de z & y. Donc v = po ¥ est un lacet basé en b et x - [y] = y. L’action est
transitive, et le résultat suit par le théoréeme qui met en bijection les orbites et les
quotient par les stabilisateurs.



(b) Par la théorie des groupes on a [y]Stab(x)[y] = Stab(x - [y]) pour tout [y] € m1(B,b).
On en déduit le résultat puisque ’action est transitive sur les fibres.
O

Corollaire 1.5.3. Sip: E — B est un revétement, si E est connexe par arcs et B simplement
conneze alors p est un homéomorphisme.

Démonstration. B étant connexe par arcs les fibres sont toutes de méme cardinal et p~!(b) est
en bijection avec {z}, donc toutes les fibres sont de cardinal 1. p est donc injective et surjective.
De plus pour tout z € E en prenant U un ouvert trivialisant de p(x) on trouve U; voisinage de
x tel que p : U; — U est un homéomorphisme. On en déduit que p est ouverte. O

1.6 Automorphismes de revétements

Remarque essentielle: f € Hom(pi,p2) est un relevement de p; au-dessus de pg, car on a le
diagramme suivant

Eo

i

By —— B

Ainsi si E; est connexe et si f,g € Hom(p1, p2) sont tels que f(x) = g(x) pour un certain
x € E alors f =g.

Lemme 1.6.1. La donnée de f € Hom(p1,p2) et de b € B, induit une application

for pitd) — pyl(d)
1 = f(T)

équivariante sous laction de m (B, b): pour tout [y] € m1(B,b) on a fy(x - [v]) = folz) - [v].

Démonstration. Soit v un lacet de B basé en b. On choisit un relevement 72 de v pour py de
source f(Z1) et 41 un relevement de « pour p; de source Z;. On a alors f o#; est un relévement
pour ps de v de méme source que 7 donc ils sont homotopes & extrémités fixées. En particulier

fn(1)) =2(1) ce qui se traduit par f(Z1 - [7]) = f(Z1) - []. -

On note Hom,, (g ) (p1 1 (b),py 1 (b)) Pensemble des morphismes équivariants sous I’action par
monodromie.
Fin du cours du ler avril 2025

Théoréme 1.6.2. Soient p1,p2 des revétements CALCA de base B et b € B. L’application

rp: Hom(pi,p2) — Homm(B,b)(pfl(b)apgl(b>)
f — Jo

est une bijection.

Démonstration. On rappelle que 'action par monodromie est transitive car Fq et Ey sont con-
nexes par arcs. Montrons que 7, est bijective. Fixons x1 € Ej, tel que pi(z1) = b. Par
transitivité de l’action par monodromie, tout A : pfl(b) — Py L(b) équivariant sous I’action
de monodromie est entierement déterminé par sa valeur h(z1). De plus p; admet un unique



relevement p; par rapport a po tel que pi(x1) = h(xy) si et seulement si (p1)«(m1(E1,21)) C
(p2)«(m1(E2,h(x1))). Soit 71 un lacet de Eq basé en x1. Remarquons que

h(x1) = h(x1 - [p1om]) = h(z1) - [p1 o1,

donc [p1 o 1] est dans le stablilisateur de h(z1) sous l'action par monodromie. Ainsi, il existe

un lacet vo de Es tel que [p2 o v2] = [p1 © 71]. Les conditions sont ainsi réunies pour prouver
Pexistence et 'unicité d’un relevement f de p; tel que f(z1) = h(x1). Ceci implique qu’il existe
un unique f tel que rp(f) = h. O

Corollaire 1.6.3. Si p est un revétement CALCA, Uapplication induite

Aut(p) = Bij, g (0~ (b))
est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. On a f est un automorphisme de revétement si et seulement si r,(f) est bijec-
tive. Il suffit de montrer que 7,(f o g) = rp(f) o 75(g) ce qui est évident. O

Proposition 1.6.4. Soit p : E — B un revétement CALCA. Le groupe Aut(p) agit de maniere
libre et totalement discontinue sur E. En particulier, pour tout sous-groupe G de Aut(p) le
morphisme E — E/G est un revétement.

Démonstration. Soit x € E et f € Aut(p) tel que f(x) = z. Alors par unicité des relevements,
on a f=id.

Soit U un ouvert trivialisant de p(z) et U; le feuillet au-dessus de U contenant z. Soit f € Aut(p)
tel que U; N f(U;) # 0. 1l existe y,z € U; tel que y = f(2). On a p(y) = pf(z) = p(z). Or
plu; : Ui — U est un homéomorphisme, donc y = z et f = id. Le TD6, exo 3 montre que
E — E/G est un revétement. O

1.7 Revétements galoisiens

Théoréeme 1.7.1. Soit p: E — B un revétement CALCA. On dit que p est galoisien s’
vérifie l'une des conditions équivalentes suivants

1. 3x € E tel que p«(m1(E,x)) est distingué dans 71 (B, p(z)).
2. Vx € E,p.(m1(E,x)) est distingué dans 71 (B, p(x)).
3. Le groupe Aut(p) agit sur p~1(b) de maniére transitive.

Démonstration. Clairement (2) = (1). On a montré que les groupes p.(m (F,x)) pour x €
p~1(b) forment une classe de conjugaison de 7 (B,b), donc (1) = (2). Notons que (2) est
équivalent & (2'): pour tous x,y € p~1(b), p«(m1(E,x)) = ps(71(E,y)). En effet, pour y = x - [7]
on a pu(1(E, y)) = (. (m1 (B, 2))].

Le Théoreme nous dit que p«(m1(F,x)) = p«(m1(E,y)) est équivalente a Pexistence et
P'unicité de f € Aut(p) tel que f(z) =y. Donc (2') < (3). O

Remarque 1.7.2. Dans le cas d’un revétement galoisien on a p~!(b) est en bijection avec Aut(p)
et est en bijection avec 71 (B,b)/p«(71(E,z)), pour tout = € p~!(h). Dans la proposition ci-
dessous on établi directement un isomorphisme de groupes entre Aut(p) et m1(B,b)/p«(m1(E, x).



Proposition 1.7.3. Soit p : E — B un revétement galoisien, by € B et xg € E tel que
p(xo) = by. L’action par monodromie induit un isomorphisme de groupes

771(B7 bO)/p* (WI(E7 1‘0)) — AUt(p)

L’isomorphisme réciproque Aut(p) — m1(B,bo)/p«(m1(E,x0)) associe a f l'unique classe d’un
lacet v de B basé en xq tel que f(xo) = zo - [7].

Démonstration. Fixons o € E tel que p(xo) = byp. On note p : m(B,by)/p«(m1(E, z0)) —
p~Y(bo) 'application qui & [/'y\], ou z désigne la classe de z € 71(B,by) modulo le sous-groupe
distingué p,(m1(E, z0)), associe le point zg - [y] € p~(b). On a vu que pour E CALCA, u est
bijective. Notons hg: : p~!(by) — Aut(p) I'application qui & z associe I'unique automorphisme
fz tel que fy(zo) = = (existe car le revétement est galoisien). On rappelle que si x = xq - [7]
alors fz(xg) = xo-[7] et pour tout y = z¢-[u] on a f,(y) = f(zo) - [u] = xo-[y*u]. L’application
composée

@ : (B, bo)/ps(m1(E, 20)) — Aut(p)

—~ —

associe a [/7\] I'unique élément de Aut(p) tel que ®([v])(zo - [u]) = xo - [y *u]. Notons f = ®([v])
x

et g = ®([a]) alors (f o g)(zo) = f(g(z0)) = f(xo - [a]) = 2o - [y *a]. Donc fog=([yx*a]).
L’application ® est donc un morphisme de groupes. ]

Exemple 1.7.4. Le revétement p : R — S! est galoisien, donc 71(S!,1) est isomorphe &
Aut(p). Or, pour n € Z, t — n + t est un automorphisme de ce revétement et c’est 'unique
automorphisme qui envoie 0 sur n. Donc Aut(p) est isomorphe & Z, et il en est de méme pour
St.

Théoréeme 1.7.5. Soit E un espace CALCA et G agissant sur EE par homéomorphisme et de
facon totalement discontinue. Alors q : E — E/G est un revétement galoisien et le groupe
Aut(q) est isomorphe a G. De plus le groupe G est isomorphe a 1 (E/G,q(x))/q.(m(E,x)),
pour tout x € E.

Réciproquement si p : E — B est un revétement galoisien alors il existe un homéomorphisme
® : F/ Aut(p) — B tel que P oq=p.

Démonstration. On sait déja que c’est un revétement CALCA. 11 faut voir qu’il est galoisien.
Pour ce faire, nous montrons que Aut(q) agit transitivement sur les fibres. Nous contruisons
un isomorphisme de groupes p : G — Aut(q) qui a g associe 'automorphisme de revétement
donné par p(g)(z) = g - x. L’application p est clairement un morphisme de groupes. Montons
que p est un isomorphisme de groupes. Comme G agit sur ' de facon totalement discontinue,
p est injective. Soit f € Aut(q) et 9 € E. Posons Zo = q(zo). On a f(xg) € ¢ *(Zo)
donc il existe g € G tel que f(xg) = g - xg, c’est-a-dire f(xg) = p(g)(zo). Comme f et p(g)
sont deux relévements de ¢ et coincident en un point on a f(xz) = p(g)(x),Vx € E. Comme
G agit transitivement sur les fibres, il en va de méme pour Aut(g). Le revétement est donc
galoisien. On a montré que le groupe G est isomorphe au groupe Aut(q), lui-méme isomorphe
am(E/G,q(x))/¢(m(E, z)).

Réciproquement, soit p : E — B un revétement galoisien. Par la Proposition |1.6.4] on sait que
Aut(p) agit de maniere libre et totalement discontinue sur E et que E — E/Aut(p) est un
revétement. Par ailleurs, pour tout f € Aut(p) comme pf = f on a une unique application
continue ® : E/Aut(p) — B telle que ® o ¢ = p. Montrons que ® est ouverte: soit U un
ouvert de E/ Aut(p), c’est-a-dire ¢1(U) est un ouvert de E et comme ¢ est surjective on a
q(q Y (U)) = U; donc ®(U) = ®(q(¢ 1 (U))) = p(¢~*(U)) est ouvert car p est ouverte. De méme

10



® est surjective car p est surjective. Montrons que ® est injective. Soient Z,y € E/ Aut(p)
tels que ®(z) = p(z) = ®(y) = p(y). Comme Aut(p) agit transitivement sur les fibres, il existe
f € Aut(p) tel que f(x) =y. Donc = . Conclusion ® est un homéomorphisme. O

Exemple 1.7.6. 1. Z™ opere sur R™ par translations, par homéomorphisme et de fagon
totalement discontinue. Cela donne le revétement CALCA ¢q : R® — T" = (SH)" et
Aut(q) est isomorphe & Z"™. On retrouve le calcul du groupe fondamental du tore et donc
de S*.

2. gn : S' — S qui & 2z — 2" est un revétement. Le groupe des racines n-ieme de 1'unité
U, agit sur S! par multiplication et on a g, surjective induit un homéomorphisme 7 :
St/uy, — St

Note: S' quasi-compact, S'/U, aussi et S' séparé implique g, homéomorphisme. La
composition 77 1g, est la projection.

Donc g, est un revétement CALCA, galoisien et Aut(gy,) est isomorphe a U,,.

3. Pour n > 2, S™ — P,(R) est un revétement galoisien: P,(R) = S"/Z/27Z et Z/2Z agit
librement et proprement sur S™. On retrouve 71 (P, (R)) = Z/27Z.

1.8 Classification des revétements

Théoréme 1.8.1 (Classification des revétements). Soit B un espace CALCA admettant un
revétement universel, et b € B. On a une bijection entre les classes d’isomorphismes de
revétements CALCA au-dessus de B et les classes de conjugaison de sous-groupes de w1 (B,b).

Démonstration. Vue en cours. O]

Théoréme 1.8.2 (Correspondance de Galois). Soit B un espace CALCA admettant un revétement
universel, et by € B. On a une bijection entre les classes d’isomorphismes de revétements pointés
CALCA au-dessus de (B,bg) et les sous-groupes de w1 (B, bp).

Démonstration. A tout p : (E,z) — (B,by) revétement pointé on associe le sous-groupe
p«(mi(E,z)) de m(B,bp). On note (E,p,z) un revétement pointé au dessus de (B,bp). Si
f:(E,x)— (E' 2') vérifie p'o f = p est un homéomorphisme alors p. (w1 (FE, x)) = p.(m (E’', 2').
En notant Rev, (B, by) les classes d’isomorphismes de revétements pointés au dessus de (B, by)
et ‘H lensemble des sous-groupes de 71(B, by) on obtient une application bien définie

1 : Revyi(B,by) — H

Montrons que 9 est injective. Soient (F,p, z) et (E',p,2’) deux revétements pointés au-dessus
de (B, bg) tels que p.(m1(E,z)) = pl(m1(E',2"). Alors il existe un unique f : (E,z) — (E',2')
et g: (E,2') = (E,x) tels que p'f = p, f(x) =2' et pg =p/, g(a’) = x. Ainsi f o g est un
relevement de p’ et vérifie (f o g)(z') = 2/ donc f o g = idg et de méme go f =idg. Donc les
deux revétements coincident dans Rev,. (B, by).

Montrons que v est surjective. Fixons H C H. Le groupe H = {e} est I'image de la classe
du revétement universel (E,zg,p). Le groupe H = m1(B,bg) est Vimage du revétement id :
(B,by) — (B,by). On peut donc supposer que H est un sous-groupe propre de 71(B,bg). De
plus on peut supposer que (B, by) = (E/ Aut(p),Tg). Soit

I': Aut(p) — m1(B, by)
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I'isomorphisme induit par le revétement universel, qui est galoisien. Notons K = I'"}(H) C
Aut(p) et considérons le diagramme suivant:

(B, o) 2 (E/ Aut(p), bo)

I

(E/K, [zo])

Montrons que p est un revétement. Soit z € E et U un ouvert voisinage de T tel que, pour tout
feAut(p), f(U)NU #0 = f=id. On a p(U) est un ouvert trivialisant de p(x) et On a

p_l(p(U)) = I—leAut(p)f(U)

Soit M C Aut(p) un sous-ensemble de représentants de Aut(p)/K. On a

P_l(p<U)) = Umenm Unex mh(U) = Upenrm(W), avec W = Upegh(U) C E

Notons V' = q(W), c’est un ouvert de E/K car ¢—(V) = W. De méme V,, = q(m(W)) est un
ouvert de E/K homéomorphe a V. et

7 HU) = UnemVim

est une union disjointe d’ouverts. La restriction qly : V' — p(U) est continue, surjective et
ouverte. Montrons qu’elle est injective. Soient «, 5 in V tels que p(a) = p(B). Il existe &, € U

tel que (&) = o et g(B) = 8. Alors p(a) = (po q)(@) = p(@) = p(B). Or ply : U = p(U)
est un homéomorphisme donc & = 8 et a = 5. Enfin comme ¢ est un revétement galoisien la

composition
Aut(q) = K —=>m1(E/K, [xo]) = m1(B, bo)

coincide avec la restriction de I' : Aut(p) — m1(B,bo) sur K donc p.(m(E/K,[x]) = ['(K) =
H. O
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