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Introduction

L’étude de ’homotopie rationnelle a connu un nouvel essor a la suite du dévelop-
pement de deux modeles algébriques, le modele de Quillen dans la catégorie des algebres
de Lie différentielles graduées et le modele de Sullivan dans la catégorie des algebres
commutatives différentielles graduées réduites. Ces deux modeles contiennent toutes
les informations homotopiques et homologiques rationnelles des espaces simplement
connexes. Le modele de Quillen est en fait un foncteur, noté A\, de la catégorie des
espaces topologiques simplement connexes dans la catégorie des algebres de Lie diffé-
rentielles graduées réduites. En outre, D. Quillen a montré 'existence d’un couple de
foncteurs adjoints, les foncteurs C et £ de Quillen, entre la catégorie des algebres de Lie
différentielles graduées et la catégorie des cogebres co-commutatives différentielles gra-
duées réduites. On retrouve les informations homotopiques et homologiques des espaces
simplement connexes de la maniere suivante : soit S un espace topologique simplement
connexe, alors

T (S) @ Q ~ H,_1(\S) ; H.(S,Q) ~ H.(C(\S)).

Dans le premier chapitre de cette these, nous nous proposons de développer une
théorie de I’homotopie rationnelle non commutative. Plus précisément, nous remplagons
les algebres de Lie par les algebres de Leibniz. Une algébre de Leibniz L est la donnée
d’un espace vectoriel muni d’un crochet satisfaisant ’identité

[ZL’, [yv Z” - [[x7y]72] - [[CL’, Z]??J]? Ve,y,z € L.

Si 'on suppose de plus que le crochet est antisymétrique, cette relation est équivalente
a la relation de Jacobi. En conséquence, une algebre de Leibniz antisymétrique est une
algebre de Lie. Cela nous amene naturellement a la question : que doit-on introduire
comme objet analogue aux algebres commutatives afin de développer une théorie de
I’homotopie rationnelle non commutative ?

Les résultats obtenus par V. Ginzburg et M. Kapranov sur les opérades quadra-
tiques nous permettent de répondre a cette question. Une opérade est un objet al-
gébrique codant un type d’algebre ; ainsi 'opérade Com va coder les algebres commuta-
tives (non unitaires), 'opérade Lie, les algebres de Lie, 'opérade Leib, les algebres de
Leibniz, et ainsi de suite. Ginzburg et Kapranov ont adapté la théorie de la dualité de
Koszul pour les algebres associatives aux opérades quadratiques et, dans ce contexte,
le dual de l'opérade Com est I'opérade Lie. Comme 'opérade Leib est quadratique,
cela nous suggere d’introduire le dual de cette opérade et de considérer les algebres
associées a cette opérade, que nous appelons algébres de Leibniz-dual. Une algebre de
Leibniz-dual M est la donnée d’un espace vectoriel muni d’un produit - satisfaisant
Iidentité

(@-y)-z=z-(y-2)+z-(2-y), Va,y,2€ M.




Nous utilisons alors le couple “algebres de Leibniz/algebres de Leibniz-dual” pour
construire une théorie de I'’homotopie rationnelle non commutative. En particulier, nous
montrons qu’il existe une paire de foncteurs adjoints entre la catégorie des algebres de
Leibniz différentielles graduées et la catégorie des cogebres de Leibniz-dual différentiel-
les graduées réduites, les foncteurs £ et £'. A 'aide de ces foncteurs, nous définissons
d’une part [’homologie de Leibniz d une algebre de Leibniz différentielle graduée A, notée
HA(A), comme étant ’homologie du complexe £'(A). D’autre part, nous définissons
I’homotopie de A, notée wA\(A), comme étant I’homologie du complexe sous-jacent a A,
décalée d’un degré. Alors, il existe un morphisme wA(A) — HA(A) appelé morphisme
d’Hurewicz et nous obtenons ’analogue du théoreme d’Hurewicz rationnel.

Comme dans le cas des algebres de Lie, il existe aussi une notion de modele minimal
pour les algebres de Leibniz. Un modéle minimal d’une algebre de Leibniz différentielle
graduée A est un quasi-isomorphisme A" — A, ou A" est une algebre de Leibniz graduée
libre, munie d’une différentielle décomposable. Nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme. Toute algébre de Leibniz différentielle graduée réduite admet un modéle
mainimal unique a isomorphisme pres.

Ce modele minimal contient de plus toutes les informations homotopiques et ho-
mologiques de 1’algebre de Leibniz.

Il nous a semblé intéressant de construire ’analogue des sphéres : par définition, les
n-ieme spheres de Leibniz ont leur cohomologie concentrée en degré n et de dimension
1. Nous montrons alors que ces spheres sont uniques a homotopie pres et que leur
homotopie est périodique de période n — 1.

Comme a toute algebre de Leibniz graduée L, on peut associer une algebre de Lie
graduée en quotientant par les relations [z,y] + (—1)|x||y|[y,m], Vz,y € L, cela nous
donne un élément de comparaison entre les spheres de Leibniz et les spheres classiques.
Ainsi, nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme. L’algébre de Lie graduée associée a la n-ieme sphére de Leibniz est le
modele de Quillen de la n-iéme sphére classique.

Par ailleurs, puisqu’une algebre de Lie est a fortiori une algebre de Leibniz, nous
pouvons déterminer ’homologie de Leibniz du modele de Quillen de la n-iéeme sphere
classique, noté S™ :

Théoreme. L’homologie de Leibniz de la n-iéme sphére classique est périodique de
période n si n est impair et périodique de période 3n—1 sin est pair. Plus précisément
on a
a) Sin est impair, alors H\;(S") ~ K pour i = kn, k > 1.
b) Sin est pair, alors H\;(S™) ~ K pour i = n+ k(3n — 1) avec k > 0 ou pour
i=k(Bn—1) avec k > 1, et vaut 0 sinon.

Le premier chapitre de cette these nous donne un exemple explicite d’une théorie
d’homotopie rationnelle des algebres sur une opérade de Koszul, qui sont les algebres




de Leibniz. En fait, il s’avere que la majorité des démonstrations ne fait pas intervenir
la structure spécifique du produit des algebres de Leibniz. Les résultats obtenus par E.
Getzler et J.D.S. Jones vont d’ailleurs dans ce sens, a savoir qu’il existe une paire de
foncteurs adjoints entre la catégorie des algebres différentielles graduées sur une opérade
de Koszul P (dgP — Alg) et la catégorie des cogebres différentielles graduées réduites
sur P' (dgP' — Cogy), qui est le dual (au sens des opérades) de I'opérade P :

Cp :dgP — Alg dgP' — Cog, : Tp.

Le deuxieme chapitre de cette these est consacré a 1’étude de ’homotopie ra-
tionnelle des algebres différentielles graduées sur une opérade de Koszul.

Comme dans le cas classique et le cas des algebres de Leibniz, nous définissons
I’homologie opéradique d'une algebre différentielle graduée A sur une opérade de Koszul
P, notée H” (A), comme étant ’homologie du complexe Cp(A), ainsi que I’homotopie
de A, notée m(A), comme étant ’homologie du complexe sous-jacent a A.

Nous étudions plus en détail I’analogie avec le cas classique. Ainsi, nous montrons
que la catégorie dg P — Alg est une catégorie modele fermée (au sens de Quillen) munie
des trois classes de morphismes suivantes :

(i) les équivalences faibles sont les isomorphismes en homotopie,
(ii) les fibrations sont les surjections en degrés > 0,
(iii) les cofibrations sont les morphismes ayant la propriété de relevement a gauche
par rapport aux fibrations acycliques.

Bien que ces définitions paraissent assez classiques, il est généralement assez difficile
d’avoir une caractérisation explicite des cofibrations. Dans notre cas, nous 1’obtenons
par I'intermédiaire des morphismes quasi-libres, c¢’est-a-dire des morphismes de la forme

A— AVT(P,V)

ou A est une P-algebre différentielle graduée, ou V désigne le coproduit dans la caté-
gorie dgP — Alg et ou T'(P,V) est la P-algebre graduée libre engendrée par 1’espace
vectoriel gradué V. Alors les cofibrations sont les rétractions de morphismes quasi-
libres. Comme dans toute catégorie modele, toute P-algebre différentielle graduée A
admet une équivalence faible F — A avec F' cofibrant, nous définissons [’homologie
de Quillen de A, notée H?(A), comme étant I’homologie des indécomposables de F,
et nous montrons que cette définition est indépendante du choix de F. Enfin, nous
montrons que 1’homologie de Quillen est isomorphe, a un décalage de degrés pres, a
I’homologie opéradique.

La structure de catégorie modele, ainsi que la présence de notions d’homotopie et
d’homologie dans la catégorie dg P — Alg, nous incite a développer une théorie de I'ho-
motopie rationnelle dans cette catégorie. En particulier, il existe un morphisme, appelé
morphisme d’Hurewicz, entre ’homotopie et I’homologie de Quillen d'une P-algebre
différentielle graduée, et nous obtenons les résultats suivants :




Théoréme d’Hurewicz. Soient A une P-algébre différentielle graduée et n un entier
positif.
a) Sim(A) =0 pour 0 < k <n, alors le morphisme d’Hurewicz est un isomorphis-
me pour k < 2n + 1 et un épimorphisme pour k = 2n + 2.
b) Simo(A) =0 et H]?(A) =0 pour 0 < k < mn, alors le morphisme d’Hurewicz est
un isomorphisme pour k < 2n + 1 et un épimorphisme pour k = 2n + 2.

Théoréme de Whitehead. Soit f : A — B un morphisme de P-algébres différen-
tielles graduées. Supposons A et B connezes (i.e. mo(A) = mo(B) = 0). Sous cette
hypothése, si f est un isomorphisme en homologie, alors f est un isomorphisme en
homotopie.

Pour achever la théorie de I’homotopie rationnelle des algebres sur une opérade,
nous construisons un modele minimal d’une P-algebre différentielle graduée A connexe,
unique a isomorphisme pres et montrons qu’il contient toutes les informations homo-
topiques et homologiques de A.

Il nous a paru intéressant d’exploiter plus avant 1’analogie entre les espaces topo-
logiques rationnels et les algebres sur une opérade, en particulier en ce qui concerne
la construction “47”. Cette construction est motivée par la K-théorie algébrique ra-
tionnelle. En effet, nous savons que la K-théorie rationnelle d’'une algebre associative
unitaire A est la partie primitive de I’homologie de BGL(A). Or, nous constatons
que le théoreme de Loday-Quillen et Tsygan a la méme forme: la partie primitive
de I'homologie de Chevalley-Eilenberg de gl(A), ou gl(A) désigne 1'algebre de Lie des
matrices sur A, est 'homologie cyclique de A. Ainsi, nous avons la correspondance

K.(A) ® Q = Prim H,(BGL(A)) ; HC,(A) = Prim HE (gl(A)).

Comme par définition, la K-théorie de A est I’homotopie de la construction “+”
de Quillen de BGL(A), nous nous proposons de montrer que I’homologie cyclique est
I’homotopie de la construction “+” d’une certaine algebre de Lie différentielle graduée.
A cet effet, nous montrons tout d’abord l’existence d’une construction “+” des alge-
bres différentielles graduées sur une opérade de Koszul. De plus, cette construction
est unique a homotopie pres et nous utilisons une théorie de I'obstruction développée
indépendemment dans la catégorie dgP — Alg pour montrer cette unicité. Plus pré-
cisément, on a :

Théoréme. Soit F = T(P,V) une P-algebre différentielle graduée quasi-libre telle
que 7o(F) soit parfait. Alors il existe un morphisme quasi-libre i : F — FT tel que
To(Ft) = 0 et H2(i) soit un isomorphisme. De plus, le morphisme i est universel d
homotopie prés parmi les morphismes F' — G tels que G soit connexe. En particulier
le couple (i, FT) est unique a homotopie prés.

Enfin, nous appliquons cette construction aux algebres de Lie et aux algebres de
Leibniz. Désignons par sl(A) le noyau de 'application Tr : gl(A) — A/[A, A], qui est




une algebre de Lie parfaite. Nous pouvons alors considérer sl(A) soit comme une alge-
bre de Lie, soit comme une algebre de Leibniz, et procéder a la construction “4” dans
ces deux catégories. L’homologie cyclique réduite de A, notée HC,(A), est ’homologie
cyclique de A en degrés strictement positifs et est nulle en degré 0. Nous définissons de
méme 1’homologie de Hochschild réduite, notée HH ,(A).

Proposition. Soit A une algébre associative unitaire. Considérons la construction “+”
de sl(A) dans la catégorie des algébres de Lie différentielles graduées. Alors

T (sl(A)") ~ HC,(A).

Proposition. Soit A une algébre associative unitaire. Considérons la construction “+”
de sl(A) dans la catégorie des algébres de Leibniz différentielles graduées. Alors

T (sI(A)T) ~ HH,.(A).
En conclusion, nous pouvons donc interpréter 1’homologie cyclique comme une

certaine K-théorie, de méme que I’homologie de Hochschild, qui est 1'obstruction a la
périodicité de 'homologie cyclique.
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Rational homotopy of Leibniz algebras

Introduction

In rational homotopy theory, Sullivan models ([Su]) deal with differential graded
commutative algebras, whereas Quillen models ([Qul]) deal with differential graded Lie
algebras. The interest of these models lies in the fact that they both contain all rational
homotopy and homology information of the simply connected space. The aim of this
paper is to develop a similar theory in the non-commutative case. For that, we decide
to replace Lie algebras by a non-commutative version, which are the Leibniz algebras.
More precisely, a Leibniz algebra L is a vector space equipped with a bracket satisfying
the identity

[z, 1y, 2]l = [[=, 9], 2] = [[=, 2], 9], Ve, 9,2 € L (see [Lol]).

If the antisymmetric relation is assumed, this identity is equivalent to the Jacobi rela-
tion. Hence, an antisymmetric Leibniz algebra is a Lie algebra. This raises the question
of what will replace commutative algebras in order to construct a Sullivan-type model.
From the work of Ginzburg and Kapranov ([G-K]), we know that Lie algebras and
commutative algebras are algebras over Koszul operads which are dual to each other.
This suggests to replace commutative algebras by Leibniz-dual algebras which are alge-
bras over the dual operad defining the Leibniz algebras. More explicitly, a Leibniz-dual
algebra M is a vector space together with a product satisfying the identity

(r-y)-z=2-(y-2)+x-(2-y), Vo,y,2 € M.

The main goal of this paper is to show that Leibniz algebras and Leibniz-dual
algebras are suitable for a non-commutative rational homotopy theory. We define the
homotopy and the homology of a differential graded Leibniz algebra and we prove that
a construction of minimal models is valid in this framework. Moreover, these minimal
models contain all the homotopy and homology information of the Leibniz algebra.

Our second goal is to see if the classical theorems and constructions hold. We prove
a Leibniz version of the Hurewicz theorem: if a differential graded Leibniz algebra is
n-connected, then the Leibniz Hurewicz morphism is an isomorphism for k& < 2n (see
theorem 4.3). Observe that in the classical Hurewicz theorem, it is an isomorphism
for E < n + 1. We deduce immediately a Leibniz version of the Freudenthal suspen-
sion theorem (see theorem 4.6). We construct n-Leibniz spheres, which are differential
graded Leibniz algebras whose cohomology is trivial except in degree n. We prove the
uniqueness of such an object. Moreover, we compute its homotopy which turns out to
be periodic of period n — 1 (see theorem 5.3). We compare Leibniz spheres to classical
ones and we obtain that the Lie algebra associated to the n-Leibniz sphere is exactly
the Quillen model of the classical n-sphere (theorem 5.4). Finally, as the Quillen model




of the classical sphere is a Lie algebra, it is a Leibniz algebra. We prove the periodicity
of its Leibniz homology, in theorem 5.5.

Contents. All definitions and properties of Leibniz algebras and Leibniz-dual algebras
used in this article are recalled in the first section. The second section is devoted to
minimal models. In the third section, we define a pair of adjoint functors between the
category of Leibniz algebras and the category of reduced Leibniz-dual coalgebras which
allow us to define the homotopy and the homology of a Leibniz algebra. We prove two
theorems linking minimal models and the homotopy and homology of a Leibniz algebra
(see theorems 3.10 and 3.11). The Leibniz version of the Hurewicz theorem and the
Freudenthal suspension theorem are the subject of the fourth section. The fifth section
focus on spheres. We define Leibniz spheres and compare them to classical spheres.
Finally, we compute the Leibniz homology of the classical sphere.

Notation. We work over a fixed field K of characteristic 0. Let V be a graded vector
space. The suspension of V is (sV), = V,,_1 if V is lower graded, and (sV)* = V" +!
if V' is upper graded. The graded vector space V' is said to be reduced (resp. 2-reduced)
if Vo =0 (resp. Vo =V; =0) or VO =0 (resp. V? = V! =0). The graded vector space
V' is said to be finite dimensional if its dimension is finite in every degree. The group
of permutation on n elements is denoted by S,,.

Aknowledgments. I am grateful to the paper’s referee for pointed out some remarks
which improved some theorems, especially the theorem 3.7.

1. Definitions and properties of Leibniz algebras and Leibniz-dual algebras

Leibniz algebras were introduced by J.-L. Loday (see [Lol] for a survey). Leibniz
algebras are algebras over a certain quadratic operad, denoted by Leib. We refer to
[G-K] concerning the theory of quadratic operads. The operad Leib admits a Koszul
dual denoted by Leib', and algebras over this operad are called Leibniz-dual algebras.
In this section we recall the notion of graded algebras, differential graded algebras and
prove that the operads Leib and Leib' are Koszul operads.

Let V be a graded vector space and denote by T(V) the graded vector space
VaVE2@...aVe@. ... A tensor in VO™ is written either (ay, -+, a,) or a1 @+ ®ay,.
The symmetric group S, acts on V™ on the left by - (a1 ®---®a,) = ex(0)a,-11) ®
@ @g-1(p), Or on the right by (a1 ® -+ ®ay) -0 = €x(0)ay(1) @ - - ® Gy (n). The sign
ex (o) is the Koszul sign associated to o. We say that the action on V®™ by the group
Sy is the signed action, if it is the same action as before multiplied by the signature of
the permutation.

Definition 1.1. A graded Leibniz algebra L is a lower graded vector space together
with a bracket of degree 0 satisfying the identity

[, [y, 2l = [z, 9], 2] = (~1)W¥I[[z, 2], 9], Va,y,2 € L.
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Let V be a graded vector space. By [Lol], we know that T(V) has a unique
structure of graded Leibniz algebra which may be described by

[z, (a1, -+, a,)] = (z,(a1 ® - R ap) - ftn), Yo € V™, Y(ai, --,a,) € VO,

The element u,, € K[S,] is defined by induction as

= Id,

Hn+t1 = Hn + <_1) Hn © 7_71_4}17

where 7, is the cycle (12---n) of S,,. Here, the action of \S,, is the right signed action.
Note that a; ® -+ ® ar, = [[---[a1,az],--],ax], V a1 ® --- ® ap € V®*. With this
structure, the vector space T(V) is the free graded Leibniz algebra generated by V.

n+1

By reversing arrows in the definition of a Leibniz algebra we deduce the definition
of a Leibniz coalgebra.

Definition 1.2. A graded Leibniz coalgebra C' is an upper graded vector space together
with a comultiplication A of degree 0 satisfying the identity

(id@ A)o A= (A®id— (id®T)o (A®id) oA, where T(a®b) = (—1)1*I’lp © q.

The vector space T(V) can be equipped with a comultiplication A so that it be-
comes the free Leibniz coalgebra generated by V if V? = 0. More explicitly

n—1

A(ah T '7an) = Z(ah t '7ak:) ® Nn—k(ak—i—l, o '7an)7 v<a17 o '7an) € V®n7n Z 17
k=1

where the action of S, is the left signed action.

Definition 1.3. A graded Leibniz-dual algebra M is an upper graded vector space
equipped with a multiplication of degree 0 satisfying the identity

(z-y)-z=x-(y-2)+ (—D)¥Ez. (2.y), Va,y, 2 € M.

Proposition 1.4. Let M be a graded Leibniz-dual algebra. Denote by * the product
rxy =x-y+ (=D=Wy .z This product makes M into a graded associative and
commutative algebra. O

Let V be a graded vector space. The free graded Leibniz-dual algebra generated
by V is T'(V') equipped with the following product

(1@ @up) (Up1 @+ @ Uptg) = ([ @ shp_1,¢)(V1 @ @ Upsq), VU1, Vpsg €V,

where shy, , = Z o and S,, acts on the left. We refer to [Lo2] for the proof. Note
o =(p,q)—shuffle
that v ® --- @ v = v1 - (Vg - (- - (Vg—1 - Vk) -+ +)).

By reversing arrows in the definition of a Leibniz-dual algebra we obtain the defi-
nition of a Leibniz-dual coalgebra.

11



Definition 1.5. A graded Leibniz-dual coalgebra B is a lower graded vector space
together with a comultiplication A of degree 0 satisfying the identity

(A®id)oA=(id®A+id® (ToA))oA.

The vector space T(V) can be equipped with a comultiplication A so that it be-
comes the free graded Leibniz-dual coalgebra on V if V = 0 (see [O]):

p—1
A(a’o’ Ty ap) = Z‘]k(a(b (alv Ty ap) : Shk,p—k>7 \V/(a()? Ty ap) € V®p+17 p Z 17
k=0

where S, acts on the right. The map Jy, : T(V) — T(V)®T(V) is defined by
Jk(ag, a1, -+, ap) = (ag, -, ax) @ (agt1,- -, ap) 0 <k <p—1.

Definition 1.6. A differential of graded Leibniz algebras ¢ is a morphism of degree
—1 which is a derivation of graded Leibniz algebras. More explicitly:

¢(la,b]) = [6(a),b] + (=1)"[a, ¢(b)].

A differential of graded Leibniz coalgebras ¢ is a morphism of degree 1 which is a
coderivation of graded Leibniz coalgebras. More explicitly, if one denotes by (C, A)

a graded Leibniz coalgebra, then using Sweedler notation (A(z) =) x(1) ® z(2))(cf.
(z
[Swl),

Ap(z) =) b)) @z + (1) Olrq) @ ¢(z).
(z)

A differential graded Leibniz algebra (resp. coalgebra) is a graded Leibniz algebra (resp.
coalgebra) together with a differential. We have obviously the notion of a differential
graded Leibniz-dual algebra and a differential graded Leibniz-dual coalgebra.

Definition 1.7. Let ¢ be a morphism between differential graded Leibniz algebras. If
¢ induces an isomorphism in homology, then ¢ is said to be a weak equivalence.

Since we have defined a certain type of algebras, we are interested in their homology.
One can find their theoretic description in [G-K], or concerning the homology of Leibniz
algebras in [Lo2], and the homology of Leibniz-dual algebras in [Bal]. The definition of
the homology of a differential graded Leibniz algebra will be seen in definition 3.1.

Definition 1.8. Let (M,d) be a reduced differential graded Leibniz-dual algebra.
The homology of M, denoted by HLD(M) is the cohomology of the total complex
(Cl(M),0) = (T'(sM), D1 + 02), where

O1(sx1 @ -+ ® sxy,) :Z —(—D)% s @ - @ sda; @ -+ ® STy

=1
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n—1
Do(s21® -+ @sxy)=(—1)521s(zy - 20) ® - - @ 82, + Z (—1D)"s21®- - @5(2; *Ti11) ®

=2
“‘®S$n

3
and u; = Z | sz; |. The product * is defined in proposition 1.4. Note that 0 is a
j=1
differential of degree 1.

Theorem 1.9. Let (M,d) = (T'(V),d) be a reduced differential free graded Leibniz-
dual algebra. Its homology is the cohomology of the suspension of the indecomposable
elements. More precisely,

HLD,(T(V))=H""(V,d),

where d is the differential induced by d on the indecomposable elements.

Proof. We define the bicomplex C, , = (sM)?f;fl with the differentials 0; : Cp , —
Cpg+1and 0o : Cp o — Cp_1 4 defined in 1.8. The homology of M is the homology of the
total complex C. We will prove that the homology of the ¢ — th row is concentrated in
degree 0 and is exactly V4!, We fix ¢ and set D, = Cp , for 0 < p < gand D_; = V7t
The differential on D is 95 in degrees > 0 and the projection of (s T(V))? on V9*+! in
degree 0. There is a homotopy h between the identity and the zero morphism given by:
h_1: D_y — Dy is the embedding of (sV)? into (s T(V))?, and h,,_1 : D,,_1 — D, is
given by h,_1(sa1 -+ ap @ sr2® -+ ® szy,) = (—1)|Sal‘sa1 RS8ag -0 QST R -+ R STy,
if £ > 1, and is 0 otherwise. It is easy to check that h,,_jod+doh, =1idp,, Yn > 0. O

The definition 1.8 is exactly the one given by Ginzburg and Kapranov (in [G-K])
for the homology of an algebra over a quadratic operad, in the case of the operad Leib'.
Hence, we have the following corollary.

Corollary 1.10. The operad Leib' and the operad Leib are Koszul operads. 0O

2. Minimal models of differential graded Leibniz algebras and Leibniz-dual
algebras

The theory of minimal models of differential graded commutative algebras was first
developped by Sullivan in [Su]. We refer to [Ta] or [Gr-M] for a survey. Later, it was
proved that there exists a minimal model of a differential graded Lie algebra (see for
instance [Ba-L| or [Ne]). In this section we prove that a differential graded Leibniz
algebra or Leibniz-dual algebra, satisfying certain hypotheses, admits a minimal model
unique up to isomorphism.

Definition 2.1. A minimal differential graded Leibniz algebra is a differential free
graded Leibniz algebra generated by a reduced vector space V', together with a decom-
posable differential, that is a differential d satisfying d(V') C T'(V') - T'(V).
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Definition 2.2. A minimal differential graded Leibniz-dual algebra is a differential free
graded Leibniz-dual algebra generated by a 2-reduced vector space V', together with a
decomposable differential, that is a differential d satisfying d(V') C T'(V)-T(V).

Definition 2.3. Let (M, d) be a differential graded Leibniz algebra (resp. Leibniz-dual
algebra). A minimal model of M is a minimal differential graded Leibniz algebra (resp.
Leibniz-dual algebra) (M’ d’) together with a weak equivalence ¢ : (M’,d") — (M, d).

Theorem 2.4. Any reduced differential graded Leibniz algebra (L, ) admits a minimal
model unique up to isomorphism.

Theorem 2.5. Any differential graded Leibniz-dual algebra (M, d) whose cohomology
18 2-reduced, admits a minimal model unique up to isomorphism.

The proof of the theorem 2.5 is quite similar to the proof of the theorem 2.4. Let
us prove theorem 2.4. The proof of the existence in the case of differential graded Lie
algebras (see [Ne|) remains valid in our case. Uniqueness is proved using proposition
2.6 and the lifting lemma 2.9.

Proposition 2.6. A weak equivalence between minimal differential graded Leibniz al-
gebras is an isomorphism.

Proof. Let f : (X = T(V),d) — (Y = T(W),d') be such a weak equivalence. Set
Xn]=TWVi®--®V,),and Y[n] = T(W; @& ---®W,),Vn > 1. The vector space
X|[n] (resp. Y[n]) is a sub-Leibniz algebra of X (resp. Y'). We will prove, by induction
on n, that f induces an isomorphism between X|[n] and Y[n].

For n = 1, since V is reduced and d is decomposable, we have d(V3) = 0. Hence
H(X)=V;, H(Y)=Wj and H{(f) : Vi — W is an isomorphism. We deduce that f

restricted to X[1] = T'(V4) is an isomorphism into Y[1].

Assume that f induces an isomorphism between X[n| and Y[n]. The short exact se-
quence associated to the inclusion X[n] — X, yields the long exact sequence in coho-
mology

Hyp1(X[n]) — n1(X) — n1(X/ X)) — Hp(X[n]) — Ha(X)
| Hogr(f) | Hosa () | Hoa(f)  Ha() 12 Ho(f) |2
Hyp1(Y[n]) — i (Y) — n1(Y/Y[n]) — Hy(Y[n]) — Hy(Y).

Hence, applying the five lemma, we get that H,,11(f) : Hp+1(X/X[n])—Hp+1(Y/Y[n])
is an isomorphism. But H,,1(X/X|[n]) is isomorphic to V;,41, therefore f verifies the
induction hypothesis at range n + 1. O

Definition 2.7. Let (Y,d) be a differential graded Leibniz algebra, and A(t,dt) be
the differential free graded commutative algebra generated by t in degree 0 and dt in
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degree —1, satisfying d(t) = dt, d(dt) = 0. The vector space Y @ A(t, dt) is a differential
graded Leibniz algebra: the bracket is given by [y ® a,y’ @ /] = (=1)1*l1¥l[y, /] @
aa’, and its differential is given by d(y ® a) = dy ® a + (=1)!%ly ® da. We denote
by Y (t,dt) the differential graded Leibniz algebra Y ® A(t,dt) in degrees n > 1 and
Y(t,dt)o = Ker(d: (Y @ A(t,dt))o — (Y ® A(t,dt))—1. Define pg,p1 : Y(t,dt) — Y by
po(y @ (a(t) + b(t)dt)) = a(0)y and p1(y ® (a(t) + b(t)dt)) = a(l)y. Two morphisms
f,g:(X,d) — (Y,d) of differential graded Leibniz algebras are said to be homotopic if
there exists a morphism h : X — Y (¢,dt) such that pgoh = f and pyoh = g.

Remark 2.8. Since pg and p; are weak equivalences, if f is homotopic to g, then
H(f) = H(g).

Lifting lemma 2.9. Let 7 : A — B be a weak equivalence between differential graded
Leibniz algebras. Let X be a minimal differential graded Leibniz algebra and f : X — B
be a morphism. Then, there exists a morphism f X — A such that o f 18 homotopic

to f.

Proof. Weset X = (T(V),d) and X[n] =T(Vi ® --- & V,,), if n > 1. We will construct,
by induction on n, some morphisms f : X[n] — A and G : X[n] — B(t, dt) satisfying
ppoG=mofand pjoG=f.

Assume n = 1 and fix v € V;. Since df (v) = f(dv) = 0 € By, there exists y € A; such
that dy = 0 and [7(y)] = [f(v)] in H1(B). Hence, there exists y € Ay and b € B; such
that 7(y) = f(v) +db. We set f(v) =y and G(v) = f(v) ®1+db@t+b®dt, and check
that these morphisms satisfy the hypothesis.

Assume that these morphisms are built for k¥ < n. Fix (z4)aesr a basis of V1. We
want to extend f to Xn,zo) =T(V1i®--- @V, ® Kz,). Denote by ¢, the element
dxe of X[n]. Since df(cq) = 0, applying remark 2.8, we have the identity [r o f](ca) =
[fl(ca) = 0 in H(B). By hypothesis 7 induces an isomorphism in homology, thus there
exists 7 € A,4 such that f(cy) = d(n). We set f(x,) = 1 and aim to extend G.
Extending G is equivalent to the existence of a morphism G : X[n,z.] — B(t,dt)
making the following diagram commute G
X|n] — B(t,dt)

! | p=(po.,p1)

ri=(mof,f)
X[n,z)] —— BXxB.

Claim 1. The obstruction to extend G to G lies in H,(Kerp).

Proof. As p is surjective in degrees > 1, we may choose a € B(t,dt) such that
pla) = r(z,), and we define 0 = d(a) — G(c,). It is easy to check that 6 € Z,,(Kerp),
and that its class in H, (Kerp), denoted by [f], does not depend on the choice of a.
Then G extends to G if and only if there exists v € B(t,dt), satisfying p(v) = r(z4)
and d(v) = G(cq), so if and only if [§] = 0. O

The element a = 7(n) + (f(x) — m(n))t satisfies p(a) = r(z,). We define § =
d(a) — G(cy) € Zy(Kerp). The next claim computes [6].

15



Claim 2. If 0 € Z,(Kerp), then there exists u € Z,4+1B such that [0] = [udt].

Proof. Consider the following short exact sequence
0 — Kerp—B(t,dt)2>B x B — 0.

We have H(B(t,dt)) = H(B), H(Bx B) = H(B) x H(B) and H(p) is the diagonal map
which is injective. Therefore, in the long exact sequence in homology associated to the
previous sequence, we obtain H (i) = 0. Thus, the connecting morphism 6, : Hy1(B x
B) — H,(Kerp) is surjective and is given by d,([a, 8]) = [(—=1)" T} (B—a)dt], ¥(«, B) €
Znit(B x B). O

We are now able to finish the proof of the lifting lemma. We must modify f(z4)
so that there is no more obstruction to extend G. According to claim 2 and the
hypothesis, there exists u € Z,11B and @ € Z,41(A) such that [r(ua)] = [u] and
0] = [r(@)dt]. We define f(xo) = n + (—1)""1%. There exists a’ such that p(a’) =
(7(n) + (=1)"*"tx(a), f(x,)); for instance, we take a’ = a + (—1)" "7 (%)(1 —t). Since
0 = d(d') — G(co) = da — w(u)dt — G(co) = 0 — w(u)dt, we obtain [#'] = 0. Then, we

conclude with claim 1. O

Proof of uniqueness in theorem 2.4. Let ¢ : X — M and ¢ : Y — M be minimal
models of (M, d). Since ¢ is a weak equivalence, by the lifting lemma 2.9, there exists
a morphism ¢ : Y — X such that ¢ o1 is homotopic to ¢. Applying remark 2.8, we

get H(¢) o H(¢) = H(v), hence H (1)) is an isomorphism. Proposition 2.6 allows us to
conclude. O

3. Relations between Leibniz algebras and Leibniz-dual algebras

In classical rational homotopy theory ([Qul], [Tal), differential graded Lie algebras
are related to reduced differential graded cocommutative coalgebras through functors
C and £. We define adjoint functors £' and £ between the categories of differential
graded Leibniz algebras and reduced differential graded Leibniz-dual coalgebras. We
prove that these functors as well as the unit and the counit of the adjunction preserve
weak equivalences. We then define the homotopy and the homology of a differential
graded Leibniz algebra and prove that minimal models contain all the homotopy and
the homology information of the Leibniz algebra.

Definition 3.1. The functor £' : { differential graded Leibniz algebras} — {reduced
differential graded Leibniz-dual coalgebras} is defined as follows: let (L, d) be a differ-
ential graded Leibniz algebra, then

LN(L,0) := (T(sL),d = dy + ds),

where T(sL) is the free graded Leibniz-dual coalgebra on sL (see definition 1.5),
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n

di(s21 ® -+ @ s1p) :Z —(-1D)%sr1 ® - ®80T; @ -+ @ STy,

=1
_ tij
da(s21 ® -+ ® sxy,) = Z (=1)"sz1 ® - @ s[xs, ] @ - ® Sy,
1<i<i<n
i j—1 i—1
with £;; = (3 | sz )+ [ sz; | (Y |sax|)and e = | sz .
k=1 k=i+1 j=1

It is easy to check that d; and dy are differentials of graded Leibniz-dual coalgebra,
and the structure of a Leibniz algebra on L implies the same statement for d. The
definition 3.1 is exactly the one given by Ginzburg and Kapranov (in [G-K]) for the
homology of an algebra over a quadratic operad, in the case of the operad Leib. Since
this operad is a Koszul operad (see corollary 1.10), we are able to compute the homology
of a free object.

Theorem 3.2. Let (L,0) = (T(V),0) be a differential free graded Leibniz algebra. The
homology of L'(L,0) is the homology of the suspension of the indecomposable elements.
More precisely,

H,(L(L,0)) = H,_1(V,0),
where O is the differential induced by O on the indecomposable elements. O

Definition 3.3. The functor £ : { reduced differential graded Leibniz-dual coalgebras}
— { differential graded Leibniz algebras } is defined as follows: for any reduced differ-
ential graded Leibniz-dual coalgebra (B, d),

E(B7 d) = (T(8_13)7a =01 + 62)7

where T(s71B) is the free graded Leibniz algebra generated by s~ !B (see definition
1.1), where 0 is induced by d and 05 is given by

Oo(s o1 @ @5 1a,) = Z(—l){l“(l)s_lxl(l) ®s T @ Qs Ty,
(z1)

i—1
n E |s™ ;| »
+ Z(_l)J=1 Z(_1>|S zimlg Ty @0 ® 3_1«%'(1) ® 3—13;1.(2) Q@8 ‘u,
=2 €2
_ Z(_l)\s_lwiu)|+\3_190i(1)\|3_1$i(2)|8—1x1 R ® 8_1371'(2) ® 8_1551'(1) R ® s_lacn.
()
Theorem 3.4. The functor L is left adjoint to L'.
Proof. For any differential graded Leibniz algebra (L, 0) and any reduced differential
graded Leibniz-dual coalgebra (B, d), we denote by € : LL'(L,d) — (L, d) the counit and

by 1 : (B,d) — L£'L(B,d) the unit of the adjunction. Since LL'(L,0) = T(s71L'(L,d))
is a free graded Leibniz algebra, it is sufficient to make e explicit on s~1£'(L,d) =
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s 1T(sL). Weset e=0on s * T(SL)22 and €(s~!sz) = z on s7sL. Similarly, apply-
ing the universal property for free Leibniz-dual coalgebras, 1 is the unique morphism
from B to £'L(B,d) extending the map 7j : B — sT (s~ B) defined by 7j(z) = ss~lz. O
Theorem 3.5. The functor L' preserves weak equivalences.

Proof. Let ¢ : (L,0) — (L',0') be a weak equivalence between differential graded
Leibniz algebras. By definition 3.1, £'(L, ) = (T(sL),d = d; + dz). There is a natural
— p —
filtration on £' given by F? = (T(sL))<P =@ (sL)®* and F'? = (T(sL'))<P, Vp > 0.
k=1
Note that FO = F'0 = 0, F! = sL, F'' = sL/, the pair (F?,d) (resp. (F'?,d')) is a
sub-complex of £'(L, ) (resp. £'(L',9")), and L'(z)) maps FP to F'P. Thus, we have
the following commutative diagram with exact rows

0O — FrY — pr — Fpr/FP-t 0

c'@) | L ei@)
0O — Pt — v — FpP/FP-t 0.

Since the complex FP/FP~! is isomorphic to ((sL)®P,d;) and d; coincides, up to sign,
with 9 on sL, then H(FP/FP~1) ~ (sH(L))®? and H(L'(¢)) is an isomorphism. Ap-
plying the long exact sequence in homology as well as the five lemma in the previous
diagram, we deduce that, if the map HL'(v) : H(FP~') — H(F'P~') is an isomor-
phism, then the map HL'(¢) : H(FP) — H(F'P) is also an isomorphism. Because it
is an isomorphism for p = 0 and p = 1 and because Hy(L'(L,d)) = Hp(F*), we get
HL'(v) is an isomorphism. O

Theorem 3.6. The functor L preserves weak equivalences between 2-reduced differential
graded Leibniz-dual coalgebras.

Proof. This proof is similar to the previous one. Let ¢ : (B,d) — (B’,d’) be a
weak equivalence between 2-reduced differential graded Leibniz-dual coalgebras. Recall
definition 3.3: £(B,d) = (T(s7'B),0 = 01 + 03). The filtration on L, given by FP =

T(s~'B )zp, provides the following commutative diagram with exact rows

0 — Frtt — pp — Fp/pPtl

L) | 1 ()

0 — FpPtt — p» — prP/EpPTL .

This implies that, if the map H(L(v)) : H(FPT1) — H(F'P*!) is an isomorphism, then
the map H(L(y)) : H(FP) — H(F'P) is also an isomorphism. By hypothesis, B is
2-reduced, so Hy(FP™) = Hy(F'?*1) =0, Vk < p and we can conclude. O

Theorem 3.7. For any reduced differential graded Leibniz-dual coalgebra (B,d), the
unit of the adjunction n : (B,d) — L'L(B,d) is a weak equivalence. For any reduced
differential graded Leibniz algebra (L, ), the counit of the adjunction € : LL'(L,0) —
(L,0) is a weak equivalence.
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Proof. The first part of the theorem is straightforward using theorem 3.2. We will
prove the second part of the theorem in two steps. The first step consists in proving the
weak equivalence for a minimal differential graded Leibniz algebra. The second step is
the conclusion. Indeed, let (L, ) be a reduced differential graded Leibniz algebra. By
theorem 2.4, (L, d) admits a minimal model (L, ). We have the following diagram

cei L9 = L

ccie) ] Te
coNig) 5 L
Since ¢ and €; are weak equivalences as well as LL'(¢) by theorems 3.5 and 3.6, we
deduce that €7, is a weak equivalence.

Let’s prove the first step. Let (L,9) = (T(V), ) be a minimal differential graded
Leibniz algebra. We recall that Vj = 0 and 0 is decomposable. There is a natural

filtration on L given by FP(L) = T (V)zp. Since the differential is decomposable,
O(FP(L)) c FPTL(L). In the spectral sequence associated to this filtration, the E
term is L' = (T(V),0). Since the filtration is bounded, the spectral sequence converges.
We introduce a filtration on ££'(L,0) = T(s~'T(sL)). Fix an elementary element

Yy =1y ® - ®y, of LL(L,) where each y; is of the form s~ sz} ® --- ® sxfh and
) %
each xf} € V@5, We define the degree of y; by Deg(y;) = Zl; and the degree of y
j=1

P
by Deg(y) = ZDeg(yi). Let A, be the sub-vector space of LL'(L,0) generated by
i=1

the elements of degree p and we denote by FP(LL'(L,d)) the filtration @ Aj. The
k>p

filtration is a filtration of complex and €, preserves the filtration. Using the definitions

of the differential on £'(L, ) (see definition 3.1) and on LL'(L,d) (see definition 3.3),

we check that

FPLLY(L,0)/FPTLL (L, 0) ~ FPLL (L) /FPHieL! (L),

But we have the following isomorphism of complexes

@ Frec )/ Frtoc (L) ~ LLi(L).

E>1

Hence the Eo-term associated to the filtration F is ££'(L’), and the spectral sequence
converges. Moreover, L’ can be written £(C) where C is a trivial Leibniz-dual coalgebra
with the zero differential. The first part of the theorem gives that n : C — L£'£(C) is
a weak equivalence, and since C' is 2-reduced and L preserves weak equivalence, we
deduce that Ln is a weak equivalence. But the composite

€L(C)

ey Yyl e iy e
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is the identity, hence e, (¢ is a weak equivalence. By Zeeman’s theorem of comparison
of spectral sequences, we deduce that €1, is a weak equivalence. O

Definition 3.8. The homotopy of a differential graded Leibniz algebra (L, @), denoted
by wA(L), is the graded vector space wA (L) = H.(sL,0). The homology of L, de-
noted by HA(L), is the graded Leibniz-dual coalgebra H\.(L) = H,(L'(L,d)). The
cohomology of L is HN*(L) = H*Hom(L'(L,0), K).

Note that since the linear dual of a differential graded Leibniz-dual coalgebra is a
differential graded Leibniz-dual algebra, the cohomology of a differential graded Leibniz
algebra has the structure of a graded Leibniz-dual algebra.

Definition 3.9. A differential graded Leibniz algebra L is said to be n-connected if
T\ (L) =0, Vk < n.

In the next theorems, we show that the theory of minimal models developped in
section 2, is strongly related to the homotopy and the homology of a differential graded
Leibniz algebra.

Theorem 3.10. Let (L,0) be a reduced differential graded Leibniz algebra and
(T(V),d') be its minimal model. The homotopy of L is the homology of the suspension
of it’s minimal model, and the homology of L is the suspension of the indecomposable
elements of its minimal model. More precisely, we have

TM(L) ~ H (sT(V),d)
H\(D) =~V.,

Proof. The first part of the theorem comes from the definition of a minimal model.
We have a weak equivalence ¢ : (T(V),d') — (L,d), and by theorem 3.5, the functor
L' preserves weak equivalence. Hence, H.(L'(¢)) : H (L' T(V),0") — HA.(L) is an
isomorphism. Hence the theorem 3.2 combined with the fact that the differential &’ is
decomposable allows us to conclude. 0O

Theorem 3.11. Let (L,0) be a reduced finite dimensional differential graded Leibniz
algebra. Let (T(V),d) be the minimal model of the differential graded Leibniz-dual
algebra Hom(L'(L,0), K). The cohomology of L is the cohomology of the complex
(T(V),d), and the homotopy of L is the linear dual of the indecomposable elements of

T(V). More precisely

HX (L)~ H*(T(V),d)
(L) ~ Hom(V*, K)

Proof. The first part of the theorem comes from the definition of a minimal model. To
prove the second part of the theorem, we use the functor Cl defined in definition 1.8.
In fact, for any finite dimensional 2-reduced differential graded Leibniz-dual algebra
(M, d), we have

L(Hom(M, K),'d) ~ Hom((Cl(M,d),! 9), K).
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Since L is finite dimensional, we have a weak equivalence ¢ : £'(L,9) — Hom(T(V), K).
But the functor £ preserves weak equivalence between 2-reduced differential graded
Leibniz-dual coalgebra, hence L£(v) : LL'(L,0) — LHom(T(V), K) is a weak equiv-
alence. Applying theorem 3.7, we deduce that the homology of the left member is
s (L).

Using the previous remark, we deduce that the homology of the right member is
Hom(H*(CI(T(V)), K), which is equal to Hom(sV, K) by theorem 1.9. O

4. Hurewicz and Freudenthal theorems for Leibniz algebras

In the previous section, we have constructed the homology and the homotopy of
a differential graded Leibniz algebra. We prove a theorem analogous to the classical
Hurewicz theorem for Leibniz algebras. We give a definition of the suspension of a
Leibniz algebra and prove a Freudenthal suspension theorem similar to the classical
one.

Let (L,0) be a differential graded Leibniz algebra. We want to give an other
description of the homotopy and the homology of L in terms of a bicomplex, denoted
by (Ci.,d). Explicitly Cp, = (sL®t1),.,, Vp,q > 0, and d = d; + da where d; :
Cpq— Cpqg-1 and dy : Cp , — Cp_1,4 are defined in definition 3.1.

Lemme 4.1. With this new notation we have

(71')\)”<L) :Hn(CO’*,dl),
(HA)(L) =H,((TotCp 4)v,d = di + dp). O

Definition 4.2. The embedding of complexes (Cy .,d1) — ((T0tCp 4)«,d) induces a
morphism in homology ¢\, : mA, — HA\, called the Hurewicz morphism.

Theorem 4.3. Let (L,0) be a differential graded Leibniz algebra. If L is n-connected,
then the Hurewicz morphism is an isomorphism for all k < 2n and an epimorphism for
k =2n+1. Conversely, if L is 1-connected and H\i,(L) = 0, Yk < n, then the Hurewicz
morphism is an isomorphism for all k < 2n and an epimorphism for k = 2n + 1.

Proof. The Kiinneth formula for chain complexes gives H(sL®*) = (H(sL))®*, Vk >
1, where the differential on sL is d;.

Assume that 7\, = 0, Vk < n+1. By lemma 4.1, we have Hy(Cp ) = 0, Vk < n+1.
By the Kiinneth formula we see that Hs(sL®") = 0, Vs < (n + 1)r. This gives us
information about the homology of the columns of the bicomplex. Since H,(C; .) =
Hyyr (sLO™ ) we get Hy(Cr) = 0if u+7r < (n+1)(r +1). For r > 1, if u < 2n,
then H,(C, ) = 0. As a result, the E, term of the spectral sequence associated to the
bicomplex C is 0 for p > 1 and ¢ < 2n. We can conclude.

To prove the converse, we use the previous result by induction. If n = 1, we apply
the first part of the theorem. Assume that the result is true at range n — 1 and that
H), = 0, Vk < n. Then by the induction hypothesis, 1Ay = 0, V& < n — 1 and,
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applying the first part of the proof, we obtain H,(C,.) =0, Vr > 1, u < 2(n — 1).
Thus 7w\, = H\, = 0 and we go back to the first part. O

Remark 4.4. This theorem implies a Leibniz version of the Hurewicz theorem: if L is
(n — 1)-connected, then HA\;(L) =0, Yk <n — 1 and ¢\, is an isomorphism.

In classical rational homotopy theory, the suspension of a topological space S,
denoted by XS, has for Quillen model 7, (Q2XS) ® Q which is a free graded Lie algebra
on Q equipped with the trivial differential. Moreover H,,(.S) is isomorphic to H,1+1(X5).
The Freudenthal suspension theorem states that if S is n-connected, then the suspension
morphism
Yt 1 (S) — w1 (XS) is an isomorphism for 1 < r < 2n and an epimorphism for
r = 2n + 1. We prove that we can define the suspension of a Leibniz algebra such that
an analogous theorem holds.

Definition 4.5. Let (L,0) be a differential graded Leibniz algebra. The suspension
of L, denoted by (L, d), is the differential graded Leibniz algebra (T'(HA.(L,d)),0).
Of course we have H\,y1(X(L,0)) = H,1(LY(X(L,0)),d = dy) which is equal to
(HX)n(L,8) by theorem 3.2. Note that mA\,1(XL) = T(HA.(L,d)),,. The Freudenthal
suspension morphism, denoted by X\, is the composite

dAn Tn  —
YA i A (L)—HM (L)—T(HX(L)),, = A1 (XL).

Theorem 4.6. Let (L,0) be a n-connected differential graded Leibniz algebra. The
Freudenthal suspension morphism is an isomorphism for k < 2n and an epimorphism
for k =2n+41.

Proof. Theorem 4.3 asserts that the Hurewicz morphism ¢\ is an isomorphism for
k < 2n and an epimorphism for & = 2n + 1. Moreover H\,(L) = 0 for k < n, so
T(HXL,0)), = H\g(L,0), Yk < 2n+1. Hence iy, is an isomorphism for £ < 2n+1. O

5. Leibniz spheres and classical spheres.

In rational homotopy theory, it is well known that a rational space, which has the
cohomology of a sphere, has in fact the same homotopy type. The aim of this section
is to construct a n-Leibniz sphere: a differential graded Leibniz algebra L such that
HX'(L) = K and is zero elsewhere. We prove that such an object is unique up to
homotopy type. We compute its homotopy, which turns out to be periodic.

Definition 5.1. Two reduced differential graded Leibniz algebras are said to have the
same homotopy type if their minimal model are isomorphic.

Definition 5.2. Let n > 2. The n-Leibniz sphere, denoted by SA™, is the differential
free graded Leibniz algebra generated by one generator in degree n — 1, equipped with
the zero differential.

Theorem 5.3. For n > 2, the cohomology of the n-Leibniz sphere is K in degree n
and is 0 elsewhere. Its homotopy is periodic of period n — 1. Explicitly mA;(SA") = K
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if j=k(n—1)+1, k> 1 and is 0 otherwise. Besides, any differential graded Leibniz
algebra which has the same cohomology as the n-Leibniz sphere has the same homotopy

type.

Proof. The homotopy calculation is immediate. Since the Leibniz sphere SA" is a
minimal Leibniz algebra, its homology is K in degree n and is 0 elsewhere (see theorem
3.10). Hence, the cohomology is the same. Let (L, 0) be a reduced differential graded
Leibniz algebra whose cohomology is the same as the cohomology of SA™. Let (T'(V), d’)
be its minimal model. By theorem 3.10, we deduce that V' is necessarily concentrated in
degree n—1 and that V,,_; ~ K. Let z be a generator of V,,_1. Since ' is decomposable
of degree -1, we deduce immediatly that 0’(z) = 0. Thus, the minimal model of (L, 9)
is (T(K,_1),0) which is isomorphic to SA". O

We would like now to compare Leibniz spheres and classical spheres. The Quillen
model of the classical n-sphere will be denoted by S™. It is the free graded Lie algebra
generated by one generator in degree n — 1 together with the zero differential. To any
graded Leibniz algebra L, we can associate a graded Lie algebra, taking the quotient
of L by the relations [z,y] + (=1)I*I¥[y, 2], Va,y € L (see [Lol]). Theorem 5.4 asserts

that S™ is the Lie algebra associated to SA”.
Since a Lie algebra is obviously a Leibniz algebra, the Leibniz homotopy and Leibniz

homology of S™ can be computed. Clearly we have 7A(S™) = w(S™). Theorem 5.5
computes the homology of S™.

Theorem 5.4. The graded Lie algebra associated to the n-Leibniz sphere is the Quillen
model of the classical n-sphere. O

Theorem 5.5. Forn > 2, the Leibniz homology of the classical n-sphere is periodic of
period n if n is odd and of period 3n — 1 if n is even. More precisely

a) If n is odd H\;(S™) ~ K, ifi = kn, k> 1, and H\;(S™) = 0 otherwise.

b) If n is even H\;(S") ~ K fori=n+k(3n—1),k >0, or fori = k(3n —1),
k> 1, and H)\;(S™) = 0 otherwise.

Proof. Recall that S™ is the free graded Lie algebra generated by one generator y,, in
degree n — 1 together with the zero differential. Hence the Leibniz homology of S™ is
the homology of (L'(L(Ky,)),ds) = (T(sL(Kyy)),ds), where ds is given by
do(sx1 ® -+ ® szy) = Z (—1)bisz; ® - ® slxy, ] ® - ® sy
1<i<j<l
a) Since n is odd, [yn,¥yn] = 0 ; thus do = 0 and the result follows.

b) In case n is even, L(Ky,) is a graded vector space generated by y;, in degree
n — 1 and by [yn,yn] in degree 2(n — 1). Hence (T'(sL(Ky,),d2) = (T(Ky ® Kz),d),
where |y| = n, |z| = 2n — 1. We call elementary element an element z = z; ® - - - ® x;

such that x; is either y or z. The differential d is given on elementary elements by

~

d(z) = Z (—1)ti’j$1®"'®$7g—1®Z®$i+1®"'®$j®---®xl,

(iaj)axi:yawj:y
1<i<y<n

23



where ¢; ; denotes the number of z in the decomposition of x lying before x;.

Let = 21 ® - - - ®x; be an elementary element of T(Ky @ Kz). Define a(z) (resp.
b(z)) to be the number of occurences of y (resp. of z) in x. The sub-vector space
of T(Ky @ Kz) generated by the set of z such that a(z) + 2b(x) = k is denoted by

Ay. Since Ay is stable under d, it is in fact a subcomplex of (T'(Ky @ Kz),d) and we

have the identity (T'(Ky @ Kz),d) = ®x>1(Ak, d). Thus, it is sufficient to compute the
homology of Ag, k> 1. O

Lemme 5.6. The homology of the complexes Asp, Ask+1 and Aspys is periodic of
period 3n — 1. More precisely,

H;(As;) ~ K fori=k(Bn-1), k>1, and is 0 otherwise,
H;(Asgy1) K  fori=n+k(Bn-1), k>0, andis 0 otherwise,
H;(A3g12) =0, Vi, Vk.

Proof. This lemma is proved by induction on k. The lemma is true for A; and
Asg: Aj is concentrated in degree n and its differential is zero; the complex (As,d) is
0— K(y®y) — Kz — 0 with d(y®y) = z, then A, is acyclic. Assume that the lemma
is true for AS(k—1)+1 and AS(k—1)+2 and prove it for Agk, A3k+1 and A3k+2.

We have the following natural short exact sequence

o} P
0— Ap_o—Ar—Ar_1—0

where ¢p(z1 ® - @) =221 Q- Qu, YY1 Q- - Qu) =2 ® - ®x; and
Y(zR@x1 ® - ®x) = 0. It is easy to check that do¢p = —¢pod, dotp =1 od, ¢is
injective, v is surjective and Im ¢ = Ker . It yields a long exact sequence in homology
¢ P v
= Hy(Ap—2)—Hpion—1(Ar) —Hppn-1(Ap—1)—Hp_1(Ap—2) — -

where v is the connecting morphism. Actually, the connecting morphism is induced by
the morphism

v Ak — Ak—l

Let us prove that Asy satisfies the lemma. The result is obtained by combining
the induction hypothesis for Ag_1)11 = Azx—2 and Azp_1)42 = A3r_1 with the long
exact sequence in homology. Moreover ¢ induces an isomorphism

¢
Hy g (k—1)(3n—1) (A3(k—1)4+1) — Hi3n—1) (A3k).
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Let t3(;—1)+1 be a cycle whose homology class generates H,, y(x—1)3n—1)(A3(k—1)41)-
Then, the homology class of ¢(t3(x—1)+1) = 2@t3(k—1)+1 =: t3x generates Hygn_1)(Ask).

We prove, as above, that Asgiq satisfies the lemma. Moreover ¢ induces the
following isomorphism

P
Hy g g3n—1)(A3k41) — Hi3n-1)(Ask)-

Let t3,41 be a cycle whose homology class generates H,, yj(3n—1)(A3k41), and such that
Y(tars1) = t3x. Necessarily tap1 = y®tzp+2@08 and d(t3r41) = 2@7(t3r) —2®@d(3) = 0.
For instance, 8 = y @ t3(;_1)41 is suitable.

Remark. We have constructed, step by step, generators of Hj(z,—1)(As3:), 1 <7 <k
(resp. Hpii3n—1)(A3i41), 0 <@ < k), with one representative in Asz; (resp. in Asz;y1)
denoted by t3; (resp. ts;+1) satisfying

1=y,

l3i = 2 @ 13(i—1)+1;

l3it1 =Y Qt3i + 2 QY D l3(i—1)+1-

Finally, let us prove that Asgo satisfies the lemma. Applying last results and the
long exact sequence in homology, we deduce that H;(Ask+2) = 0 for i # k(3n— 1)+ 2n
and i # k(3n — 1) + 2n — 1. The following exact sequence remains (set [ = k(3n — 1))

P ¥ o}
0 — Hiyon(Asky2)—Hiyn(Asky1)—H(Ask)— Hiton—1(Askt2) — 0.

It suffices to prove that v is an isomorphism. But vy(t3xt1) = tsx +y @y (tsk) +2Qv(8).

Observing that d(y ® ) = 2 @ v(0) +y ® d(B) = 2 @ v(B) + y ® v(tsx), we deduce
[v(tsk+1)] = [tsk]. Hence v maps generator to generator, so 7y is an isomorphism. O

Corollary 5.7.

a) If n > 1 is odd, then the Leibniz cohomology of the classical n-sphere is the free
graded Leibniz-dual algebra generated by one generator in degree n.

b) If n is even, then the Leibniz cohomology of the classical n-sphere is the graded
Leibniz-dual algebra generated by two elements, denoted by a and b, such that | a |=
3n —1, | b |=n, and satisfying the relations b-b = a-b = 0. Let a* be the product
a-a*~1, with a* = a. Then, a* is a generator of HN*G3"=1)(S™) and b-a* is a generator
of H)\k(3n—1)+n(Sn).

Proof. The case n is even is immediate. We know that the homology of a graded Leibniz
algebra is a graded Leibniz-dual coalgebra, so its cohomology is a graded Leibniz-dual
algebra. Let A be the comultiplication defining the structure of graded Leibniz-dual
coalgebra on £'(S™). From an induction equality for A (see [O]) and the definition 1.5
of graded Leibniz-dual coalgebra we deduce the graded Leibniz-dual coalgebra structure
A on the homology of the n-sphere. More explicitly, A is defined on the generators tsy,
and t3k+1 by A(tl) = 0, A(tg) = O, and
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k—1

Altsrt1) = Z%kti%i—i—l ® t3(k—i), Vk =1,
1=0

k—1
Altsr) = Z'Yf__llt?,i ®Q t3(k—i), Vk =2,

=1

where ¥ is given by induction:

V=1, Vk> 1,
V= () T YV E> 1, V1<i<k.

Denote by ay, (resp. by) the linear dual of ¢35 (resp. tsr41). Hence ay is a generator of
HFGn=1)(S") for k > 1 and by is a generator of H"t*G37=1)(S") for k > 0. Then, we
have the relations

bi-ak_i: ”yfbk, vogigk—l, ak_i~bi: 0, vogigk—l,

Q; * Ap—; = fyf__llak, V1 Slgk—l, bzbj = 0 VZ,j

By setting a = a; and b = by, it is easy to check that these conditions are equivalent to
the conditions b-b=a-b=0. O
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Introduction

Ce second chapitre est consacré a I’étude de ’homotopie rationnelle des algebres
différentielles graduées sur une opérade de Koszul.

Dans la premiere partie, nous rappelons les définitions et propositions relatives
aux opérades nécessaires a ’ensemble de 1’étude. Notamment, si P est une opérade de
Koszul, alors toute P-algebre différentielle graduée A admet une résolution quasi-libre,
appelée résolution de Koszul :

Tp(Cp(A)) — A (VOiI‘ 1.4.6).

En outre le complexe Cp(A) fournit une théorie d’homologie, et nous appelons homolo-
gie opéradique de A, I’homologie de ce complexe. Dans le but de distinguer I’homologie
de la P-algebre différentielle graduée A de ’homologie du complexe A nous désignons
cette derniere par I’homotopie de A.

La résolution de Koszul est un élément qui nous permet de montrer, dans la deux-
ieme partie, que la catégorie des algebres différentielles graduées sur une opérade de
Koszul est une catégorie modele fermée (au sens de Quillen), avec les trois classes de
morphismes suivantes :

(i) les équivalences faibles sont les isomorphismes en homotopie,
(ii) les fibrations sont les surjections en degrés > 0,
(iii) les cofibrations sont les morphismes ayant la propriété de relevement a gauche
par rapport aux fibrations acycliques.
Comme toute P-algebre A admet un modele cofibrant F' — A, nous définissons [’homolo-
gie de Quillen, notée H S(A), comme étant ’homologie du module des indécomposables
de F', qui est le conoyau de 1’application produit

& P(k) ®s, F®k L |
k>2

Nous montrons que cette homologie ne dépend pas de F'; par ailleurs, elle est isomorphe
a un décalage de degrés pres a ’homologie opéradique.

La troisieme partie est axée sur I’étude de ’homotopie rationnelle proprement dite.
Notamment, nous obtenons ’analogue des théoremes d’Hurewicz et de Whitehead.
Puis, nous construisons le modele minimal d’une P-algebre différentielle graduée con-
nexe A et montrons qu’il contient toutes les informations homotopiques et homologiques
de A.

La théorie de 'obstruction est 'objet de la quatrieme partie. Nous déterminons
I’obstruction au relevement des applications ainsi que 1’obstruction au relevement des
homotopies.
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Dans la derniere partie, nous développons une construction “4” des algebres dif-
férentielles graduées sur une opérade de Koszul. Nous montrons que cette construc-
tion est unique a homotopie pres. Par ailleurs, nous appliquons cette construction a
sl(A) o A est une algebre associative unitaire et sl(A) est le noyau de l'application
Tr : gl(A) — A/[A, A]. Comme sl(A) est une algebre de Lie parfaite, nous pouvons
faire sa construction “+” dans la catégorie des algebres de Lie différentielles graduées,
et déterminer 7, (sl(A)") : ¢’est Phomologie cyclique réduite de A. Nous pouvons égale-
ment construire sl(A)+ dans la catégorie des algebres de Leibniz différentielles graduées
et montrer que 7, (sl(4)") est ’homologie de Hochschild réduite de A.

Notations. Dans tout ce qui suit le symbole K désigne un corps commutatif de ca-
ractéristique nulle ; les espaces vectoriels sont relatifs a K. La catégorie des espaces

vectoriels sur K est notée Vectyx. Le groupe des permutations sur n éléments est noté
Sh-

Nous considérons par la suite des espaces vectoriels gradués positivement et in-
férieurement. Un espace vectoriel gradué V est n-réduit si V; = 0, Vi < n ; on dira que
V est réduit s’il est 1-réduit. La suspension d’un espace vectoriel gradué V est 1’espace
vectoriel gradué sV défini par (sV),, = V,,_1.

Soit V' un espace vectoriel gradué. Si V est muni d’une application d : V — V
de degré —1 telle que d?> = 0, alors on dit que c’est un espace vectoriel différentiel
gradué ou un complexe. Dans ce cas la, nous désignons l’espace vectoriel des cycles
Ker(d : V., — V,_1) par Z,.(V) et l'espace vectoriel des bords Im(d : V,4; — V,.) par
B, (V). L’homologie du complexe V est H.(V) = Z.(V)/B.(V). Un espace vectoriel
différentiel gradué est dit connexe si Hyo(V) = 0. Un morphisme de complexe est un
quasi-isomorphisme s’il réalise un isomorphisme en homologie.

On gardera en mémoire que tout espace vectoriel peut étre considéré comme espace
vectoriel différentiel gradué concentré en degré 0 et de différentielle nulle, de méme que
toute algebre peut-étre considérée comme algebre différentielle graduée.
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1. Algebres différentielles graduées
sur une opérade

La notion d’opérade, introduite dans les années 70 pour les opérades topologiques
[May], a pris son essor pour les opérades algébriques gréace a l'article de V. Ginzburg et
M. Kapranov [Gi-K]. Une opérade est une structure algébrique codant un type d’algebre.
Se donner une opérade revient notamment a se donner toutes les opérations possibles sur
x variables d’une algebre d’un type donné ainsi que toutes les relations existant entre
ces opérations. Par exemple, il existe des opérades Lie, As, Com, Leib, etc..., pour
lesquelles les algebres sur ces opérades sont les algebres de Lie, les algebres associatives
(non unitaires), les algeébres commutatives et associatives (non unitaires), les algebres
de Leibniz, etc...

Nous exposons dans cette section les définitions et résultats sur les opérades néces-
saires aux sections suivantes. Pour plus de détail, nous renvoyons le lecteur aux articles

[Gi-K, Lo5, Ge-J].
1.1. Algebres et cogebres sur une opérade

Il existe plusieurs définitions équivalentes des opérades que nous allons présenter
dans ce paragraphe. L’une d’entre elles consiste a définir une opérade comme une
monade dans la catégorie des S-modules. Nous définissons également les notions d’alge-
bre et de cogebre sur une opérade.

1.1.1. S-modules. Un S-module M est une suite de S,-modules M(n), pour n > 0.
A tout S-module M, nous associons un endofoncteur de Vectg, noté T'(M, —) et défini

par

T<M7 V) :kEEO (M(k)@sk‘/@k), VV e VectK,

ol Sy, opere sur V®* par permutation des variables. La catégorie des S-modules sera
notée S — mod.

La composée de deux de ces endofoncteurs est un endofoncteur de la méme forme
[J]. Plus précisément :

1.1.2. Proposition. [l existe un bifoncteur associatif
o :S—mod xS —mod — S— mod
appelé produit de composition tel que
TMoN,=)~T(M, TN,-)). 0

Le S-module I défini par I(n) = K si n =1 et I(n) = 0 sinon, est une unité pour
le produit de composition.

1. Algeébres différentielles graduées sur une opérade 33



1.1.3. Opérade. Une opérade est un monoide dans la catégorie S — mod. Plus pré-
cisément, une opérade consiste en la donnée d’un S-module P avec un produit associatif
i :PoP — Petuneunité n : I — P commutant avec .

En fait, la structure de I'opérade est équivalente a la donnée d’applications, souvent
appelées produits,

P(n)@P(j1) @ @P(jn) = P+ -+ jn)

et d’'une unité 1 € P(1) satisfaisant les axiomes de May [May]. Par la suite nous
noterons p(vy,- -, v,) 'image de p ®@ v1 ® - -+ ® v, par cette application.
Nous appellerons opérade unitale une opérade P telle que P(0) =0 et P(1) = K.

D’apres la proposition 1.1.2, la donnée d’une opérade P équivaut a la donnée d’une
monade de la forme T (P, —) sur la catégorie End(Vecty ). Une algebre sur cette monade
est appelée P-algebre.

1.1.4. Proposition. Soit P une opérade. Une P-algébre A est un espace vectoriel
munit d’applications S, -équivariantes

Pn)® A®" — A
associatives par rapport au produit et telles que 'action de l'unité soit l’identité. 0

Nous noterons u(ay, - - -, a,) 'image de p®a; ®- - -®a,, par cette application. Soit V'
un espace vectoriel, alors T'(P, V') est la P-algebre libre engendrée par V. De plus, P(n)
s’identifie en tant que S,-module, & la partie n-multilinéaire de T'(P, < x1, -, Ty >).

1.1.5. Remarque. Etant donné V' un espace vectoriel, notons Endy 'opérade définie
par Endy (n) = Vectx (V" V) munie de 'action naturelle de S,, ainsi que du produit
d’opérade naturel. Alors, la donnée d’une P-algebre A équivaut a la donnée d’un mor-
phisme d’opérades de P dans Endy .

1.1.6. Exemples. Considérons As(z1,-- -, zy) 'algebre associative (non unitaire) libre
engendrée par x1,---,x, et As(n) le sous-espace vectoriel de As(xq,---,z,) engendré
par les monomes contenant chaque z; une et une seule fois; alors As(n) est l’espace
vectoriel engendré par les z,(1) - - - Ty () POUr o € S, et il est ainsi muni d’une structure
naturelle de S,,-module qui correspond a la représentation réguliere. La famille As =
{As(n),n > 0} forme une opérade appelée opérade associative : les produits sont les
applications
As(l) @ As(my) @ -+ - @ As(my) — As(mq + - + my)

qui aux monomes W, V1, - - -,V associent le monome obtenu en substituant dans p les
mondmes v; aux éléments x;. Une As-algebre n’est rien d’autre qu’une algebre associa-
tive. De plus, ’algebre associative libre sur un espace vectoriel V' est donnée par

T(As, V) =T(V) =& Ver.

n=1
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Soit Com(zxq,---,xz,) l'algébre commutative non unitaire libre engendrée par
Z1,- -+, Ty et Com(n) le sous-espace vectoriel de Com(x1, - -, z,) engendré par les mo-
nomes contenant chaque z; une et une seule fois ; alors Com(n) est I'espace vectoriel
engendré par xi---x, qui est muni de la structure de S,,-module correspondant a la
représentation triviale. Le produit définissant la structure d’opérade est le méme que
dans le cas de 'opérade As. De plus, une Com-algebre n’est rien d’autre qu’une algebre
associative et commutative non unitaire : le produit Com(n) ® A®™ — A est donné par
I’évaluation des polynomes. Par ailleurs, I'algebre commutative libre engendrée par un
espace vectoriel V' est donnée par

T(Com,V)=8(V) =& (V).

n=1

1.1.7. Idéal. Soit A une P-algebre. Un idéal de A est un sous-espace vectoriel I tel
que

play, -+, an-1,8) € I, Yu € P(n), Va; € A, Vs € I.

Supposons l'opérade P unitale. Soit A™ I'image du produit

o (P(k)@s, AZF) — A,

k>n
Alors A™ est un idéal de A appelé n-iéme idéal d’augmentation. Par exemple A? est
I’ensemble des éléments de A qui s’écrivent comme produits d’éléments de A, appelé
ensemble des éléments décomposables de A. L’espace vectoriel A/A?, noté QA est appelé

module des indécomposables de A.

Si A est une P-algebre libre engendrée par V', on observe que :

A =@ (P(k)®s,VEY) et QA~V.

k>n

1.1.8. Coproduit. La catégorie des P-algebres est munie d’un coproduit noté V, dont
on peut trouver une réalisation dans Fresse [Fr3| et nous avons 'isomorphisme

T(P,V)VT(P,W)~T(P,VaoW).

1.1.9. Cogebre sur une opérade. Une cogebre sur un opérade P est un espace
vectoriel X muni de coproduits

P(n)® X — X",
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équivariants par rapport a 'action de S,, et associatifs par rapport au produit de I’opé-
rade. De plus, on suppose que 'unité de 'opérade agit comme l’identité. Nous écrivons
I'image de p ® v par ce coproduit, selon les notations de Sweedler :

p(v) = Zv(l) ® - @ V(p)-
Si P(n) est de dimension finie pour tout n, le dual linéaire du produit d’opérade
Pn)@P()@---@P(lp) = Plli + -+ 1n)
induit un coproduit de P-cogebre sur

C(P.V) = & (P(n)*@V )5,
Nous obtenons ainsi la P-cogebre (co-)libre (co-)engendrée par V. Alors, une structure
de P-cogebre sur X est spécifiée par un coproduit

X —-C(P,X).
1.2. Opérades quadratiques

V. Ginzburg et M. Kapranov ont adapté la théorie de Koszul des algebres associa-
tives aux opérades. Ils définissent en particulier la notion d’opérade quadratique ainsi
quune opération de dualité quadratique P — P'. L’objet de ce paragraphe est de
rappeler ces diverses notions. Nous donnons de plus des exemples classiques d’opérades
quadratiques et de leur dual associé.

1.2.1. Opérades libres. Le foncteur oubli de la catégorie des opérades dans la ca-
tégorie des S-modules admet un adjoint a gauche, noté F. Pour tout S-module M,
lopérade F (M) est l'opérade libre engendrée par M. Plus précisément, il existe un
morphisme de S-modules M — F(M) solution du probléme universel suivant : pour
tout morphisme de S-modules M — N, ol N est une opérade, il existe un unique
morphisme d’opérades F(M) — N qui fasse commuter le diagramme

M———N

1.2.2. Idéal d’une opérade. Un idéal d'une opérade P est un sous-S-module J tel
que le produit dans P est a valeurs dans J des qu'une des variables est dans J. La
famille des S,,-modules P(n)/J(n), pour n > 0, forme une opérade notée P/J. L’idéal
engendré par un sous-S-module R est le plus petit idéal contenant R ; il est noté (R).
Remarquons que dans ce cas la, un morphisme d’opérades P/(R) — Q équivaut a un
morphisme d’opérades P — Q qui s’annule sur R.
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1.2.3. Opérade quadratique. Soit F un Ss-module, que nous considérons comme
S-module concentré en degré 2. Une opérade quadratique est une opérade de la forme

F(E)/(R), avec R un sous-Sz-module de F(F)(3). Remarquons que F(F)(2) = E.

1.2.4. Opérade duale. Pour tout S,-module M, notons MV le dual linéaire de M
tensorisé par la représentation signature. Soit E un Sy-module. Alors, il existe un
unique crochet de dualité

<,>:F(E)3)@F(EV)3) — K
qui prolonge le crochet de dualité
<,>:E®FEY - K.

Pour tout sous-Sz-module R de F(E)(3), désignons par Rt P'orthogonal de R par ce
crochet de dualité. L’opérade duale d'une opérade quadratique P = F(FE)/(R) est par
définition I'opérade quadratique P' = F(EY)/(R1).

1.2.5. Proposition. Soit P = F(E)/(R) une opérade quadratique. Si E est de

dimension finie, alors on a (P')' = P. a
1.2.6. Exemples d’opérades quadratiques et de duaux. Beaucoup de catégo-
ries d’algebres classiques sont des algebres sur des opérades quadratiques. Nous nous
proposons de donner une liste d’exemples non exhaustive, dans le cas ou la dimension du
So-module est 1 ou 2. Rappelons qu’une opérade est un objet décrivant les opérations
d’un type d’algebre donné.

L’opérade Com. Cette opérade code les algebres commutatives et associatives non
unitaires. En particulier I'espace vectoriel des opérations que 'on peut faire sur deux
variables est engendré par un élément, noté z1x,. En tant que So-module, il correspond
a la représentation triviale. Par ailleurs, I’espace vectoriel F(Com(2))(3) est ’espace de
toutes les opérations sur trois variables que I'on peut faire a partir de Com(2), et donc
il est engendré par xz(x122), x1(z273), T2(x321), ot action de Sz fait permuter les
variables. Donc, en tant que S3-module

F(Com(2))(3) =1 @ Vg,

ou 1 désigne le S3-module trivial et ou Vs, désigne la représentation irréductible de
dimension 2. Il faut remarquer que les différentes représentations irréductibles de S3 ne
sont présentes ici qu’une seule fois, ce qui assure 'unicité de la décomposition en somme
directe. A ce niveau la, nous avons uniquement décrit la commutativité des opérations.
Cependant, il faut encore introduire 'associativité des opérations. L’espace vectoriel
Reom engendré par x3(x1x2) — x1(x2x3) et x1(zox3) — z2(x321) est un sous-Ss-module
de F(Com(2))(3) correspondant & la représentation Va. Il est & présent évident que la
donnée de Com(2) et Reom suffit & décrire le type “algebre commutative”. L’opérade
Com est donc 'opérade quadratique

Com = F(1)/(V2).
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Ceci nous permet de calculer le dual de cette opérade : 1V est la représentation signa-
ture, notée sgn, et puisque Vi est de dimension 1, on a V5 = sgn. Donc

Com' = F(sgn)/(sgn).

L’opérade Lie. Cette opérade code les algebres de Lie, et il est évident que se
donner une opération antisymétrique, ainsi que 1’équivalent de la relation de Jacobi
au niveau des opérations, suffit & décrire 'opérade Lie. Donc Lie(2) est engendré par
lopération [z1, 2] et est la représentation signature de S;. Par suite, le Sz-module
F(Lie(2))(3) est la somme directe des deux représentations irréductibles sgn et V. Par
ailleurs, I’espace vectoriel Ry, engendré par [xs, [1, 22]]+[z1, [T2, x3]] + [22, [T3, 21]] est
un sous-Sz-module de F(Lie(2))(3) correspondant & la représentation signature. Par
conséquent

Lie = F(sgn)/(sgn).

. , ! . . N
En conclusion, nous avons montré que Com' = Lie, et aussi que Lie’ = Com.

L’opérade As. Cette opérade code les algebres associatives non unitaires. Il est
clair que As(2) est engendré par deux éléments z1xo et zox1, et la transposition de Sy
agit en permutant ces deux éléments. Ainsi, As(2) est la représentation réguliere de Ss.
Par suite, le S3-module F(As(2))(3) est engendré par x;(x;xy) et (z;2,)xk ol les indices
1, 7 et k sont tous distincts et compris entre 1 et 3. Les relations d’associativité induisent
un sous-S3-module R 45 de F(As(2))(3), engendré par les éléments x;(x;xy) — (ziz;) k.
En utilisant le crochet de dualité, Ginzburg et Kapranov [Gi-K| montrent que I'opérade
As est auto-duale.

L’opérade Leib. Cette opérade code les algebres de Leibniz. Remarquons que
Leib(2) = As(2) en tant que Sz-module et que I'espace vectoriel Rpeip est de dimen-
sion 6, engendré par les éléments [z;, [z, k)] — [[zi, ], k] + [[@i, k], ;). De plus, il
y a un isomorphisme de S3-modules entre As(3) et Leib(3). La différence entre ces
deux opérades provient du plongement de R dans F(K[S3])(3). En utilisant le crochet
de dualité, nous pouvons définir Popérade Leib' : une algebre sur 'opérade Leib', ap-
pelée algebre de Lebiniz-dual, est un espace vectoriel muni d'une opération, notée -, et
satisfaisant la relation

(z-y)-z2=2-(y-2)+z-(2-9).

L’opérade Pois. Cette opérade code les algebres de Poisson. Une algebre de Poisson
est munie de deux opérations : un produit associatif et commutatif, noté -, ainsi qu’un
crochet de Lie [—, —]. A D'associativité et a la relation de Jacobi, s’ajoute la relation
[f-g.h] = f-lg,h|+[f. h]-g. Il est alors évident que Pois(2) est un espace vectoriel de
dimension 2 correspondant a la représentation réguliere. Par ailleurs il n’est pas difficile
de construire Rp,is. En utilisant le crochet de dualité, on peut montrer que 'opérade
Pois est auto-duale [Fo-M, M].
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1.2.7. Algebres sur une opérade quadratique. D’apres la remarque 1.1.5, se
donner une structure de P-algebre sur A revient a se donner un morphisme d’opéra-
des de P dans Endy. Mais si I'opérade P est quadratique, se donner un morphis-
me d’opérades de P dans Enda équivaut a se donner un morphisme de So-module
¢ : P(2) — Vectg (VE2 V), tel que le morphisme d’opérades induit F(P(2)) — Enda
s’annule sur R.

1.3. Algebres et cogebres différentielles graduées

Les notions de P-algebres et P-cogebres graduées sont assez simples a mettre en
place des lors que nous avons défini ces notions en non gradué. Nous définissons dans
ce paragraphe les notions de dérivations et de différentielles de P-algebres et de P-co-
gebres.

1.3.1. Espaces vectoriels différentiels gradués. Nous considérerons par la suite
des espaces vectoriels gradués positivement et inférieurement. Donc les différentielles
seront de degré —1. Un espace vectoriel gradué V est n-réduit si V; = 0, Vi < n; on
dira que V est réduit s’il est 1-réduit.

Le tenseur gradué remplace le tenseur usuel et 'opérateur de symétrie est défini
par

UV — VeUu
u@v — (=D @y,
La différentielle de U @ V est donnée par d(u ®v) = du ® v 4 (—1)“lu ® dv.
La suspension d’un espace vectoriel différentiel gradué V' est ’espace vectoriel dif-

férentiel gradué
sV=Ke®V

avec |e| = 1. Remarquons que nous avons l'isomorphisme de S,-modules suivant

(sV)®" ~ s"sgn, @V ",

Soit P une opérade. Une P-algebre graduée est un espace vectoriel gradué A muni
d’applications de degré 0: P(n) @ A®™ — A satisfaisant les mémes relations que dans
le cas non gradué. Nous définissons de méme une P-cogebre graduée.

1.3.2. Dérivation. Une dérivation de P-algébre graduée est une applicationd : A — A
de degré —1 vérifiant

n
dﬂ(alf ’ '7an) = Ziﬂ(alf ’ '7dai7 o '7an)-
=1
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La P-algebre A est une P-algebre différentielle graduée, si elle est munie d’une dérivation
d satisfaisant d? = 0.

Par la suite, toute P-algebre non graduée pourra étre considérée comme une P-
algebre graduée concentrée en degré 0 et de différentielle nulle.

1.3.3. Proposition. Soit V un espace vectoriel gradué. Toute application linéaire
¢V —=T(P,V) s’étend en une unique dérivation § : T(P,V)— T(P,V). 0

1.3.4. Codérivation. Soit C' une P-cogebre. Une codérivation de C est une application
d : C — C de degré —1 vérifiant

dp(v) =Y 1) ® - @ dvp @+ ® V().

La P-cogebre C' est une P-cogébre différentielle graduée, si elle est munie d’une codéri-
vation satisfaisant d? = 0.

1.3.5. Proposition. Soit V un espace vectoriel gradué réduit. Toute application
linéaire ¢ : C(P,V) — V s’étend en une unique codérivation 6 : C(P,V)— C(P,V).
0

1.3.6. Algebre quasi-libre. Une P-algebre différentielle graduée A est dite quasi-libre,
si A est une P-algebre graduée libre. Plus précisément, A est de la forme (T'(P,V),d)
ou V est un espace vectoriel gradué, et ou la différentielle d n’est pas nécessairement
induite par une différentielle sur V.

1.4. Complexe de Koszul et résolutions quasi-libres

Considérons une opérade quadratique P telle que P(n) soit de dimension finie
pour tout n. Dans leur article, E. Getzler et J.D.S. Jones [Ge-J] définissent une paire de
foncteurs adjoints entre la catégorie des P-algebres différentielles graduées (dg P — Alg)
et la catégorie des P'-cogebres différentielles graduées réduites (dg P' — Cog,)

Cp :dgP — Alg— dgP' — Cog, : Tp.
Nous rappelons dans ce paragraphe les définitions de ces foncteurs.

Un morphisme entre deux complexes est appelé quasi-isomorphisme s’il réalise un
isomorphisme en homologie. Nous montrons que le foncteur Cp préserve les quasi-iso-
morphismes et que le foncteur Tp préserve les quasi-isomorphismes entre P'-cogebres
différentielles graduées 2-réduites. Lorsque 'opérade est de Koszul, comme par exemple
les opérades Com, Lie [Gi-K], I'opérade Pois [M] ainsi que les opérades Leib et Leib'
[Lo-P, Lo5, Li2], 'unité de I’adjonction est un quasi-isomorphisme. Le lecteur pourra
se reporter a l'article de E. Getzler et J.D.S. Jones [Ge-J] pour de plus amples détails.
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1.4.1. Construction du foncteur Cp. Soit (A, 0) une P-algebre différentielle gra-
duée. Nous définissons Cp(A) comme la P'-cogebre graduée libre sur sA, munie d'une
différentielle d somme d’une différentielle linéaire d; induite par 0 et d’une différentielle
quadratique dy induite par la structure de P-algebre sur A.

Plus précisément, soit ¢ : C(P*, sV) — sV 'application linéaire définie par ¢(sv) =
—s0v sur la composante linéaire de C(P*, sV) et nulle sur les autres composantes. Alors
dy est I'unique codérivation prolongeant ¢ (voir 1.3.5).

Remarquons que la composante quadratique de C(P*, sV), i.e. (P'(2)*®(sV)®?)
est isomorphe & P(2) ® sgn, ®g, (sV)®?, d’apres la définition de 'opérade duale et du
fait que nous sommes en caractéritique nulle. En utilisant la regle des signes (voir
1.3.1), nous constatons que la composante quadratique de C(P',sV) est isomorphe &
P(2) ®s, s2V®2. Définissons alors I’application linéaire ¢ : C(P',sV) — sV comme le
produit P(2) ®s, s2V®% — sV sur la composante quadratique et nulle sur les autres
composantes. Alors ds est I'unique codérivation prolongeant v (voir 1.3.5).

De plus, nous pouvons montrer que ces codérivations satisfont les égalités suivantes

S2

d% =0 ; d% =0 ; didy+dody =0.

En posant C, 4 = (P'(p+ 1) ®s,,, (sA)®PT1), 14, nous remarquons que

di @ Cpq — pg—1 et
do : Cpg — Cp—1,95

par conséquent nous sommes en présence d’un bicomplexe et C'p(A) n’est rien d’autre
que le complexe total de ce bicomplexe.

1.4.2. Homologie opéradique. Soit A une P-algebre différentielle graduée. L ’ho-
mologie opéradique de A est I’homologie de Cp(A) que I'on note HF(A). C’est une
P'-cogebre graduée.

1.4.3. Lemme. Le foncteur Cp préserve les quasi-isomorphismes.

Démonstration. D’apres les remarques faites dans la construction du foncteur Cp, si
I'on désigne par 7, (A) ’homologie du complexe A, le terme F; du bicomplexe défini par
Cp(A) est Cp(m4(A)), et la suite spectrale associée converge vers H! (A). Un quasi-
isomorphisme ¢ : A — B induit un isomorphisme 7, (¢) : m.(A) — m.(B), donc induit
un isomorphisme entre les termes F; des suites spectrales associées ; par conséquent
Cp(¢) : Cp(A) — Cp(B) est un quasi-isomorphisme. 0

1.4.4. Construction du foncteur Tp. Soit (C,d) une P'-cogebre différentielle gra-
duée réduite. Nous définissons Tp(C) comme la P-algebre graduée libre sur s~1C,
munie d'une différentielle 0 somme d’une différentielle linéaire 0; induite par d et d’une
différentielle quadratique 0» induite par la structure de P'-cogebre sur C. Plus pré-
cisément, 0; est I'unique dérivation qui prolonge I'application linéaire ¢ : s~'C —
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T(P,s 1C) définie par ¢(s~c) = —s~lde (voir la proposition 1.3.3). Par ailleurs, en
utilisant 'isomorphisme suivant (V01r 1.4.1)

(P'(2)* @ s72C%%)%2 ~ (P(2) @ (s 1C)®%)g,,

nous construisons do comme 'unique dérivation qui prolonge ’application linéaire 1 :
s71C — T(P, s 1C) définie par la composante quadratique du coproduit

s7IC = (P(2) @ s720%?)g,

De plus ces dérivations satisfont les égalités suivantes
812 =0 3 83 =0 5 (91(92 + 8261 = 0.

Donc T'p(C) définit un bicomplexe qui induit une suite spectrale, mais contrairement
au foncteur Cp cette suite spectrale est du deuxieme quadrant.

1.4.5. Lemme. Le foncteur Tp préserve les quasi-isomorphismes entre P'-cogébres
différentielles graduées 2-réduites.

Démonstration. Soit ¢ : (B,d) — (B’,d') un quasi-isomorphisme entre P'-cogébres
différentielles graduées 2-réduites. La filtration sur T’» définie par

FP =Y " P(k)®s, (s 'B)**,

k>p

nous fournit un sous-complexe de T’» et nous obtenons le diagramme aux lignes exactes

0 — fFptt — pp — pp/pptL

Tp () | | Tp(v)

0 — FPtt — p — FrR/FPYL .

Or, par hypothese, T’p (1)) est un quasi-isomorphisme, donc si 'application H(Tp(v))) :
H(FPTY) — H(F'P*1) est un isomorphisme, alors il en est de méme pour I’application
H(Tp(v)) : H(FP) — H(F'P). Mais B et B’ sont 2-réduites, donc pour tout k < p, on
a Hy(FPT1) = H,(F'P*1) = 0. Ce qui nous permet de conclure. 0

1.4.6. Théoreme. 5i P est de Koszul, l'unité et la co-unité de ’adjonction sont des
quasi-isomorphismes. En particulier, pour toute P-algebre différentielle graduée A, il
existe une surjection qui est un quasi-isomorphisme, appelée résolution de Koszul :

Tp(Cp(A)) — A. 0
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1.4.7. Exemples. L’existence de la paire de foncteurs adjoints, ainsi que celle de la
résolution quasi-libre ont été montrées indépendemment de la notion d’opérade, pour
un certain nombres d’opérades particulieres. Nous en donnons une illustration.

L’opérade As. La paire de foncteurs adjoints entre la catégorie des algebres as-
sociatives et celle des cogebres associatives correspond a la construction bar et co-bar
[Mo]. Si A est une algebre associative non graduée, I'homologie H**(A) est I’'homologie
de Hochschild pour les algebres associatives non unitaires de A.

L’opérade Lie. On retrouve les foncteurs C et £ de Quillen [Qu3], ainsi que I’ho-
mologie de Chevalley-Eilenberg dans le cas non gradué.

L’opérade Com. La résolution de Koszul coincide avec la résolution de Schlessinger
et Stasheff [Sc-St].

L’opérade Leib. On retrouve les résultats du premier chapitre, en particulier les
foncteurs £' et £, ainsi que I’homologie de Leibniz.
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2. Structure de catégorie modele

Nous montrons dans cette section que I’on peut munir la catégorie des algebres diffé-
rentielles graduées sur une opérade de Koszul d’une structure de catégorie modele fermée
au sens de Quillen [Qul, D-S]. Les trois classes de morphismes que nous introduisons
au paragraphe 2.2 sont les suivantes :

(i) les équivalences faibles sont les isomorphismes en homotopie (ou I’homotopie
d’une algebre différentielle graduée est I’homologie du complexe sous-jacent),
(ii) les fibrations sont les surjections en degrés strictement positifs,
(iii) les cofibrations sont les morphismes ayant la propriété de relevement a gauche
par rapport aux fibrations acycliques.
Les paragraphes 2.3 a 2.5 sont la preuve que cette catégorie est une catégorie modele.
Le démonstration repose essentiellement sur deux points : la résolution de Koszul (cf.
théoreme 1.4.6) et l'existence d’un espace de chemins (voir 2.4.2). Dans le paragraphe
2.6, nous étudions ’homotopie des applications. Le paragraphe 2.7 est consacré a
I’homologie de Quillen d’une algebre sur une opérade.

Notations. Le symbole C désigne une catégorie quelconque. L’élément X pourra
représenter selon le contexte, soit un objet de C, soit le morphisme Idx.

Dans la suite de la section, nous choisirons P une opérade de Koszul et noterons
par dg P — Alg la catégorie des P-algebres différentielles graduées.

2.1. Notion de catégorie modele

Nous rappelons dans ce paragraphe la définition d’une catégorie modele.

2.1.1. Définition. Soient ¢ : A — B et p : X — Y deux morphismes. On dit
que le morphisme i a la propriété de relévement a gauche par rapport a p (ou que
le morphisme p a la propriété de relévement a droite par rapport & i) si pour tout

diagramme commutatif u
A—X

l lp
B $Y7

il existe un morphisme h : B — X tel que ht = u et ph = v.

2.1.2. Rétraction. Un morphisme f : X — X’ est une rétractionde g : Y — Y’ 'l
existe un diagramme

X Y X
o]
X Ly

avec i = X et r'i/ = X'.
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2.1.3. Définition. Une catégorie modéle est une catégorie C munie de trois classes de
morphismes stables par composition et contenant 1'identité,
(i) les équivalences faibles,
(ii) les fibrations et
(iii) les cofibrations,
qui satisfait aux axiomes CM1) a CM5).

Une fibration acyclique (resp. cofibration acyclique) est un morphisme qui est a
la fois une équivalence faible et une fibration (resp. cofibration). Les axiomes sont les
suivants :

CM1) la catégorie C est stable par limites et colimites finies ;

CM2) si f et g sont deux morphismes tels que gf soit défini, alors si deux de ces trois
morphismes sont des équivalences faibles, le troisieme l’est aussi ;

CM3) si f est une rétraction de g et g est une fibration (resp. une cofibration, resp.
une équivalence faible), alors f l'est aussi ;

CM4) (i) les cofibrations ont la propriété de relevement a gauche par rapport aux fibra-
tions acycliques ;
(ii) les fibrations ont la propriété de relevement a droite par rapport aux cofibra-
tions acycliques ;

CM5) (i) tout morphisme f admet une factorisation f = pi telle que p soit une fibration
acyclique et ¢ une cofibration ;
(ii) tout morphisme f admet une factorisation f = pi telle que p soit une fibration
et ¢ une cofibration acyclique.

Remarquons que cette définition est celle d’une catégorie modele fermée dans la
terminologie de Quillen.

2.2. Structure de catégorie modele des algebres différentiel-
les graduées sur une opérade

Soit P une opérade de Koszul. Nous donnons dans ce paragraphe la définition des
trois classes de morphismes permettant de construire une structure de catégorie modele
sur la catégorie dg P — Alg.

Rappelons qu'une P-algebre différentielle graduée A est une P-algebre graduée
inférieurement et positivement munie d’une dérivation § : A — A de degré —1, telle
que 6% = 0 (voir 1.3.2).

2.2.1. Homotopie. Soit A une P-algebre différentielle graduée. L’homotopie de A,
notée 7, (A), est 'homologie du complexe sous-jacent.

Nous utilisons cette terminologie afin de distinguer I’homologie du complexe sous-
jacent de I’homologie opéradique définie en 1.4.2. De plus, elle nous permet de faire
le lien avec le langage de ’homotopie rationnelle classique que nous utilisons dans la
troisieme partie.
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2.2.2. Théoreme. La catégorie des P-algebres différentielles graduées munie des trois
classes de morphismes suivantes :
(i) les équivalences faibles sont les isomorphismes en homotopie,
(ii) les fibrations sont les surjections en degrés strictement positifs,
(iii) les cofibrations sont les morphismes ayant la propriété de relévement a gauche
par rapport aux fibrations acycliques,
est une catégorie modele.

Il est évident que ces trois classes de morphismes sont stables par composition et
contiennent 1’identité.

Nous savons que 'axiome CM1) est vérifié (voir 1.1.8) et il n’est pas difficile de
montrer que les axiomes CM2) et CM3) le sont également. L’axiome CM4,i) est vrai
par définition.

Les paragraphes suivants sont consacrés a la démonstration de ce théoreme. Dans
le paragraphe 2.3, nous donnons une caractérisation effective des cofibrations ainsi que
la preuve de CM5,i). Dans le paragraphe 2.4, nous définissons un espace de chemins
canonique et vérifions 'axiome CM5,ii). Enfin, nous donnons une caractérisation des
cofibrations acycliques dans le paragraphe 2.5 et montrons 'axiome CM4,ii).

2.3. Caractérisation des cofibrations

Pour décrire une catégorie modele, bien qu’il suffise de décrire soit les équiva-
lences faibles et les fibrations soit les équivalences faibles et les cofibrations, il est utile
en général d’avoir une description complete des trois classes de morphismes. Nous
connaissons déja les équivalence faibles et les fibrations pour la catégorie dg’P — Alg ;
nous montrons dans ce paragraphe qu’une cofibration est une rétraction d’un morphisme
quasi-libre (voir proposition 2.3.5).

Par ailleurs, nous montrons que tout morphisme f : A — B admet une factorisa-
tion f = pi telle que p soit une fibration acyclique et ¢ soit un morphisme quasi-libre.
Cela nous permet alors de vérifier ’axiome CM35,i).

2.3.1. Morphisme quasi-libre. Soiti : A — B un morphisme de P-algebres différen-
tielles graduées. Le morphisme ¢ est quasi-libre s’il existe un sous-espace vectoriel V' de
B (non nécessairement stable par la différentielle) tel que le morphisme de P-algebres
graduées induit AV T'(P,V) — B soit un isomorphisme.

En particulier, le morphisme 0 — B est quasi-libre si et seulement si la P-algebre
B est quasi-libre (voir définition 1.3.6).

2.3.2. Proposition. Un morphisme quasi-libre a la propriété de relevement a gauche
par rapport aux fibrations acycliques, donc c’est une cofibration.
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Démonstration. Soit ¢ : A — B un morphisme quasi-libre avec B = AV T(P,V).

Utilisons la filtration squelettale de ’espace vectoriel gradué V, sk, V = é Vi, et notons
i>0

sk, B= AV T(P,sk, V).

Remarquons que l'inclusion sk, B —— sk, B est un morphisme quasi-libre et
puisque B est la colimite sur r des sk, B, il suffit de montrer que cette inclusion a la
propriété de relevement a gauche par rapport aux fibrations acycliques. Remarquons
également que la différentielle envoie V. dans sk,._1 B. Soit p : X — Y une fibration
acyclique. Le diagramme

sk, B > x

lp
sk, B——>Y

admet un relevement h : sk, B — X si pour tout v, élément d’une base de V., il existe
x dans X, tel que: p(x) = g(v) et de = f(dv). En d’autres termes, le diagramme
précédent admet un relevement, s’il existe un morphisme d’espaces vectoriels de V.
dans X, qui fait commuter le diagramme

ou 'on note Z,(—) l'ensemble des cycles d’un espace vectoriel différentiel gradué. Or
ce morphisme existe si I’application X, — Z,_1X Xz .y Y, est surjective. Le lemme
suivant assure la surjectivité de cette application. 0

2.3.3. Lemme. Sip : X — Y est une fibration acyclique, alors p est surjective en tous
degrés et pour tout r > 0, Uapplication (d,p) : X, — Z,_1X Xz._,v Y, est surjective.

Démonstration. Supposons r = 0. Comme p est une équivalence faible, pour tout
y € Yy, il existe z € X et z € Y7 tels que y = p(x) + d(z). Puisque 'application p est
une fibration, elle est surjective en degré 1, donc il existe t € X5 tel que z = p(t). Par
suite, p est surjective en degré 0.

Supposons r > 0. Comme p est une équivalence faible, son noyau est acyclique.
Soit (x,y) un élément de Z,_1X Xz v Y,. Par hypothese nous avons les égalités
suivantes : dr = 0 et dy = p(x). Or il existe 2’ € X,. tel que y = p(x’), puisque p est
surjective en degré r. Nous obtenons ainsi par différentiation, que dz’ — x appartient
a Z,._1(Kerp) ; donc, en utilisant l'acyclicité de Ker p, il existe z € (Kerp), tel que
dx' — x = dz. Par conséquent d(z’ — z) = x et p(a’ — 2) = pz’ = y. 0
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2.3.4. Proposition. Tout morphisme de P-algebres différentielles graduées f admet
une factorisation de la forme f = pi, ou p est une fibration acyclique et i est un mor-
phisme quasi-libre.

Cette proposition, ainsi que la proposition 2.3.2 nous permet donc de vérifier
I'axiome CM5,i).

Démonstration. D’apres le théoreme 1.4.6, pour toute P-algebre différentielle graduée
A, il existe une fibration acyclique

TPCP (A) — A.

Soit X une P-algebre différentielle graduée fixée. En utilisant la notion d’opéra-
de enveloppante Up(X) (voir [Ge-J] ou [Frl]), nous pouvons montrer que la catégorie
des morphismes de X — A est équivalente a la catégorie des Up (X )-algebres. Puis en
utilisant la bar-résolution des opérades [Ge-J], nous construisons une fibration acyclique
F — A ou F est quasi-libre dans la catégorie des Up (X )-algebres ; ceci revient a dire
que le morphisme X — I est quasi-libre. 0

Pour conclure, nous donnons une caractérisation explicite des cofibrations.

2.3.5. Proposition. Un morphisme de P-algebres différentielles graduées est une
cofibration si et seulement si c’est une rétraction d’un morphisme quasi-libre.

Démonstration. D’apres la proposition 2.3.2 ainsi que l'axiome CM3) vérifié, nous
savons qu’une rétraction d’un morphisme quasi-libre est une cofibration. Montrons la
réciproque.

Soit f : A — B une cofibration. D’apres la proposition 2.3.4, il existe une fac-
torisation de f de la forme f = pi ou i : A — F est un morphisme quasi-libre et
p : F — B est une fibration acyclique. Comme f est une cofibration, nous pouvons
choisir un relevement h : B — F' dans le diagramme

A—>

> F

7
f@/lp
/:

B.

B——

Alors le diagramme

A A A
R
B—">p-Lt>p
prouve que f est une rétraction de . 0
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2.4. Espaces de chemins

L’objet de ce paragraphe est de vérifier 'axiome CM5,ii). Dans ce but, nous avons
besoin d’un espace de chemins particulier, que nous appellerons [’espace de chemins
canonique. Rappelons tout d’abord la définition d’un espace de chemins [Qul, D-S]).

2.4.1. Définition. Soit X un objet de la catégorie C. Un espace de chemins pour X
est la donnée d’un objet X', d’'une équivalence faible o : X — X’ et d’un morphisme
p : X' — X x X satisfaisant 1’égalité po = (X, X). Un bon espace de chemins est un
espace de chemins pour lequel p est une fibration. Deux morphismes f,g : A — X
sont dits homotopes a droite 8’il existe un espace de chemins X’ pour X ainsi qu’'un
morphisme H : A — X' tels que 'on ait pH = (f, g).

2.4.2. Définition de ’espace de chemins canonique. Soit I I'algebre commuta-
tive différentielle graduée unitaire libre sur deux générateurs: ¢ en degré 0 et dt en
degré —1. La différentielle d : I — I est donnée par d(t) = dt et d(dt) = 0. Le
corps K est muni d’une structure d’algebre commutative différentielle graduée unitaire.
Notons sg : K — I l'inclusion canonique et py,p1 : I — K les morphismes d’algebres
commutatives différentielles graduées définis par

p0(¢(t7 dt)) = ¢(07 0)7
p1(¢(t7 dt)) = ¢(17 0)7

pour tout ¢(t,dt) € I. 1l est clair que H,(I) = K et que sy est un quasi-isomorphisme.
On a aussi : pgsg = p1sg = K.

Soit X une P-algebre différentielle graduée. Nous pouvons munir X ® I d’une
structure de P-algebre différentielle graduée de la maniere suivante :
(i) soient p € P(n) et x; ® a; € X ® I pour 1 < i < n; nous définissons le produit
wWri®aq, -, Ty ®ay,) par € u(Ty1, -+, Tp)@aq -+ - - iy, OU € est le signe de Koszul ;
(ii) la différentielle est la différentielle classique d’un produit tensoriel de deux espaces
vectoriels différentiels gradués.

Cet objet factorise le morphisme (X, X) par le diagramme

X®so X®po
X—XI—/X.
X®p1

Comme H,(I) est trivial, il est clair que X ® s est une équivalence faible ; de plus,
le morphisme p = (X ® pg, X ® p1) est surjectif. Nous définissons [’espace de chemins
canonique X' par les relations suivantes :

07 sl < 0,
(XN)i=q Ker(d : (X®I)o— (X®I)_1), sii=0,
(X ®1), sinon.
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Les morphismes induits nous donnent un diagramme

X

53( 7 Po
X xI—=x,

Py

et il est aisé de vérifier que X! est un bon espace de chemins. De plus les morphismes
p,p : XT — X sont des équivalences faibles.

S’il n’y a pas d’ambiguité, nous désignerons les morphismes sg, pg et pf par sg, po
et p1.

2.4.3. Démonstration de CMS5,ii). Soit f : X — Y un morphisme de P-algebres
différentielles graduées. Le produit fibré

XxyY! 22y

pry l l Po

X — Y
f

nous donne une factorisation de f, de la forme

J=(X,s0f) 7 4=P1Pro
— X XyY ——

D’apres ce qui a été vu précédemment, nous constatons que j est une équivalence faible
et que ¢ est une fibration. D’aprés CM5,i) (vérifié dans le paragraphe 2.3), le morphis-
me j se factorise en j = pi ou p est une fibration acyclique et i est une cofibration.
Or le morphisme j est une équivalence faible, donc 7 est une cofibration acyclique. En
conséquence, le morphisme f se factorise en f = (¢p)i, ou i est une cofibration acyclique
et gp est une fibration. 0

2.5. Caractérisation des cofibrations acycliques

Le but de ce paragraphe est de donner une caractérisation des cofibrations acy-
cliques, ce qui nous permet de vérifier 'axiome CM4,ii) et par la méme d’achever la
démonstration du théoreme 2.2.2. Nous montrons dans le lemme 2.5.4, qu'une cofibra-
tion acyclique est une rétraction par déformation forte.

2.5.1. Lemme. Soit f : X — Y une fibration. Alors le morphisme

’fI
7 (po )XXyYI

est une fibration acyclique.
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Démonstration. Soit a = (z, f(2) @ 1+ 3,0,y @' + > .5 2z ® t'dt) un élément de
X xy Y!. Supposons que le degré de y; est d > 0 et celui de z; est d + 1. Comme f
est surjective en degrés > 0, il existe x;, ¢+ > 0 et u;, ¢ > 0, éléments de X tels que:
f(z;) = y; et f(u;) = z;. Par conséquent, I'élément z @1+ .o, z; @ + im0 Ui ®tidt
est un antécédent de a par le morphisme (po, f!), ce qui prouve que ce morphisme est
une fibration.

Il n'est pas difficile de constater que pr; : X xy Y1 — X est une équivalence
faible. Mais la composition pr; o(pg, f!) est égale au morphisme py qui est une équiva-
lence faible. Donc, nous déduisons de I’axiome CM2) que (pg, f1) est une équivalence
faible. 0

2.5.2. Définition. Un morphisme i : A — B de P-algebres différentielles graduées
est une rétraction par déformation forte s’il existe des morphismes r : B — A et
h : B — B! tels que

(i) ri=A, (ii) poh =ir (7it1) p1h = B, (iv)  hi = spi.

2.5.3. Lemme. Les cofibrations qui sont des rétractions par déformation forte ont la
propriété de relevement a gauche par rapport aux fibrations.

Démonstration. Le probleme est de trouver un relevement du diagramme

) l/’l

7 Y q
/

B—g=Y

ol ¢ est une cofibration et une rétraction par déformation forte et ¢ une fibration. Soit
r et h les morphismes de la définition 2.5.2. Comme le morphisme ¢ est une fibration,
d’apres le lemme 2.5.1, le morphisme (pg,q¢’) : X! — X xy Y est une fibration
acyclique. Ainsi le diagramme

B——=> X xy V!

admet un relevement H, puisque 7 est une cofibration.
Vérifions que le morphisme [ = p* H est une solution au probléme de relevement :
(i) (P H)i=pisyf=Xf=F,
(i) g(pi H) =pY ¢'H = p{ g'h = gpi'h = gB = g. O
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2.5.4. Lemme. Une cofibration acyclique est une rétraction par déformation forte.

Démonstration. Soit i : A — B une cofibration acyclique. Considérons la factorisation

t = qj vue dans la démonstration 2.4.3 :
J=(A,s01) 7 4=P1Pr2
A—AxgB ——
Puisque les morphismes j et ¢ sont des équivalences faibles et que le morphisme ¢ est
une fibration, alors ¢ est une fibration acyclique. Donc il existe un relevement s = (r, h)
,avecr : B— Aet h : B— B!, dans le diagramme

A$AXBBI

l 7

) s -

7 Pz lq
-

- =
B——B.

Nous obtenons alors
(i) ri =prysi=pr;j = A,
(ii) poh = ir par définition d’'un morphisme dans un produit fibré,
(iii) pyth =pi1prys =gs = B et
(iv) hi = pry si = pryj = Soi.
D’apres la définition 2.5.2, ceci nous prouve que le morphisme ¢ est une rétraction
par déformation forte. 0

2.5.5. Démonstration de CM4,ii). D’apres le lemme 2.5.3, les fibrations ont la
propriété de relevement a droite par rapport aux cofibrations qui sont des rétractions par
déformation forte. Mais les cofibrations acycliques sont des rétractions par déformation
forte (lemme 2.5.4). Donc les fibrations ont la propriété de relevement a droite par
rapport aux cofibrations acycliques. 0

En conclusion, nous avons établi que la catégorie dgP — Alg est une catégorie
modele. Remarquons que tout élément A de cette catégorie est fibrant, c’est-a-dire que
le morphisme A — 0 est une fibration.

2.6. Homotopie des applications et modeles cofibrants

Pour étudier 'homotopie des applications, nous utilisons un opérateur d’intégration
analogue & celui construit par P.A. Griffiths et J.W. Morgan [Gr-M]| pour les algebres
commutatives, qui nous permet de montrer que si deux morphismes sont homotopes
via l'espace de chemins canonique, alors il existe une homotopie de chaines entre eux.
Nous montrons également que pour toute P-algebre différentielle graduée cofibrante A,
si deux morphismes de A dans B sont homotopes, alors ils sont homotopes via 1’espace
de chemins canonique.

Enfin, nous définissons ce qu’est un modele cofibrant et montrons que tout mor-
phisme entre deux P-algebres différentielles graduées admet un relevement a homotopie
pres entre leur modele cofibrant (voir proposition 2.6.7).
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2.6.1. Intégration d’une homotopie. Soient fol : B! — Bet fg : BT — BT les

deux opérateurs linéaires de degré 1 définis par d’une part, f01 bt =0 et fol btidt =
(—1)IPl=L5, et d’autre part fg bt =0et fg betidt = (—1)Ph %

Nous obtenons les égalités suivantes par calcul immédiat : soit 3 € Bl et H : A —
B! une homotopie entre f et g, alors

d/0t6+/0tdﬁzﬂ—p§ﬂ®l;

1 1
d/ H(a) +/ dH(a) = g(a) — f(a).
0 0
De la derniere identité, nous déduisons

2.6.2. Lemme. Soit H : A — B! une homotopie entre f et g, alors fol H est une
homotopie de chaines entre f et g. O

2.6.3. Lemme. Soit A une P-algébre différentielle graduée cofibrante. Deux morphis-
mes f,g : A — B sont homotopes a droite si et seulement si ils sont homotopes pour
’espace de chemins B (voir définition 2.4.2).

Démonstration. Soit h : A — B’ une homotopie droite entre f et g. Comme B’ est un
espace de chemins, il existe des morphismes o et p tels que le diagramme

BB BxB

factorise (B, B). Par définition de h, nous avons : ph = (f,g).

D’apres I'axiome CMb5,ii), le morphisme o admet une factorisation o = gi ou
i : B — F est une cofibration et ¢ : F' — B’ est une fibration acyclique. Le morphisme
o étant une équivalence faible, il en est de méme pour i. Puisque p : B! — B x B est
une fibration, nous pouvons choisir un relevement s’ dans le diagramme

BLBI

, 7
s’ -
A v p
s

e
F—=BXxB.

De plus, comme ¢ est une fibration acyclique et que A est cofibrant, nous pouvons
choisir un relevement h’ dans le diagramme

F

h’/1
_ q
e

A—h>B/.

54



Posons | = s'h’ et vérifions que [ est une homotopie entre f et g via I'espace de
chemins B' :

pl =ps'h = pgh’ = ph = (f, g). O

2.6.4. Modele cofibrant. Soit A une P-algebre différentielle graduée. Un modele
cofibrant de A est un objet cofibrant F' muni d’une équivalence faible F' — A.

L’axiome CM5,i) nous assure ’existence d’un tel objet. En fait, a toute P-alge-
bre différentielle graduée A, nous pouvons associer un modele cofibrant F4 avec une
fibration F4 — A et cette construction est fonctorielle & homotopie pres [Qul, D-S].
Plus précisément :

2.6.5. Proposition. Soit F4 — A (resp. Fp — B) une fibration acyclique avec
Fy (resp. Fp) cofibrant. Pour tout morphisme f : A — B il existe un morphisme
f  Fa — Fp tel que le diagramme

Fa-t>Fp

L,

A——B

commute. De plus, le morphisme f est unique ¢ homotopie preés. O

Cependant, il nous est utile d’avoir une proposition analogue a la précédente, sans
supposer que les morphismes F4 — A et Fg — B sont des fibrations. Le résultat
de la proposition en est alors affaibli, a savoir que le diagramme devient seulement
commutatif & homotopie pres (voir proposition 2.6.7). A cet effet, nous montrons tout
d’abord un lemme plus général.

2.6.6. Lemme. Soit f : A — B une équivalence faible. Tout morphisme g : X — B
avec X cofibrant factorise par A a homotopie prés. Plus précisément, il existe un mor-
phisme ¢ : X — A tel que f¢ soit homotope a g.

Démonstration. Considérons le produit fibré

AXBBI&)BI

prll lpo

A———B

ainsi que la factorisation de f vue en 2.4.3

J=(A,s0f) q=p1 pTy

A Axp Bl — 3B,
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ou j est une équivalence faible et ¢ une fibration. Comme f est une équivalence faible,
le morphisme ¢ l’est aussi par ’axiome CM2. Ainsi le diagramme

— Axp B!
7
q

0

|
Ve

X B

_—
g

admet un relevement s = (¢, H). Or Iimage de s est incluse dans A xg B!, donc
poH = f¢. De plus, on a: p1H = p1pry s =qs = g. O

2.6.7. Proposition. Soit Fy — A (resp. Fp — B) une équivalence faible avec
Fy (resp. Fp) cofibrant. Pour tout morphisme f : A — B il existe un morphisme
f : Fqa — Fpg tel que le diagramme

Fa—L>Fy

L,

A——B

commute a homotopie pres.

Démonstration. Il suffit de considérer ’application up : Fg — B qui est une équiva-
lence faible avec F'4 comme objet cofibrant et d’appliquer le lemme 2.6.6. 0

2.7. Homologie de Quillen

La théorie des catégories modeles nous permet de définir I’homologie des objets
de la catégorie, appelée homologie de Quillen. Nous montrons que celle-ci coincide, a
une suspension pres, avec 1’homologie opéradique. Rappelons tout d’abord la notion
d’indécomposables vue en 1.1.7:

2.7.1. Indécomposables. Soit (—), le foncteur de la catégorie des K-espaces vecto-
riels différentiels gradués dans la catégorie dg’P — Alg qui a V' associe la P-algebre V.
triviale. Ce foncteur admet un adjoint a gauche, le foncteur des indécomposables @), que
I’on peut définir dans le cadre d’'une opérade unitale comme le conoyau de 'application

o (P(k)®s, AZF) - A.
E>2

Remarquons que si A =T(P,V) est quasi-libre alors
QA =~ (V,d),

ou d désigne la différentielle induite par le conoyau. De plus, en intervertissant les
quotients, nous obtenons :

Qmo(A) ~ Hy(QA), VA € dg P — Alg.
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2.7.2. Homologie de Quillen. Soient A une P-algebre différentielle graduée et F
un modele cofibrant de A. L’homologie de Quillen de A, notée HS(A), est l'espace
vectoriel gradué H,(QF).

Il est clair qu’il faut montrer que HB(A) ne dépend pas du choix d’un modele
cofibrant de A (voir proposition 2.7.5). A cet effet, nous utilisons les lemmes clas-
siques de la théorie des catégories modeles (lemmes 2.7.3 et 2.7.4) et nous renvoyons le
lecteur aux articles de D. Quillen [Qul] ou de W. Dwyer et J. Spalinski [D-S] pour les
démonstrations.

2.7.3. Lemme. Soit F' : C<=D : G une paire de foncteurs adjoints entre deux
catégories modeles. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) F préserve les cofibrations et G préserve les fibrations,
(ii) F préserve les cofibrations et les cofibrations acycliques,
(iii) G préserve les fibrations et les fibrations acycliques. 0

2.7.4. Lemme. Soit F' : C — D un foncteur entre catégories modeéles. St F' préserve
les cofibrations acycliques entre objets cofibrants, alors F préserve les équivalences
faibles entre objets cofibrants. 0

2.7.5. Proposition. L’homologie de Quillen d’une P-algebre différentielle graduée A
ne dépend pas du choix d’un modéle cofibrant de A.

Démonstration. Soient F} et Fp des modeles cofibrants de A. D’apres la proposition
2.6.6, il existe un morphisme h tel que le diagramme

Fy

h/¢/
/s
/s

FlﬁA

commute a homotopie pres. Comme F; et Fy sont des modeles de A, on en déduit que
h est une équivalence faible entre objets cofibrants.

Puisque le foncteur @ des indécomposables est ’adjoint a gauche du foncteur (—),
qui préserve de maniere évidente les fibrations et les fibrations acycliques, d’apres le
lemme 2.7.3, il préserve les cofibrations acycliques. Par suite, d’apres le lemme 2.7.4,
le foncteur @) préserve les équivalence faibles entre objets cofibrants. Donc h induit un
isomorphisme

H.(QF)) ~ H,(QF,). 0

2.7.6. Proposition. Soit f : A — B une équivalence faible entre deux P-algébres
différentielles graduées. Alors le morphisme f induit un isomorphisme en homologie.
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Démonstration. Le diagramme de reléevement a homotopie pres

Fi—1>Fy

L,

A——B

vu dans le corollaire 2.6.7 implique que f est une équivalence faible entre objets cofi-
brants. En reprenant les mémes arguments que dans la démonstration du lemme 2.7.5
nous obtenons un isomorphisme

HE(A) = H,(QF4) — H,.(QFg) = HY(B). 0

Enfin, comparons 'homologie de Quillen avec ’homologie opéradique définie dans
la premiere partie (1.4.2).

2.7.7. Proposition. L’homologie opéradique est la suspension de I’homologie de Quil-
len. Plus précisément, on a
P
HFP = H2 .

Démonstration. Nous avons vu dans la premiere partie (voir 1.4.6) que toute P-algebre
différentielle graduée A admet une résolution quasi-libre de la forme :

TpCp(A) — A
ou Tp(C) = T(P,s *Cp(A)) est munie d’une différentielle dont la partie linéaire est

induite par celle de Cp(A) (cf. 1.4.4). Donc HX(A) = H,(s 'Cp(A)). Mais par
définition de I’homologie opéradique, on a: HF (A) = H,(Cp(A)). O
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3. Homotopie rationnelle des algebres
différentielles graduées

Dans la section précédente nous avons défini I’homotopie d’une P-algebre différen-
tielle graduée A (voir définition 2.2.1) comme étant I’homologie du complexe sous-jacent,
ainsi que ’homologie de Quillen de A (voir définition 2.7.2) comme étant I’homologie
du complexe des indécomposables d’un modele cofibrant.

Avec ces deux notions nous nous proposons de développer une théorie analogue a
la théorie de I’homotopie rationnelle pour des algebres différentielles gradués sur une
opérade de Koszul.

Nous démontrons ’analogue de théoremes classiques comme les théoremes d’Hu-
rewicz (théoreme 3.2.2) et de Whitehead (théoreme 3.3.1). Puis, nous construisons le
modele minimal d’une P-algebre différentielle graduée A et nous montrons qu’il contient
toutes les informations homotopiques et homologiques de A (théoreme 3.4.4).

Tout d’abord, nous montrons que la théorie de I’homotopie rationnelle classique
ainsi que celle des algebres de Leibniz s’inscrit dans notre cadre.

Par la suite, P désignera une opérade de Koszul unitale.

3.1. La théorie de I’homotopie rationnelle classique et celle
des algebres de Leibniz

3.1.1. Théorie de I’homotopie rationnelle classique. Rappelons que dans ’article
“Rational homotopy theory” [Qu3], Quillen introduit un foncteur A\ de la catégorie des
espaces topologiques simplement connexes dans la catégorie des algebres de Lie diffé-
rentielles graduées réduites tel que

T (S) ® Q = me_1(A(9)) et
H.(S;Q) = HEA(S) = HE (M(9)).

Par ailleurs, il construit une paire de foncteurs adjoints entre la catégorie des algebres
de Lie différentielles graduées (ALDG) et la catégorie des cogebres co-commutatives
différentielles graduées réduites (CDGCy) :

C : ALDG < CDGCj : L,

qui sont en fait les foncteurs Cp et Tp associés a 'opérade Lie, 'opérade Com étant
son opérade duale (voir 1.2.6 et 1.4.7). Avec la théorie des opérades, nous retrouvons
que 'unité et la co-unité de 'adjonction sont des quasi-isomorphismes.

Par conséquent tous les résultats que nous allons obtenir dans le cadre des P-
algebres différentielles graduées sont valables dans la théorie de I’homotopie rationnelle
classique.
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3.1.2. Homotopie rationnelle des algebres de Leibniz. Soit L une algebre de
Leibniz différentielle graduée. Rappelons les notations du premier chapitre. Les fonc-
teurs £ et £' sont les foncteurs Tp et Cp pour I'opérade Leib. Ils sont adjoints I'un de
I’autre, et nous obtenons grace a la théorie des opérades que 'unité et la co-unité de
I’adjonction sont des quasi-isomorphismes, sans hypothese de réduction sur 1’algebre de
Leibniz considérée (voir théoreme 3.7 du premier chapitre). De plus nous avons

(L) =H,.(sL) = me_1(L),
HAL(L) =HL (LX) = HE™(L) = HO. (L),

ou mA. et H\, sont les notations utilisées dans le premier chapitre (définition 3.8).
3.2. Le théoreme d’Hurewicz

Le théoreme d’Hurewicz donne une relation entre ’homotopie et 1’homologie de
Quillen d’une P-algebre différentielle graduée.

3.2.1. Définition. Soit A une P-algebre différentielle graduée et F' un modele cofi-
brant. La projection de F' sur ses indécomposables QF induit un morphisme 7,(A) =

T (F) — H.(QF) = H2(A) appelé morphisme d’Hurewicz et noté ¢.

3.2.2. Théoréme. Soient A une P-algébre différentielle graduée et n un entier positif.
a) Sim(A) =0 pour 0 < k <n, alors le morphisme d’Hurewicz est un isomorphis-
me pour k < 2n 4+ 1 et un épimorphisme pour k = 2n + 2.
b) Simo(A) =0 et H]?(A) =0 pour 0 < k < mn, alors le morphisme d’Hurewicz est
un isomorphisme pour k < 2n + 1 et un épimorphisme pour k = 2n + 2.

Démonstration. a) Supposons m,(A) = 0 pour 0 < k£ < n. Considérons la P-algebre
différentielle graduée B définie par

B; = A; pour i >n+ 2,

B; =0 pouri<net

B,i1 =Ker(d : App1 — Ap).
11 est alors clair que (B, d) est une P-algebre différentielle graduée. De plus, le morphis-
me B — A est une équivalence faible. Considérons la résolution quasi-libre canonique
de B: F = Tp(Cp(B)) (cf. 1.4.6). Cette résolution est aussi un modele cofibrant
pour A. D’apres la définition 1.4.1 du foncteur C'p, comme B; est nul pour 0 < i < n,
I'espace vectoriel gradué (s~'Cp(B)) est nul en degrés < n ; donc

F? =@ P(i) ©s, (s"'CpB)®’

i>2
est 2n + 1-réduit.

La suite exacte courte 0 — F? — F — QF — 0 induit une suite exacte longue en

homologie
- — Hy(F?) — Hp(F) — Hy(QF) — Hy_1(F?) — -+ -,
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donc en remplagant Hy(F') par mi(A) et Hi(QF) par H,?(A), nous obtenons la suite
exacte longue

¢
(= Hy(F?) = mp(A)—H}(A) = Hea(F?) = o,
ce qui nous donne la premiere partie du théoreme d’Hurewicz.

b) Nous allons montrer par récurrence sur k que m(A) est nul pour 0 < k < n.
Pour k£ = 0 c’est évident. Supposons m;(A) = 0 pour 0 < i < k ou k < n. Alors,
d’apres la partie a) du théoréme, le morphisme d’Hurewicz ¢; est un isomorphisme
pour 0 < i < 2k + 1, en particulier 7441 (A) = 0 puisque HI?H(A) = 0. Donc 7 (A) est
nul pour 0 < k < n et 'on peut se reporter a la partie a) du théoreme. 0

3.2.3. Théoréme d’Hurewicz classique. Soit S un espace topologique simplement
conneze.
a) SiS estn-conneze, alors le morphisme d’Hurewicz rationnel est un isomorphisme
pour k < 2n et un épimorphisme pour k =2n+1;
b) Si H(S;Q) = 0 pour k < n, alors le morphisme d’Hurewicz rationnel est un
1somorphisme pour k < 2n et un épimorphisme pour k = 2n + 1.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme 3.2.2 au cas P = Lie et A = AS (cf.
3.1.1). 0

Remarquons que H.J. Baues et J.-M. Lemaire ont démontré ce résultat [B-L].

3.2.4. Théoreme d’Hurewicz-Leibniz. En appliquant le théoreme d’Hurewicz au
cas P = Leib, nous retrouvons le théoreme d’Hurewicz 4.3 du premier chapitre.

3.3. Le théoréeme de Whitehead

Nous avons déja montré que si un morphisme est une équivalence faible, alors c’est
un isomorphisme en homologie (voir 2.7.6). La réciproque est fausse en général. En
effet, considérons le cas associatif. L’homologie opéradique d’une algebre associative
non unitaire est I’homologie du complexe

b o A®m — A®n—1

n—1 )
a1®---®an — Z(—1)2a1®---®aiai+1®---®an.
=1

Or, si A est unitaire, ce complexe qui provient d’un complexe simplicial, admet une
dégénerescence supplémentaire ; par suite, H7*5(A) = 0. Mais m(A4) = A, donc 7, (A) #
0.

Cependant, nous obtenons la réciproque avec des hypotheses supplémentaires :
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3.3.1. Théoreme. Soient A et B deux P-algebres différentielles graduées. Supposons
que A et B sont connezes (i.e. mo(A) = mo(B) = 0). Sous ces hypothéses, si f : A— B
est un 1somorphisme en homologie, alors f est un isomorphisme en homotopie.

Démonstration. Comme dans la démonstration du théoreme 3.2.2, il existe un diagrame

f
A — B
ial Tis
f/
A — B

ou A = Bl =0 et ig et ip sont des équivalences faibles. En appliquant le foncteur
C'p, nous obtenons le diagramme

Cp(f)
Cp(4) —— Cp(B)
Cp(ia) ] T Cr(in)
Cp(f)

Cp(4) —— Cp(B).

Le foncteur Cp préserve les quasi-isomorphismes (voir lemme 1.4.3), donc les mor-
phismes Cp(iag) et Cp(ip) sont des quasi-isomorphismes. De plus, par hypothese le
morphisme Cp(f) est un quasi-isomorphisme. Il en résulte que Cp(f’) est également
un quasi-isomorphisme entre cogebres 2-réduites. Rappelons que le foncteur I’» préserve
les quasi-isomorphismes entre cogebres 2-réduites (voir lemme 1.4.5) ; donc Tp(Cp(f’))
est un quasi-isomorphisme. Par conséquent, le morphisme f’ est une équivalence faible
et il en est de méme pour f. O

3.4. Le modele minimal d’une algebre différentielle graduée

C’est D. Sullivan [Su] qui le premier a introduit la notion de modele minimal, dans
le cadre des algebres commutatives différentielles graduées. Par la suite, H.J. Baues
et J.-M. Lemaire [B-L] se sont intéressés au modele minimal d’une algebre de Lie dif-
férentielle graduée. La notion de modele minimal joue un grand role en homotopie
rationnelle et I'on pourra se référer par exemple a D. Tanré [Ta] ou P.A. Griffiths et
J.W. Morgan [Gr-M] pour I’étude de ce sujet. En fait, la théorie du modele minimal
n’est pas propre aux algebres commutatives et aux algebres de Lie, mais se généralise
aux algebres différentielles graduées sur une opérade de Koszul. C’est ce que nous nous
proposons de montrer dans cette section en nous appuyant sur les techniques de J.
Neisendorfer [Ne| et de M. Rothenberg et G. Triantafillou [R-T].
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3.4.1. Algebre minimale. Une P-algebre différentielle graduée est minimale si elle
est quasi-libre engendrée par un espace vectoriel gradué réduit et si sa différentielle
est décomposable. Plus précisément soit A = (T(P,V),d) une P-algebre différentielle
graduée quasi-libre. Alors A est minimale si Vj = 0 et si sa différentielle d vérifie

d(V)c A2 = @ (P(k)®s, V).

k>2

3.4.2. Modele minimal. Soit A une P-algebre différentielle graduée. Un modéle
minimal de A est une équivalence faible ¢ : A’ — A avec A’ minimale.

3.4.3. Théoreme. Toute P-algebre différentielle graduée connexre admet un modeéle
minimal unique a isomorphisme pres.

Nous démontrons ce théoreme par la suite (cf. 3.4.6 et 3.4.7). L'importance du mo-
dele minimal réside dans le fait qu’il contient I'information homotopique et homologique
de I’algebre :

3.4.4. Théoréme. Soit A une P-algébre différentielle graduée connexe et T(P,V) son
modele minimal. Alors

1.(A) ~ 1, T(P,V) et HY(A) =~V

Démonstration. La premiere identité provient de I’équivalence faible T'(P,V) — A. Par
ailleurs, d’apres la définition de I’homologie de Quillen, comme T'(P, V') est un modele
cofibrant de A, on a :

HR(A) = H.QT(P,V).

Or la différentielle de T'(P, V') est décomposable, donc la différentielle sur les indécom-
posables de T'(P, V) est nulle. Nous en déduisons la seconde identité. 0

La proposition suivante, nous permet de démontrer I'unicité du modele minimal.

3.4.5. Proposition. Une équivalence faible entre deux P-algébres minimales est un
1somorphisme.

Démonstration. Soit ¢ : X — Y une équivalence faible entre deux P-algebres mini-
males. D’apres la proposition 2.7.6, ¢ est aussi un isomorphisme en homologie. Posons
X =TP,V,d)et Y =T(P,V',d). Comme d et d’ sont toutes deux décomposables,
onaV=H2X)et V' = HY); par suite ¢ induit un isomorphisme entre V et V’,
donc entre X et Y. O
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3.4.6. Démonstration de 1’unicité du modele minimal. Soit A une P-algebre
différentielle graduée, ux : X — A et uy : Y — A deux modeles minimaux. Le
modele X étant un modele cofibrant, il existe un morphisme ¢ : X — Y tel que uy ¢
soit homotope & ux (voir proposition 2.6.6). En particulier, ¢ est une équivalence faible
entre deux modeles minimaux, donc ¢ est un isomorphisme. 0

3.4.7. Démonstration de ’existence d’un modeéle minimal. Soit L une P-algebre
différentielle graduée connexe. Quitte a remplacer L par sa troncature
M; = L; pour 7 > 2,
M; =0 pour 7 =0 et
M1 = Ker(d . Ll — Lo),
nous pouvons supposer que L est réduite.
Nous allons montrer par récurrence qu’il existe une suite de morphismes ¢,
A — L tels que :
i) la P-algebre différentielle graduée A™ est minimale engendrée par un espace vec-
toriel gradué concentré en degrés < n;
ii) le morphisme ¢,, induit un isomorphisme en homotopie pour k < n et un épimor-
phisme en homotopie pour k = n ; oa (6n]
iii) Le noyau N™ de 'application Z,(A"™)—mr, (A™)—m, (L) est constitué d’élé-
ments décomposables.

Démonstration. Pour n = 1, posons AV = (T(P,m(L)),0). Soit ¢; le morphis-
me induit par une section de l'application L; — 71(L). Il est évident que ¢ induit
un épimorphisme en homotopie en degré 1. De plus, comme Z; (A1) = 71(L), on a
N' =0.

Supposons que 'on ait construit (A(”), ¢n) satisfaisant les trois conditions ci-dessus.
Nous allons construire (A1) ¢, 1) en deux étapes.

Premiére étape. Posons V = Ker([¢,] : 7, (A™) — 7, (L)). Choisissons j une section
de pa et ¢ une section de d,4+1 : Lpt1 — Bp(L). Considérons 'application
d: sV — Z,AW
sv o j(v).
Alors, il existe une application 1,11 : sV — L, 1 faisant commuter le diagramme

V (A7) 2 (L)

|
PAT lJ pL
\

sV —Ls 7 (AM) 2 Z,(L)
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En effet, par définition de V', on a pr, ¢, d(sv) = [pn]pad(sv) = 0, donc ¢, d(sv) € By, (L).
Il est alors clair qu’en définissant ,,41(sv) = d¢,d(sv), Papplication 1,11 convient.

Munissons la P-algebre G, 1 = A v T(P, sV) de la différentielle d’ suivante :

- sur A @ est la différentielle déji existante ;

- sur T(P, sV), d' est la dérivation de P-algebre induite par I’application d.
Alors G,41 est minimale engendrée par un espace vectoriel concentré en degrés < n+1.
En effet, elle est quasi-libre et d’ est décomposable : la nullité de [¢,]pad(sv) implique
que d(sv) appartient a N™.

Considérons le morphisme 11 : Gy+1 — L induit par ¢, sur A™ et par Ynt1
sur sV. Il est alors aisé de vérifier que 1,1 est un morphisme de complexes qui induit
un isomorphisme en homotopie en degrés < n.

Deuxiéme étape. Posons C' = Coker([tn+1] : Tpnt1(Gny1) — mny1(L)). Soit p la
projection 7,4+1(Gp11) — C'; choisissons 7 une section de p et s une section de py.
Posons k = si et considérons le diagramme

| )
T PLI ; /
k
1/)n+1 \V

Zn+1(Gny1) ——= Zn41(L).

Nous définissons sur la P-algebre graduée A"t = G, VT(P, C) la différentielle
0 suivante :

- sur G411, ¢ coincide avec d’ ;

- sur T(P,C), 6 est nulle.
Il est clair que A1) est minimale engendrée par un espace vectoriel concentré en degrés
< n+ 1. Considérons le morphisme ¢,,1 : A”*tD — L induit par ¢,,1 sur Gpi; et
par k sur C. 1l est alors facile de vérifier que ¢, 11 est un morphisme de complexes qui
réalise un isomorphisme en homotopie pour £ < n+1 et un épimorphisme en homotopie
pour kK =n+ 1.

Il reste & montrer que N™*! est décomposable. Remarquons que
Zn+1(A(n+1)> = Zn11(Gnt1) ® C.

Choisissons z dans N™! et décomposons le en z = 2’ + 2 dans cette somme directe.
Comme [y, +1(2)] est nul, on a

[Sn+1(2")] = =[bn41(2")] = —prk(z") = —i(z").
En appliquant p, nous obtenons: z” = 0. Donc N"*! C Z,.1(G,11). Or en degré
n+1,ona Gy = Afﬁgl ®(sV). En décomposant z en z; 4+ sv dans cette somme directe,
Iégalité dz = 0 = dz; + j(v) implique v = ppj(v) = —pad(z1) = 0. Par conséquent
z = z1 et z1 est nécessairement décomposable puisque A = T(P,V,) ou V, est un
espace vectoriel gradué nul en degrés > n. 0
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4. Théorie de ’obstruction pour les algebres
différentielles graduées

Dans le cadre des algebres de Lie différentielles graduées I’obstruction au relevement
des applications a été développée par M. Rothenberg et G. Triantafillou [R-T]. L’objet de
cette section est de montrer qu’'une théorie de ’obstruction (relevement des applications
et relevement des homotopies) existe dans la catégorie des algebres différentielles gra-
duées sur une opérade de Koszul.

Soient N une P-algebre différentielle graduée quasi-libre et ¢ : N — L un morphis-
me quasi-libre. La théorie de 'obstruction repose sur deux problemes de relevement.
Le premier probleme est le suivant : étant donnés un morphisme [ : N — M, avec M
connexe, et un diagramme

N —ts

7
. s
v v

s

L

quelle est 'obstruction a ’existence d’un relevement dans ce diagramme 7

Le deuxieme probleme concerne 1’obstruction a un relevement homotopique. Plus
précisément, étant donnés deux morphismes f,g : L — M, avec M connexe, homotopes
sur N, quelle est 'obstruction a I’existence d’'une homotopie entre f et g 7

Nous allons montrer que ces deux problemes se résolvent en parallele et que les
obstructions successives se trouvent dans H" ! Hom(QL/QN, m,,(M)), pour le premier
probleme, et dans H™ Hom(QL/QN,m,(M)), pour le deuxieme probleme.

Notations. Fixons P une opérade de Koszul unitale (i.e. P(0) = 0 et P(1) = K).
Rappelons qu'une P-algebre quasi-libre est une P-algebre graduée libre. Donc N est
de la forme

T(P,V)=& P(n)®s, VO

n>1

Posons L = NVT(P,W) =T(P,V&W). Rappelons que le module des indécomposables
de L, noté QL, est L/L?, ot

L* =@ P(n)®s, (Vo Ww)®,

n>2

Ainsi QL est isomorphe a V @ W.
La filtration squelettale de W est la filtration sk, W = 59 W;. Posons
i=0

skn L=NVT(P,sk, W) et sk 1 L=N.
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4.1. Obstruction au relevement des applications

Dans un premier temps, nous déterminons 1’obstruction au relevement d’un mor-
phisme f : sk, L — M en un morphisme f’ :sk,;1 L — M

4.1.1. Lemme. Soit f un morphisme de P-algebres différentielles graduées de sk, L
dans M conneze. Alors f détermine un élément O(f) € Z"" ' Hom(QL/QN, 7, M) qui
est l'obstruction a étendre f a skp41 L. De plus l’élément O(f) ne dépend que de la
classe d’homotopie de f.

Démonstration. Dans le diagramme

dn+2 fdnt P

Lo Lyptq Zn(M) ——= (M)

_ 7
anJrz lpn+1 - -
— - Cf
dnt2 -

(QL)pt2 — (QL)n41

il existe un unique cy tel que cypn41 = pfdpyi. En effet, il suffit de vérifier que
I'application pfd,.1 est nulle sur (L?),,;. Comme cette application est nulle sur
sky, L, il suffit de montrer que pour tout x de la forme p(zq,---,xp), avec p > 2 et
|x;] = n + 1 pour un certain i, pfd,+1(z) = 0. Quitte & permuter les variables, nous
pouvons supposer |x,| =n + 1. Alors, nécessairement |z;| = 0 pour j # p et 'on a

Pfdn+1ﬂ($17 ) xp) = Pf/i(xhw% ) dxp)
= pu(f(z1), f(z2), -+, f(dzp)).

Or M est connexe, donc il existe y; € M; tel que f(z1) = dy;. Par conséquent

pfdnyip(zy, -+ 2p) = puldys, f(x2), -, f(dzy))
= pdu(y1, f(z2),- -, f(dzp)) = 0.

Ceci acheve la preuve de l'existence de cy. Comme le morphisme pfd, 41 est nul sur
sk, L, a fortiori il est nul sur N. Par suite,

Vu € (QN)pt1, cf(u) =0.

Notons O(f) € Hom(QL/QN,m,(M))"*! le morphisme défini par O(f)([u]) =
cy(u) ou [u] est la classe de u dans (QL/QN),+1. Montrons que dO(f) = 0. Soient
u € (QL)pio et I € Lyyo tels que u = ppio(l). On a

dO(f)([u]) = 5 (dns2(1) = pfdns1dnsa(l) = 0.

En conclusion, f s’étend a sk, 11 L si et seulement si, pour tout = élément d’une
base de W, 11, il existe y dans M,, 1 tel que f(dx) = dy, c’est-a-dire si et seulement si
pf(dx) = 0. En d’autres termes, f s'étend a sk, L si et seulement si O(f) = 0.
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Montrons que O(f) ne dépend que de la classe d’homotopie (de chaine) de f. Soit h
une homotopie de chaine entre f et g. Alors, Vo € L, 11, fdpi12—gdpi10 = dhdy, .
En conséquence, cf = c,. O

Ce lemme est donc un premier pas vers la théorie de 1'obstruction. Lorsque O(f)
n’est pas nul, mais que sa classe dans H" ™ Hom(QL/QN, 7,(M)) est nulle, nous allons
montrer que ’'on peut étendre f en une application f & sk, 11 L, seulement f ne coincide
avec f que sur sk, _1 L (voir théoreme 4.1.5).

4.1.2. Lemme. Soient f,g : sk, L — M deux morphismes de P-algebres différen-
tielles graduées. Supposons qu’il existe une homotopie H : sk,_1 L — M entre f et
g. Ces hypotheses déterminent un élément A(f,g, H) dans Hom(QL/QN, m,(M))" qui
est l'obstruction a étendre H a sk, L en une homotopie de f a g. De plus A(f, g, H)
ne dépend que des classes d’homotopie de f et g.

Démonstration. Remarquons que si f et g sont homotopes, alors il existe une homotopie
via lespace de chemins canonique, puisque sk, 1 L est cofibrant (voir 2.6.3). Nous
allons utiliser les notions d’intégration vues en 2.6.1. L’application

1
¢:g_f—/ Hd : L, — M
0

est & valeurs dans Z,,(M). En effet

1 1
dlg~ 1)(e) —d | Hi(w) = (g~ £)(do) ~ (g - f)(do) + | dHd(w) =0.
0 0
Dans ces conditions, le diagramme

dnl
Logr — o Y 70 (M) —2 (M)

lpn+1

dn+1 -

(QL)ny1 —= (QL),

admet une unique factorisation Cy. En effet, il suffit de vérifier que 'application pi
est nulle sur (L?),,. Remarquons tout d’abord que

En effet, si x € sk,,_1 L, alors

1
0

1 1
| Haw = [ an@ = - ne—a [ #),
donc 9 (z) est un bord. En particulier, on a

Vx € (QN)H, CH(.’b) =0.
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Soit x = p(x1,- -+, xp), p > 2, un élément de (L?),. La remarque ci-dessus nous
permet de considérer uniquement le cas ou il existe i tel que |z;| = n, et quitte a
permuter les variables, nous pouvons supposer que |z,| = n. Dans ces conditions,
|zj| =0, Vj # p. Comme M est connexe, il en est de méme pour M, donc il existe
z € (M"); tel que dz = Hxy. Remarquons que podz = fry et pidz = gxy. Alors

b, mp) =
1
H(dplzvgx% T 7gxp) - lu(dpozv f'er B fxp) - fO lu(dz7 Hza, - - -, deEp> =
1
u(dp1z, gwa, -+, gy) — pldpoz, faa, -+, fap) — [ dp(z, Hag, -+, Hd,) =
du(p1z, gz, -, gxp) — du(poz, fra, -, fr,)+
:u(plza gra,- -, gdmp) - M(pozv fm27 R fdmp)—i_

dfol w(z,Hxo, - -+, Hdxy,) — pru(z, Hxo, - - -, Hdxy) + pop(2, Hxo, - - -, Hdxy) =
1
d{p(p12, g2, - -+, gxp) — p(poz, fro, -, frp) + [y w(z, Hrg, - -+, Hdxp)}.
Donc py(x) = 0.

Ainsi la donnée des morphismes f, g et H nous permet de construire un élément

de Hom(QL/QN,m,(M))", noté A(f, g, H), et défini par
A(f, g9, H)([u]) = Cr(u).
Supposons que A(f, g, H) soit nul. Soit (we,)aec4 une base de W,,. Alors, pour tout
Wy, il existe u, € M, 11 tel que ¥ (wy) = du,. En posant
H'(x) =H(x), Vx € sk,,_1 L et

t
H' (wa) =f(wa) @ 1+ dug @t + (—1)" M, @ dt + / H(dw,),
0

nous pouvons étendre H' a sk, L en un morphisme de P-algebres différentielles gra-
duées ; il est alors facile de vérifier que H’ est une homotopie de f & g qui coincide avec
H sur sk, _1 L. O

4.1.3. Lemme. Soient f et g deuxr morphismes de sk, L dans M connexe, et H :
skp,_1 L — M?T une homotopie entre les restrictions de f et g a sk,_1 L. Alors
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Démonstration. 1l suffit de montrer I’égalité dCy = ¢, — ¢y dans Hom(QL, 7, (M ))"+1.
Choisissons v dans (QL)n41, et | dans Ly41 tels que v = p,41(1). Alors,

Cu(dpy1u) = Cu(dnr1pnil)

= Cr(pndn+1l)
=p(g — fdns1(l)
= (¢g = cp)(w).
Donc O(g) — O(f) =dA(f,g,H). O

Dans le premier probleme que nous nous sommes posé, il n’y a pas de notions
d’homotopie, et 'on peut considérer des morphismes f et g de sk, L dans M qui
coincident sur sk, _1 L. Les lemmes précédents sont encore valables, en prenant pour
homotopie de f a g, I’homotopie constante s,f. Pour cette homotopie la, notons
A(f,9) = A(f, g,s0f). Remarquons que fol sofd = 0, par définitions de sy (voir 2.4.2)
et de l'intégrale (voir 2.6.1).

4.1.4. Lemme. Soit f : sk, L — M un morphisme de P-algébres différentielles gra-
duées, avec M connexe, et a un élément de Hom(QL/QN,m,(M))™. Alors, il existe
un morphisme g : sk, L — M tel que g|sk,_, L = flsk,_, 1 et tel que A(f,g) = a.

Démonstration. Choisissons ¢ une section de p : Z,(M) — m,(M). Pour prouver
I’existence de g, il suffit de définir g sur W,, et sur sk,,_; L. Posons

Glsk, L = flskn_. 1 €t
g(x) = f(z) + palpn(z)], Vo € W,,.

L’application g est bien définie : en effet dg(z) = df (z) + doalp,(x)] = f(dz) puisque
¢ est a valeurs dans Z,,(M). Vérifions A(f,g) = «. Comme on a

Cpn(z) = p(g — f)(x) = poa(lpaz]) = a([pne]), V& € W, alors
A(f; 9)([pnz]) = allpnz]), Vo € W,

Or la composée des deux applications Wnp—>(QL)n—>(QL /QN),, est un isomorphisme,
donc A(f,g) = a. O

4.1.5. Théoreme. Soit f : sk, L — M un morphisme de P-algébres différentielles
graduées, avec M connexe. Alors la classe de O(f) dans H" ™ Hom(QL/QN,m,(M))
définie dans le lemme 4.1.1 s’annule si et seulement si il existe g : sky,+1 L — M tel

que glsk, 1 = flsk,_, L-

Démonstration. Si la classe de O(f) est nulle dans H" ™! Hom(QL/QN, m,,(M)), alors
il existe @« € Hom(QL/QN, m,(M))"™ tel que dao = O(f) ; or d’apres le lemme 4.1.4, il
existe un morphisme ¢ : sk, L — M tel que g|sk, , . = flsk,_, L et A(f,9) = —a. En
utilisant le lemme 4.1.3, nous obtenons

dA(f,g) = —da = -O(f) = O(g) — O(f).
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Par conséquent O(g) est nul, ce qui nous permet de dire, d’apres le lemme 4.1.1, que ¢
s’étend en un morphisme de sk, L dans M.

Réciproquement, s’il existe g : skp41 L — M tel que glsk, , . = flsk,_, 1 alors,
d’apres le lemme 4.1.3, dA(f,g9) = O(g) — O(f) = —O(f). Donc la classe de O(f) dans
H" ™ Hom(QL/QN, 7, (M)) est nulle. O

Ce théoreme acheve la solution du premier probleme de relevement.
4.2. Obstruction au relevement des homotopies

Nous avons vu dans le lemme 4.1.2 que 'obstruction a étendre une homotopie
entre deux morphismes est un élément de Hom(QL/QN, m,M)™. Donc cela constitue
une premiere réponse au probleme de relevement homotopique. Nous allons montrer
un théoreme analogue au théoreme 4.1.5 en ce qui concerne le relevement homotopique
(voir le théoreme 4.2.4).

4.2.1. Elément de comparaison entre deux homotopies. Considérons deux ho-
motopies H et H' entre deux morphismes f,g : sk, 1 L — M, avec M connexe, qui
coincident sur sk,,_o L, n pouvant étre égal a 1. Remarquons que ’application

1
7':/ (H—H') : Ly_1 — M,
0

est a valeurs dans Z,, (M), puisque H et H' coincident sur sk,,_o L. Alors le diagramme

L, e Ly —"=2Z,(M) P T (M)

_ 7
Pn Pn—1 _ - -
— — - G

d

(QL)n —> (QL)n—1

admet une unique factorisation G. Aux vues des diverses démonstrations précédentes,
et puisque pr s’annule sur sk,,_o L, il suffit de montrer que pour tout = = p(z1,- -, xp),
avec p > 2, |z, =n—1et |x;| =0, Vi # p, on a pr(x) = 0. Pour cela, nous devons
distinguer deux cas, selon que n vaut 1, ou que n est strictement supérieur a 1.

Sin est égal a 1 alors Vi, |z;| = 0. Comme M est connexe, il existe y; € M; tel
que dy; = poH (x1) = poH'(z1). Les éléments z et z’ définis par

t
z:/ H(z1)+y1 @1 et
0

t
2 :/ H'(z1) + 1 ® 1,
0
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vérifient : dz = H(x1), d2’ = H'(z1) et po(z) = po(2’) = y1. Nous obtenons
1 1
p/ (H—Hp(zy, -, 2p) :p/ (u(dzy, Hzay -+, Hap) — u(dz', H' xg, -+, H'z)p))
0 0

1

:p/ d(p(z, Hrg, -+ Hrp) — p(2', H'w, - -, H'y))
0

- p,u(pl(z - Z/),le.IQ, e 7p1pr)-

Comme |H(zp)| =0, il existe u € M; tel que du = pyHz,. Donc,

1
p/ (H - H/)M(xl’ o ‘,CI/’p) :pﬂ(pl(z - Z/)7p1H‘,E27 c 7du)
0

= ipdﬂ(m(z’ - Z/),le.’L‘Q, ) U’) = 0.

Sin > 1, alors H et H' coincident sur skg L. De plus, il existe y; € M; tel que
dyy = H(x1) = H'(z1). Par conséquent, on a

1 1
p [ U= o) =p [ (Har o o (H ~ H)a,) =
0 0

1
p/ {du<y17"'7pr—17<H_H/)xp) +/’L<y17"'7H$P_17(H_H/)dxp)} =0.
0

Ainsi les homotopies H et H' nous permettent de construire un élément I'(H, H')
de Hom(QL/QN, 7, (M))"~t, défini par

I'(H, H')([u]) = G(w).

4.2.2. Lemme. Soient f,g : sk, L — M deux morphismes de P-algebres différentielles
graduées, avec M connexe. Soient H,H' : sk,_1 L — M deuzr homotopies de f a g
qut coincident sur sk,,_o L. On supposen > 1. Alors

dU(H,H') = A(f,g,H') — A(f, g, H).

Démonstration. 11 suffit de montrer ’égalité dG = Cy» — Cy dans Hom(QL, 7, (M))".
Choisissons u dans (QL),, et [ dans L,, tels que u = p,(I). Alors,

G(dpu) = G(pp-1dl) = p/o (H— H")dl =

:p(g—h—/o H'd)(l)—p(g—h—/o Hd)(l)
:CHpnl—CHlpnl:(CH—CH/>(U).
Donc dT'(H,H') = A(f,g,H') — A(f, g, H). 0

4. Théorie de 'obstruction pour les algebres différentielles graduées 73



4.2.3. Lemme. Supposons n > 1. Soient H : sk,_1 L — M' une homotopie de
f ag et aun élément de Hom(QL/QN, 7. M), Alors il existe une homotopie
H :sk, L — M! de f a g vérifiant

ﬁ|5kn72L = H‘Skn,QL et

I'(H,H') = a.

Démonstration. Choisissons ¢ une section de p : Z,(M) — m,(M). Pour prouver
I’existence de H, il suffit de définir H sur W,,_, et sur sk,,_o L. Posons

‘H|Skn—2 L — H|Skn—2
H(z) = H(z) — dalp,_1(z)] @ dt, Yo € W, _1.

L’application H est bien définie : en effet dH (z) = H(dx) puisque ¢ est a valeurs dans
Zn(M). Par ailleurs, comme on a poH = poH = f et ppH = ptH = g, H est une
homotopie de f a g. Montrons que I'(H, H) = a. Comme pour tout = dans W,,_; on a

Let

Gpnr(z) = p / (H — H)(x) = p / d([pn1rt]) ® dt = ppa([pn_1]) = o([pn—17]),

nous en déduisons que I'(H, H)([pn_12]) = a([pn_17]), YV € W,_;. Or la composée des
deux applications o -]
Wi-1—(QL)n-1—(QL/QN)pn—1

est un isomorphisme, donc I'(H, H ) = a. a

4.2.4. Théoreme. Supposons n > 1. Soient f,g :sk,11 L — M deux morphismes de
P-algebres différentielles graduées a valeurs dans M conneze et soit H : sk, L — M?!
une homotopie entre f et g. Alors la classe de A(f, g, H) dans H"(QL/QN,m, M) est
nulle si et seulement si il existe une homotopie H : sk, L — M' de f & g qui coincide
avec H sur sk, _o L.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’apres le lemme 4.1.3 on a

puisque nous avons supposé que f et g sont définis sur sk,+1 L. En conséquence,
nous pouvons effectivement considérer la classe de A(f, g, H) dans H"(QL/QN, m,M).
Supposons qu’elle est nulle. Alors il existe & € Hom(QL/QN, 7, (M))" ! tel que do =
A(f,g,H) ; or d’apres le lemme 4.2.3, il existe une homotopie H :sk, 1L — M def
a g telle que Hl|s, .1 = Hl|sk, , 1 et T(H, H) = —a. En utilisant le lemme 4.2.2, nous
obtenons
dF<H7PNI) = —da = A(f?f]ag) - A(f?.g,H)7

ce qui implique A(f, g, H ) = 0. Nous appliquons alors le lemme 4.1.2 pour étendre H
en une homotopie de f a g a sk, L.

Réciproquement, s'il existe une homotopie H : sky, L— M T de J a g qui coincide
avec H sur sk, _o L alors, d’apres le lemme 4.2.2, dT'(H, H) = A(f,9,H)—A(f,9,H) =
—A(f,9,H). Donc la classe de A(f, g, H) s’annule dans H" Hom(QL/QN, m,(M)). O
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5. Construction “+4”

La construction “+” de Quillen [Qu4, Lol] permet d’obtenir & partir d’'un CW-
complexe X dont le 7 est un groupe parfait, un couple (i, X 1), ot Xt est un CW-
complexe simplement connexe et ot ¢ : X — X T réalise un isomorphisme en homologie.
T. Pirashvili [P] s’est inspiré de cette construction pour obtenir la construction “+” des
algebres de Lie simpliciales. Notre but est de montrer qu’une telle construction est
encore possible pour les algebres différentielles graduées sur une opérade de Koszul.

Rappelons les notations et définitions vues dans les sections précédentes et néces-
saires a la construction “+”. Soit P une opérade de Koszul unitale (i.e. P(0) = 0 et
P(1) = K). Soit A une P-algebre différentielle graduée. Le module des indécomposa-
bles de A, noté QA, est le quotient de A par A?, qui est I'image du produit

o (P(k)@s, AZF) - A.
k>2

On dit que A est parfaite si QA = 0 ou A? = A.

L’homotopie d’une P-algebre différentielle graduée A, notée m,(A), est ’homologie
du complexe sous-jacent ; si mo(A) = 0, alors A est dite connexe. Un modele quasi-
libre de A est une P-algebre différentielle graduée quasi-libre F' munie d’un morphisme
F — A qui réalise un isomorphisme en homotopie. Rappelons qu’'une P-algebre diffé-
rentielle graduée quasi-libre F', est une P-algebre graduée libre, c’est-a-dire F' est de la
forme T'(P, V') avec la notation

T(P,V) =9 (P(k)®s, VEF).

Nous définissons I’homologie de Quillen de A, notée HS(A), comme ’homologie du
complexe QF ; 'homologie de Quillen de A est indépendante du choix de F' (voir 2.7.5).
Rappelons que

HE(A) = Qmo(A) (voir 2.7.1) ;

par suite, si mp(A) est parfait, alors H(?(A) =0.

Considérons une P-algebre différentielle graduée A dont le 7y est parfait et choisis-
sons un modele quasi-libre F' de A. Nous procédons a la construction “+” de F. Plus
précisément, nous construisons un couple (i, F), o F* est connexe et i : FF — F*
est un morphisme quasi-libre qui réalise un isomorphisme en homologie de Quillen (voir
théoreme 5.1.1). La démonstration de l'existence se fait par adjonction cellulaire —
comme dans le cas topologique — et nous montrons 'unicité a 1’aide de la théorie de
I’obstruction développée dans la partie précédente.

Enfin, nous donnons quelques exemples de calcul d’homotopie de la construction
“+7. Notamment, nous déterminons 1’homotopie de sl(A)+ dans la catégorie des alge-
bres de Lie et dans la catégorie des algebres de Leibniz.
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5.1. Existence et unicité de la construction “+4”

5.1.1. Théoréme. Soit F' = T(P,V) une P-algébre différentielle graduée quasi-libre
telle que mo(F) soit parfait. Alors il existe un morphisme quasi-libre i : F — FT tel
que To(FT) =0 et HE(i) soit un isomorphisme. De plus, le morphisme i est universel
a homotopie prés parmi les morphismes F' — G tels que G soit connexe. En particulier
le couple (i, F'T) est unique a homotopie prés.

Démonstration. Nous montrons en premier lieu I’existence d’une telle construction, en
employant les méme méthodes que dans le cas classique. Tout d’abord, nous ajoutons
des 1-cellules de maniere a “tuer” 7y (F') ; ensuite, nous ajoutons des 2-cellules dans le
but de faire disparaitre I’homologie apparue dans la premiere étape. Rappelons qu’il y
a un décalage de degrés entre le cas classique et notre cas, (voir 3.1.1) ; c’est la raison
pour laquelle les 2 et 3-cellules deviennent des 1 et 2-cellules, et pour laquelle la notion
de simplement connexe se transforme en connexe.

Premiére étape. Soit M un sous-ensemble de Fy qui engendre la P-algebre mo(F). Soit
F'=T(P,V. @ Ke,) avec |e,,| =1 et d(e;,) = m. Le morphisme j : F — F’ est
meM

quasi-libre et il est clair que mo(F’) = 0. Le diagramme de suites exactes courtes

0o - F L o - Coker(j) — 0

! | ! !
0 — QF 2 QF" — Coker(Qj) — 0

induit le diagramme en homologie suivant :

Hi(F)
o1l
Hi(QF) 2 H, Coker(Qf) — Ho(QF).

Par définition, on a: Hy(F') = w1 (F') et Hi(QF') = HZ(F') ; le morphisme ¢,
n’est alors rien d’autre que le morphisme d’Hurewicz. Puisque mo(F’) = 0, alors ¢, est
un isomorphisme d’apres le théoreme d’Hurewicz 3.2.2.

Par hypothese mo(F) est parfait, donc Hyo(QF) = H(?(F) = 0. En conséquence, la
composée des applications p¢; est surjective. L’isomorphisme

Coker(Qj) ~ @ Ken,
meM
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implique que pour tout m € M, il existe «a,, € F] tel que da,,, = 0 et tel que la
projection de a,, sur @ Ke,, soit précisément e,,.
meM

Deuxiéme étape. Posons

Ft=T(P,V & Ke, & Kon),
meM meM

avec |op| = 2 et doy, = au,. Il est clair que ¢ : F'— F'* est un morphisme quasi-libre
et que mo(F 1) = 0. De I'isomorphisme

Coker(Qi)~ ® Ke, @& Kop,
meM meM

nous déduisons que Coker(Qi) est acyclique. Donc ¢ réalise un isomorphisme en ho-
mologie de Quillen et nous avons achevé la construction. O

Nous allons établir un lemme général qui entraine 1'universalité et 1'unicité a ho-
motopie pres de la construction “+4”.

5.1.2. Lemme. Soient F' =T(P,V) une P-algebre différentielle graduée quasi-libre et
i : F — F' un morphisme quasi-libre. Si HS(Z) est un tsomorphisme, alors pour tout
morphisme f : F' — G avec G connexe, le diagramme

admet un relevement unique a homotopie pres.

Démonstration. Les hypotheses de la théorie de I'obstruction sont vérifiées : la P-alge-
bre différentielle graduée F est quasi-libre et le morphisme F' — F' est quasi-libre ; de
plus, G est connexe. Posons F' = F VvV T(P,W), la filtration squelettale de F’ étant
donnée par

sk (F') = FVT(P, ,é"éo W,) et sk (F')=F

Nous pouvons construire un morphisme de P-algebres différentielles graduées fy
sko F" — G tel que le diagramme

5. Construction “+” 77



commute, en posant fo(Wy) = 0. La récurrence est alors enclenchée et nous appliquons
le théoreme 4.1.5 pour construire, étape par étape, un morphisme f, : sk, F/ — G
qui étend f puisque, l'espace vectoriel QF’/QF étant acyclique, tous les groupes de
cohomologie H" ™ Hom(QF'/QF, 7,(G)) sont nuls.

Montrons 1'unicité & homotopie pres d’'une telle application. Soient f/,¢" : F/ — G
deux morphismes de P-algebres différentielles graduées tels que f'|p = ¢'|r = f. Cela
nous donne une homotopie sur sk_; F/ = F' et nous pouvons appliquer le théoreéme
4.2.4. Les obstructions successives au relevement de cette homotopie se trouvent dans
les groupes de cohomologie H™ Hom(QF'/QF, 7,(G)) qui sont nuls. Par conséquent,
les morphismes f’ et ¢’ sont homotopes. a

En corollaire, nous obtenons 1'universalité du morphisme ¢ ; par ailleurs, 'unicité
du couple (i, FT) a homotopie pres provient de I'universalité de i.

5.1.3. Proposition. La construction “+7 est fonctorielle a homotopie pres dans la
catégorie des P-algebres différentielles graduées quasi-libres.

Démonstration. C’est une conséquence directe de I'universalité de la construction “+7”.
O

5.1.4. Proposition. Soient A une P-algebre différentielle graduée dont le my est
parfait, F' un modéle quasi-libre de A et F* sa construction “+7. L’homotopie et
I’homologie de Quillen de F™ ne dépendent pas du choix de F.

Démonstration. Soient F' et G deux modeles quasi-libres de A. D’apres la proposition
2.6.6, il existe un morphisme ¢ : F' — G qui fasse commuter le diagramme

G ——
™
N

d)\

N

N

a homotopie pres. En particulier ¢ est un isomorphisme en homotopie. En utilisant la
proposition précédente, il existe ¢ : F'™ — G telle que ¢ip = ig¢. Par conséquent, ¢
réalise un isomorphisme en homologie entre deux P-algebres connexes, donc d’apres le
théoreme de Whitehead 3.3.1, il réalise un isomorphisme en homotopie. O

5.1.5. Définition. Soit A une P-algebre différentielle graduée dont le 7y est parfait et
F un modele quasi-libre de A. Nous définissons ’homotopie et I’homologie de A™ par
les relations :

T (AY) =m (FT) et HR(AYT) = HY(F™).
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5.1.6. Proposition. Soit A une P-algebre différentielle graduée dont le my est parfait.
Les relations suivantes sont satisfaites :

To(AT) =0 et m(AY) ~ HR(A) = HF (A).

Démonstration. La premiere relation est contenue dans la définition de la construction
“+7. La deuxieme relation provient du théoreme d’Hurewicz 3.2.2 ainsi que de la
comparaison entre I’homologie de Quillen et I’homologie opéradique (voir 2.7.7). O

5.2. Calcul de I’homotopie de sl(A)+

Nous nous proposons dans ce paragraphe de calculer 'homotopie de sl(A)+, ou A
est une algebre associative unitaire sur le corps K.

Rappelons que gl,.(A) désigne I'algebre de Lie (ou de Leibniz) des matrices carrées
de taille 7 munie du crochet [o, §] = a3 — Bov. L’inclusion canonique gl,.(A) — gl,. ., (A4)
est un morphisme d’algebres de Lie. Nous notons gl(A4) la limite inductive de ces
inclusions canoniques. Soit sl(A) le noyau de I'application trace

Tr : gl(A) — A/[A, A].

Alors sl(A) est une algebre de Lie parfaite. Rappelons que 'homologie de Chevalley-
Eilenberg de sl(A) est I'homologie du complexe suivant :

d
o= ATsl(4) — A"Tsl(A) — - — sl(A) — 0, avec

digi A Agn)= D (1) g g ] AL A NG A Agi A A g
1<i<j<n

C’est aussi ’homologie opéradique de sl(A), que nous avons notée H5¢(A). Comme
sl(A) est une algebre de Lie parfaite, nous avons

HEC(s1(A) =0 et HF*°(sl(A)) = 0.

Par ailleurs, sl(A) peut étre considérée comme une algebre de Leibniz et son ho-
mologie opéradique, HZ®P(A), est 'homologie de Leibniz de sl(A), notée HL(sl(A))
par J.-L. Loday (voir par exemple [Lo2]). Rappelons que c’est I’homologie du complexe

RXn d Rn—1
-—  sl(4) —  sl(4) — .+ — sl(4) — 0, avec
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dgi® - 0g)= > (Vg ® 06 100,00 @4 & gn.
1<i<y<n

Et de méme que précédement, nous avons

HEP(s1(A)) =0 et HEP(s1(A)) = 0.

Soit P une opérade de Koszul unitale (P(0) = 0, P(1) = K). Nous supposerons par
la suite, que pour tout n, I’espace vectoriel P(n) est de dimension finie. Rappelons que
P désigne I'opérade quadratique duale de P (voir 1.2.4) et qu'une P'-cogebre graduée
libre est de la forme

C(P,V)=a (P'(n)*@V®")5 (voir 1.1.9).

n>1

L’homologie opéradique d’une P-algebre différentielle graduée X est I’homologie du
complexe Cp(X) qui est la P'-cogebre graduée libre sur sX munie d’une différentielle
particuliere (voir 1.4.2).

5.2.1. Proposition. Soit X une P-algebre différentielle graduée dont I’homologie est
une P'-cogebre graduée libre : HF (X) = C(P', V). Alors

a) il existe un quasi-isomorphisme de P'-cogébres Cp(X) — HF (X) ;

b) si X est connexe, alors m.(X) est isomorphe d s~V

Démonstration. a) On a l'isomorphisme d’espaces vectoriels suivant :
Cp(X) = H](X) & B.(X) ® Q,

ou B,(X) représente le sous-espace vectoriel des bords de X. Ainsi, il existe un mor-
phisme d’espaces vectoriels différentiels gradués ¢ : Cp(X) — HP(X). Donc, il existe
un morphisme d’espaces vectoriels différentiels gradués p¢ : Cp(X) — V, ou p est la
projection de C(P',V) dans V. Par propriété universelle de la cogebre libre, il existe
un unique morphisme de P'-cogebres différentielles graduées ¢ : Cp(X) — HP(X)
tel que pip = p¢p. Par ailleurs, toujours par propriété universelle, m, (1)) est 'unique
morphisme de P'-cogebres graduées tel que pm, (1)) = pm.(¢). Cela implique que 1 est
un quasi-isomorphisme.

b) Supposons que X est connexe. Quitte a remplacer X par sa troncature

Zn, =X, pour n > 1,
Z1 =Ker(d : X; — Xp) et
ZO :07

nous pouvons supposer Xg = 0. Sous ces conditions, on a nécessairement H (X) = 0
pour ¢ = 0,1; donc V) = V; = 0. Par conséquent, le morphisme v est un quasi-iso-
morphisme entre P'-cogebres 2-réduites. Le foncteur Tp préserve alors ce quasi-isomor-
phisme (voir 1.4.5). Remarquons que C(P',V) = Cp(s~1V), ot s 1V est considérée
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comme P-algebre triviale de différentielle nulle. Alors, les morphismes du diagramme

TrCp(X) — Tp(HI (X))
! !
X sTV

sont tous des quasi-isomorphismes, donc
(X)) = 7 (s71V) = 571V, O

5.2.2. Proposition. Soit A une algébre associative unitaire. Considérons la construc-
tion “47 de sl(A) dans la catégorie des algébres de Lie différentielles graduées. Alors

T (s1(A)T) ~ HC,(A),
ou HC,(A) est I’homologie cyclique de A réduite, c’est-a-dire

HCy(A)=0 et HC;(A) = HC;(A), pouri > 0.

Démonstration. La démonstration utilise essentiellement des résultats déja connus.
Nous savons, d’apres le théoreme de Loday-Quillen et Tsygan [Lo-Q, Lo2, Ts] qu’il
existe un isomorphisme d’algebres de Hopf

HE*(gl(A)) = AL (HC(A)1)).

La démonstration de ce théoreme se fait en deux étapes. Tout d’abord, on calcule
la partie primitive de la cogebre HX¢(gl(A)). Pour la deuxieme étape, on remarque
que la somme directe des matrices [Lo2] confere & HZ*®(gl(A)) une structure d’alge-
bre de Hopf commutative et co-commutative. Il suffit alors, d’appliquer le théoreme
de Cartan-Milnor-Moore pour démontrer le résultat. En reprenant la démonstration,
il n’est pas difficile de montrer qu’on a l'isomorphisme de cogebres co-commutatives
suivant :

H*(s1(A)) = A (HC(A)[1]).

Or HEe(sl(A)") = HEe(sl(A)), et sl(A)" est connexe, donc en appliquant la proposi-
tion 5.2.1, nous obtenons l'isomorphisme :

T (sl(A)T) ~ HC,(A). O

5. Construction “+” 81



5.2.3. Proposition. Soit A une algébre associative unitaire. Considérons la cons-
truction “+” de sl(A) dans la catégorie des algebres de Leibniz différentielles graduées.
Alors

T, (sl(A)T) ~ HH,(A),

ot HH . (A) est ’homologie de Hochschild de A réduite, c’est-a-dire

ﬁo(A) =0 et WZ(A) = HHZ(A), pour 1 > 0.

Démonstration. D’apres le théoreme de Cuvier-Loday [C, Lo2]|, il existe un isomorphis-
me d’espaces vectoriels gradués

HL(gl(A) =~ T(HH(A)[1).

J.-M. Oudom a ammélioré ce théoreme en montrant que cet isomorphisme est un iso-
morphisme de cogebres de Leibniz-dual graduées [O], et un isomorphisme de groupes
abéliens dans la catégorie des Eeib!—cogébres graduées, la structure de groupe étant
induite par la somme directe des matrices. En reprenant la démonstration (calcul des
primitifs, structure de groupe), nous obtenons un isomorphisme de cogebres de Leibniz-
dual graduées :

HL(sl(A)) ~T(HH(A)[1]).
Enfin nous appliquons la proposition 5.2.1 pour obtenir le résultat. O

5.2.4. Remarque. Lorsque X est une P-algebre différentielle graduée parfaite munie
dun produit X x X — X qui induit une structure de groupe sur H (X) dans la ca-
tégorie des P'-cogebres graduées, nous pouvons appliquer le théoreme de structure des
groupes de Fresse [Fr3] : alors H (X) est une P'-cogebre graduée libre et, en appliquant
la proposition 5.2.1, nous obtenons

7 (XT) ~ s Prim H (X).

82



[Au]

[Bal]

[B-L]

[Bo-G]

D-S]

[F-H-T]

Bibliographie

M. AuBRy, “Homotopy theory and models” DMV seminar, Band 24 (1995),
Birkhauser.

D. BALAVOINE, Homology and cohomology with coefficients of an algebra over
a quadratic operad, J. Pure Algebra (a paraitre).

H.J. BAUES, J.-M. LEMAIRE, Minimal models in homotopy theory, Math.
Ann. (3)225 (1977), 219-242.

A.K. BousrieLD, V.K.A.M. GUGENHEIM, On PL De Rham theory and ra-
tional homotopy type, Mem. of A.M.S (8)179 (1976).

C. CUVIER, Homologie des algebres de Leibniz, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup.
27 (1994), 1-45.

W.G. DWYER, J. SPALINSKI, Homotopy theory and model categoriesin “Hand-
book of algebraic topology”, Elsevier (1995).

Y. FELIX, S. HALPERIN, J.-C. THOMAS, Differential graded algebras in topo-
logy, in “Handbook of algebraic topology”, North-Holland (1995), 829-865.

Y. FrLix, J.-C. THOMAS, Homotopie rationnelle, dualité et complémentarité
des modeéles, Bull. Soc. Math. Belgique 23 (1981), 7-19.

T.F. Fox, M. MARKL, Distributive laws, bialgebras, and cohomology, in “Ope-

rads : Proceedings of renaissance conferences, J.-L.. Loday and al.”, Contemp.
Math. 202 (1997), 167-205.

B. FRESSE, Lie theory of formal groups over an operad, Journal of Algebra
202 (1998), 455-511.

B. FRESSE, Algébre des descentes et cogroupes dans les algébres sur une opé-
rade, Bull. Math. Soc. Fr., a paraitre.

B. FRrESSE, Cogroups in algebras over an operad are free algebras, Comment.
Math. Helv., a paraitre.

B. FRESSE, Homologie de Quillen pour les algebres de Poisson, C. R. Acad.
Sci. Paris Sér. T Math. 326 (1998), 1053-1058.

Bibliographie 83



[Ge-J]

(Gi-K]

[Gr-M]

[Lil]

ILi2]

[Lol]

[Lo2]

[Lo3|

[Lo4]

[Lo5]

[Lo-P]

[Lo-Q]

[ML1]

IML2]

E. GETZLER, J.D.S. JONES, Operads, homotopy algebra and iterated integrals
for double loop spaces, prepublication, 1994.
Internet : http: //xxx.lanl.gov/abs/hep-th/9403055.

V. GINZBURG, M. KAPRANOV, Koszul duality for operads, Duke J.Math.
(1)76 (1994), 203-272.

P.A. GrIFrITHS, J.W. MORGAN, “Rational homotopy theory and differential
forms”, Progress in Math. 16 (1981), Birkh&user.

A. JovaL, Foncteurs analytiques et especes de structure, dans “Combinatoire
énumérative”, Springer Lecture Notes in Math. 1234 (1986), 126-159.

M. LIVERNET, Homotopie rationnelle des algébres de Leibniz, C. R. Acad. Sci.
Paris Sér. T Math. 325 (1997) 8, 819-823.

M. LIVERNET, Rational homotopy of Leibniz algebras, Manus. Math. 96
(1998) 3, 295-315.

J.-L. LoDAY, K-théorie algébrique et représentations de groupes, Ann. scient.
Ec. Norm. Sup. 4¢ série 9 (1976), 309-377.

J.-L. LopAy, “Cyclic homology”, Springer Grund. der Math. Wiss. 301,
1992.

J.-L. LoDAY, Une version non-commutative des algebres de Lie : les algébres
de Leibniz, Ens. math. 39 (1993), no 3-4, 269-293.

J.-L. LobAy, Cup-product for Leibniz cohomology and dual Leibniz algebras,
Math. Scand. 77 (1995), 189-196.

J.-L. LopAY, La renaissance des opérades, dans “Séminaire Bourbaki, 1994-
1995”7, Astérisque 237 (1996), 47-74.

J.-L. LobpAy, T. PIRASHVILI, Universal enveloping algebras of Leibniz algebras
and (co)homology, Math. Ann. 296 (1993), 291-398.

J.-L. LopAY, D. QUILLEN, Cyclic homology and the Lie algebra homology of
matrices, Comment. Math. Helvetici 59 (1984), 565-591.

S. MAc LANE, “Homology”, Springer Grund. der Math. Wiss. 114, 1963.

S. MAc LANE, “Categories for the working mathematicians”, Springer Gr.
Texts in Math. 5, 1971.

84



[Sc-St]

M. MARKL, Distributive laws and Koszulness, Ann. Inst. Fourier 46 (1996),
307-323.

J.P MAY, “The geometry of iterated loop spaces”, Springer Lecture Notes in
Maths 271, 1972.

J.C. MOORE, Differential homological algebra, Proc. Int. Cong. Math. I,
(1970), 1-5.

J. NEISENDORFER, Lie algebras, coalgebras, and rational homotopy theory for
nilpotent spaces, Pac. J. Math. (2)74 (1978), 429-460.

J.-M. Oubpowm, Coproduct and cogroups in the category of graded dual Leibniz
algebras, in “Operads : proceedings of renaissance conferences, 1995”, Con-
temp. Math. 202 (1997), 115-135.

T. PIRASHVILI, “4”-construction for Lie algebras, Bull. Acad. Sci. Geor.
SSR 118, n°2, (1985) 253-258.

S. PRIDDY, Koszul resolutions, Trans. AMS 152 (1970), 39-60.

D. QUILLEN, “Homotopical Algebra”, Springer Lecture Notes in Math. 43,
1967.

D. QUILLEN, On the (co)homology of commutative rings, Proc. Symp. Pure
Math. 17 (1968), 65-87.

D. QUILLEN, Rational Homotopy theory, Ann. of Math. (2)90 (1969), 205-295.

D. QUILLEN, Cohomology of groups, Actes Congres Intern. Math. 2 (1970),
47-51.

M. ROTHENBERG, G. TRIANTAFILLOU, An algebraic model for G-simple ho-
motopy types, Math. Ann. 269 (1984), 301-331.

M. SCHLESSINGER, J. STASHEFF, The Lie algebra structure of tangent coho-
mology and deformation theory, J. Pure Appl. Algebra 38 (1985), 313-322.

D. SULLIVAN, Infinitesimal computations in Topology, Publ. 1.H.E.S. 47(1977),
269-331.

M.E. SWEEDLER, “Hopf algebras”, Benjamin, 1969.

Bibliographie 85



D. TANRE, “Homotopie rationnelle : Modeles de Chen, Quillen, Sullivan”,
Springer Lecture Notes in Math. 1025, 1980.

B.L. TsYGAN, The homology of matrix Lie algebras over rings and the Hochs-
child homology (en russe), Uspekhi Mat. Nauk. 38 (1983), 217-218, Russ.
Math. Survey (2) 38 (1983), 198-199 (traduction anglaise).

86



