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L’objectif de ce cours est de proposer une introduction aux divers as-
pects algébriques, analytiques et géométriques d’un des objets les plus
riches et les plus importants des mathématiques, qui est la source de plu-
sieurs domaines de la recherche contemporaine.

De nombreuses passages de ces notes sont directement empruntés au
livre [Sai2011]. Deux autres importantes sources d’inspiration, dont nous
reprenons certaines figures, sont les textes de J.B. Bost [Bos1992] et É.
Reyssat [Rey1989].
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CHAPITRE I

Introduction

I.1. Définitions et premières propriétés

Une surface de Riemann est définie comme une variété complexe de
dimension 1 :

Définition I.1.1 (Surface de Riemann). — Une surface de Riemann est
un espace topologique X (connexe, séparé) muni d’un atlas {(Uλ,ϕλ)}λ∈Λ
où (Uλ)λ∈Λ forme un recouvrement ouvert de X et les ϕλ : Uλ → Vλ sont
des homéomorphismes vers des ouverts de C (les cartes) tels que les
compositions

ϕλ ◦ϕ−1
µ :ϕµ(Uλ ∩Uµ)→ϕλ(Uλ ∩Uµ)

sont des transformations biholomorphes (c’est-à-dire des bijections
holomorphes).

Avec cette définition, on peut étendre immédiatement les propriétés
et objets locaux de C et définir les notions de fonctions et de formes
holomorphes ou méromorphes, d’applications holomorphes et de biho-
lomorphismes (ou isomorphismes) entre surfaces de Riemann :

– Une fonction complexe ψ définie sur un ouvert U ⊂ X est holo-
morphe si pour tout P ∈U et pour toute carte (Uλ,ϕλ) telle que P ∈
Uλ, la fonction ψ ◦ϕ−1

λ est holomorphe au voisinage de z = ϕλ(P).
De plus : la fonction ψ a un zéro d’ordre n en P si et seulement si
ψ ◦ϕλ a un zéro d’ordre n en z .
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– De la même manière on définit les fonctions méromorphes sur les
surfaces de Riemann ainsi que l’ordre d’un pôle d’une fonction mé-
romorphe.

– Une application continue f : Y →X entre deux surfaces de Riemann
est holomorphe si, pour toute carte locale (Uλ,ϕλ) dans X , l’appli-
cation ϕλ ◦ f est holomorphe. Une telle application est un isomor-
phisme de surfaces de Riemann, ou un biholomorphisme, si c’est un
homéomorphisme et son inverse est holomorphe.

On noteM (X ) le corps des fonctions méromorphes sur une surface de
Riemann X .

Remarque I.1.2. — Ces définitions ne dépendent pas de la carte choisie,
notamment l’ordre des pôles et zéros car les changements de cartes sont
des biholomorphismes.

Parmi les propriétés des fonctions holomorphes qui s’étendent aux
fonctions sur les surfaces de Riemann, on commence par citer le théo-
rème d’extension holomorphe d’une fonction bornée sur un disque
épointé :

Proposition I.1.3. — Soient U un ouvert d’une surface de Riemann X , p
un point de U et f holomorphe bornée sur U \ {p}. Alors f s’étend en une
fonction holomoprhe sur U

Démonstration. — Cela découle immédiatement du théorème d’exten-
sion des fonctions holomorphes bornées sur un disque épointé de C
[Rud1987] en considérant une carte locale autour de p .

Une autre propriété importante est le fait que deux fonctions holo-
morphes qui coïncident sur un ensemble avec un point d’accumulation
coïncident partout :

Proposition I.1.4. — Soient U ⊂ X un ouvert connexe, D ⊂ U un sous-
ensemble possédant un point d’accumulation et deux fonctions f et g mé-
romorphes sur U.

Si f et g coïncident sur D, elles coïncident sur U.

Démonstration. — On commence par choisir un ouvert de carte Uλ tel
que Uλ ∩D a un point d’accumulation. Dans cette carte locale, on peut
appliquer le résultat pour les fonctions holomorphes surC [Rud1987] : f
et g coïncident donc sur U ∩Uλ. Maintenant, si Uµ est un autre ouvert
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de carte qui intersecte U ∩Uλ, f et g sont holomorphes sur U ∩Uµ, coïn-
cident sur l’ouvert non-vide U ∩Uλ ∩Uµ, donc – en appliquant encore
une fois la même propriété – f et g coïncident aussi sur U ∩Uµ.

On propage ainsi l’égalité f = g de proche en proche à tout l’ouvert
U .

Une conséquence de cette dernière proposition et du principe du
maximum est que, sur une surface de Riemann compacte, les fonctions
holomorphes sont constantes.

Théorème I.1.5. — Toute fonction holomorphe sur une surface de Rie-
mann compacte est constante.

Démonstration. — Soit X une surface de Riemann compacte. Le mo-
dule d’une fonction holomorphe f sur X est continu. Il atteint son maxi-
mum en un point. La fonction f est donc constante sur toute carte locale
autour de ce point, d’après le principe du maximum pour les fonctions
holomorphes sur C [Rud1987]. En utilisant la proposition précédente (X
est supposée connexe dans la définition) on conclut que f est constante
sur X .

I.2. Trois exemples simplement connexes

On décrit ici trois exemples simplement connexes de surfaces de Rie-
mann. Le théorème d’uniformisation, qu’on verra plus loin, énonce que
ce sont les seuls et que toute surface de Riemann est un quotient d’un de
ces exemples. On décrira donc les groupes d’automorphismes de chacun
de ces exemples ce qui permettra plus tard de décrire leurs quotients.

I.2.1. Le planC

Le plan est évidemment une surface de Riemann simplement
connexe !

I.2.2. Le disqueD ou le demi-plan supérieurH

Tout ouvert simplement connexe de C est une surface de Riemann
simplement connexe. Cependant, du point de vue des surfaces de Rie-
mann, ils ne donnent qu’un seul exemple en plus de C lui-même. En
effet, le théorème de représentation conforme de Riemann [Rud1987]
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énonce que tout ouvert simplement connexe de C différent de C est bi-
holomorphe au disque unité

D= {z ∈C | |z |< 1}.

Nous préférerons souvent au disque le demi-plan supérieur

H= {z ∈C | Im (z )> 0}.

Un biholomorphisme entre D etH est donné par

D → H
z 7→ i 1+z

1−z

et s’étend en un homéomorphisme des bords : S1 ' ∂ D ∼−→ ∂H'RP1.

I.2.3. La sphère de RiemannC ouCP1

En plus deC et de ses ouverts, un exemple fondamental de surface de
Riemann est la sphère de Riemann : on peut en effet recouvrir la sphère
unité

S2 := {(X , Y ,Z )∈R3 ; X 2+Y 2+Z 2 = 1}

par les deux ouverts S2 \N et S2 \S (où S = (0, 0,−1) et N = (0, 0, 1) sont les
pôles sud et nord) que l’on munit des projections stéréographiques (voir
figure 1)

ϕN : S2 \N → R2 'C
P = (X , Y ,Z ) 7→ X+i Y

1−Z

et
ϕS : S2 \S → R2 'C

P = (X , Y ,Z ) 7→ X−i Y
1+Z .

Pour un point P de la sphère différent des pôles, on vérifie l’équation
ϕN (P) = 1/ϕS(P) ; puisque z 7→ 1/z est une fonction holomorphe sur C∗,
cela munit la sphère d’une structure de surface de Riemann, notéeC, que
l’on peut penser comme la compactification naturelle C∪ {∞} de C par
un point à l’infini, ou de manière équivalente comme la droite projective
CP1. Les deux notations cohabitent d’ailleurs dans ces notes.

Remarque I.2.1. — Une application méromorphe sur une surface de
Riemann X peut être vue comme une fonction holomorphe de X vers
CP1.
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FIGURE 1. Projection stéréographique

I.2.4. Leurs groupes d’automorphismes

On détermine ici le groupe d’automorphisme de chacun des trois
exemples, en commençant par déterminer le corps des fonctions méro-
morphes sur CP1.

Théorème I.2.2. — Le corps des fonctions méromorphesM (CP1) est iso-
morphe au corps des fractions rationnelles C(z ) au-dessus de C.

Démonstration. — Toute fraction rationnelle r (z ) ∈ C(z ) définit une
fonction méromorphe surCP1. Réciproquement, considérons une fonc-
tion méromorphe f sur CP1. Quitte à post-composer par z 7→ 1

z , on peut
supposer que f (∞)∈C. Dans la coordonnée ϕN on écrit :

f N (:= f ◦ϕ−1
N ) =

m
∑

i=1

p i (z )+q (z ),

où

p i (z ) =
b i ,m i

(z −a i )m i
+ . . .+

b i ,1

z −a i

est la partie principale du polynôme de Laurent de f autour d’un pôle
a i , et q (z ) est une fonction holomorphe sur C. Comme ∞ n’est pas un
pôle de f , alors q (z ) est bornée et donc constante. Ainsi :

f N =
m
∑

i=1

p i (z )+ c

est une fraction rationnelle.
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Le groupe des automorphismes de CP1 est donc le groupe des frac-
tions rationnelles bijectives. Ce sont les homographies :

Proposition I.2.3. — Le groupe Aut(CP1) des automorphimes de la
sphère de Riemann est le groupe de Moebius PGL(2,C) agissant par
homographie :

�

a b
c d

�

.z =
a z +b

c z +d
.

Démonstration. — On vérifie d’abord que cette action est bien définie
(i.e. ne dépend pas du représentant choisi de l’élément de PGL(2,C)) et
est une action par automorphisme : l’inverse de l’action d’une matrice
est donnée par l’action de la matrice inverse. On vérifie enfin élémen-
tairement que cette action est bien fidèle (deux éléments différents de
PGL(2,C) n’agissent pas de la même façon).

Il reste à montrer que tout automorphisme est une homographie. Un
automorphisme étant une application méromorphe, le théorème précé-
dent implique que c’est une fraction rationnelle P

Q . Elle doit être injective,

or P
Q = z a autant de racines que le maximum des degrés de P et Q . Donc

le numérateur et le dénominateur sont de degré au plus 1 et P
Q (z ) =

a z+b
c z+d

pour certains a , b , c et d dans C. Comme la fraction rationnelle est sur-
jective, elle ne doit pas être constante. Donc le dénominateur et le nu-
mérateur ne sont pas proportionnels, autrement dit on a a d − b c 6= 0.
On voit que P

Q est donnée par l’action d’un élément de GL(2,C).

On détermine les automorphismes du plan en les étendant en des au-
tomorphismes de CP1 :

Proposition I.2.4. — Le groupe Aut(C) des automorphismes du plan est
le groupe affine Aff(C) des transformations affines de C,

Démonstration. — D’après la proposition I.1.3, un automorphisme f de
C s’étend holomorphiquement àCP1 en posant f (∞) =∞ et cette exten-
sion est un automorphisme deCP1. C’est donc une homographie qui fixe
l’infini, donc une application affine de la forme z 7→ a z +b .

Le groupe d’automorphisme du disque se détermine grâce au lemme
de Schwarz (qui se montre facilement à l’aide du principe du maximum
[Rud1987]) :
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Lemme I.2.5. — Toute fonction holomorphe f de D dans D fixant 0 véri-
fie | f (z )|¶ |z | pour z ∈D et | f ′(0)|< 1. De plus, si | f ′(0)|= 1, alors il existe
a ∈C avec |a |= 1 et f (z ) = a z

On obtient :

Proposition I.2.6. — Le groupe Aut(D) des automorphismes du demi-
plan est le groupe PU(1, 1) agissant par homographie.

Démonstration. — D’abord, l’action par homographie du groupe
PU(1, 1) – donnée, pour tout a ,b avec |a |2 − |b |2 = 1, par z → a z+b

−b̄ z+ā
– envoie D dans lui-même, est transitive. Donc, étant donné un biho-
lomorphisme f , quitte à composer par une telle homographie, on peut
supposer qu’il fixe 0. D’après le lemme précédent, | f ′(z )| < 1. Comme
ce doit être vrai pour sa réciproque, on a finalement | f ′(0)| = 1, donc il
existe t tel que f (z ) = e i t z . Donc f est donnée par l’action de la matrice
�

e i t
2 0

0 e−i t
2

�

de U(1, 1).

On en déduit, grâce au biholomorphisme donné entre D et H, le
groupe des biholomorphisme deH :

Corollaire I.2.7. — Les groupe Aut(H) des biholomorphismes du demi-
plan est le groupe PSL(2,R) agissant par homographie.

Démonstration. — On le déduit de deux remarques : l’isomorphisme
donné entre D et H se prolonge en un automorphisme de CP1. De plus,
la description des automorphismes deDmontre que ce sont exactement
les automorphismes deCP1 qui préserventD. Ainsi les automorphismes
deH sont les automorphismes de CP1 préservantH.

Il reste à déterminer ces derniers. S’ils préserventH, ils préservent son
bord ∂H = RP1. On voit facilement qu’ils sont donc donnés par l’action
d’un élément de GL(2,R). De plus, pour préserver H, il faut que le dé-
terminant soit positif. Donc, quitte à renormaliser, ils sont donnés par
l’action d’un élément de SL(2,R).

Concluons en mentionnant les diverses transitivités de l’action de ces
groupes :

1. Aut(H) est 1-transitif et un élément de ce groupe est complètement
déterminé par l’image d’un point deH et d’un point de ∂H (auquel
l’action du groupe se prolonge par continuité).
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2. Aut(C) est 2-transitif et un élément de ce groupe est complètement
déterminé par les images de deux points distincts de C.

3. Aut(CP1) est 3-transitif et un élément de ce groupe est complète-
ment déterminé par les images de trois points distincts de CP1.

I.3. Structures conformes

Un théorème de Gauss fournit une large source d’exemples de sur-
faces de Riemann. Nous expliquons ce théorème dans cette section.
On peut le réinterpréter en disant que toute métrique riemannienne
analytique réelle sur une surface analytique la munit d’une structure de
surface de Riemann. L’interaction entre cette structure et la géométrie
de la métrique est au cœur de la théorie de Hodge que nous détaillons
plus loin. Gauss démontre que toute surface (analytique) est localement
conformément équivalente au plan euclidien(1).

On appelle carte conforme un système de coordonnées locales (x , y )∈
R2 dans lequel la métrique prend la forme m (x , y )(d x 2+d y 2). Le théo-
rème de Gauss s’énonce alors :

Théorème I.3.1 (Gauss). — Soit g une métrique riemannienne analy-
tique réelle, définie au voisinage d’un point p sur une surface analytique.
Alors il existe une carte conforme V → R2 définie sur un voisinage ouvert
de p et à valeurs dans le plan euclidien.

Remarque I.3.2. — Après avoir pris des coordonnées au voisinage de p ,
on dispose donc d’une métrique analytique g dans un voisinage U de
l’origine dans R2.

Pour mieux comprendre la démonstration de Gauss, commençons
par démontrer un théorème analogue mais dans le cas où l’ouvert U est
muni d’une métrique lorentzienne g . On se donne donc en chaque point
de U une forme quadratique de signature (+,−) et il s’agit de montrer
que cette métrique lorentzienne est conforme à la métrique lorentzienne
standard d x 2−d y 2 deR2 (pour une généralisation évidente du concept
de conformité dans le cadre lorentzien).

(1)Mentionnons que, pour Gauss, les surfaces sont plongées dans l’espace et munies

de la métrique induite.
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En chaque point de U , la métrique g définit deux droites sur lesquelles
elle s’annule : les deux directions isotropes. Localement, on peut trouver
deux champs de vecteurs non singuliers qui paramètrent ces directions.
Lorsqu’on les intègre, on définit ainsi deux réseaux de courbes isotropes
qui s’intersectent transversalement. Pour la métrique lorentzienne stan-
dard d x 2−d y 2, ces courbes ne sont bien entendu que les droites paral-
lèles de pente ±1.

On fixe maintenant l’origine O comme point base dans U et on choisit
arbitrairement un point P0 de R2. Par le point O passent deux courbes
isotropes C1 et C2. Par P0 passent deux droites isotropes D1 et D2 de
la métrique lorentzienne standard de R2. On envoie C1 sur D1 par un
difféomorphisme f 1 arbitraire, et C2 sur D2 par un autre difféomor-
phisme f 2. Soit maintenant un point m de U suffisamment proche de
l’origine. Par m passent deux courbes isotropes eC1 et ÝC2. Quitte à res-
treindre l’ouvert U en un ouvert plus petit V , on peut supposer que ÝC1

intersecteC2 en un seul point p2, et l’autre,ÝC2, intersecteC1 en un seul
point p1.

La carteψ que l’on cherche à construire est celle qui envoie le point m
de V sur le point M = ψ(m ) de R2, intersection des droites isotropes
de R2 passant par les points P1 = f 1(p1) et P2 = f 2(p2). La transforma-
tion ψ ainsi définie envoie courbes isotropes de V sur droites isotropes
de R2 et donc directions isotropes de la métrique lorentzienne g sur V
sur directions isotropes de la métrique lorentzienne standard deR2 (voir
figure 2). Autrement dit, on redresse les deux champs de vecteurs direc-
teurs .

Remarquons – c’est un point crucial – que deux formes quadratiques
de signature (+,−) sur un espace vectoriel réel de dimension 2 sont pro-
portionnelles si et seulement si elles ont les mêmes directions isotropes.

On peut donc écrire ψ∗g = m (x , y )(d x 2 − d y 2) où m est une fonc-
tion qui ne s’annule pas. Autrement dit, ψ est une carte conforme et le
théorème de Gauss est établi dans le cadre lorentzien (sans hypothèse
d’analyticité).

Revenons maitenant au théorème de Gauss. Dans ce cas, g est une
métrique riemannienne analytique réelle, il n’y a pas de direction iso-
trope. Pour y remédier, on complexifie l’ouvert U en un ouvert Û ⊂ C2 ;
c’est un voisinage ouvert de U considéré maintenant comme contenu
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FIGURE 2. Théorème de GAUSS, version lorentzienne

dans C2. On notera ĝ 0 = d x 2 + d y 2 la métrique « riemannienne com-
plexe » standard de C2, où x et y sont les coordonnées (complexes !)
usuelles sur C2 (à strictement parler ce n’est pas une métrique rieman-
nienne puisque cette forme quadratique prend des valeurs complexes).
Les coefficients de la métrique g étant des fonctions analytiques réelles,
on peut – quitte à diminuer Û – prolonger g de manière unique en
une métrique ĝ analytique complexe (i.e. holomorphe) sur l’ouvert Û .
Puisque les coefficients de g sont réels, ĝ est invariant par la conju-
gaison complexe (x , y ) 7→ (x̄ , ȳ ). Sur C2 on dispose de deux réseaux
transverses de droites complexes isotropes pour la métrique standard
ĝ 0, d’équations y = ±i x + cste. Sur Û on dispose de deux champs de
droites complexes holomorphes, isotropes pour la métrique ĝ . On les
intègre pour obtenir deux champs de courbes holomorphes se coupant
transversalement (ces courbes dans C2 correspondent à des surfaces
dans R4).

On envoie alors l’origine O de U sur un point réel arbitraire P0 de
R2 ⊂C2. Par O passe une courbe complexe isotropeC1. Par O passe éga-
lement la courbe complexeC2 transformée par conjugaison complexe de
la courbeC1. À l’aide de ces courbes on définit, exactement comme dans
le cadre lorentzien, une transformation ψ̂ d’un voisinage V̂ de O inclus
dans Û , à image dans C2. Le difféomorphisme ψ̂ a la propriété addi-
tionnelle d’être invariant par la conjugaison complexe. Il induit donc un
difféomorphisme de V = V̂ ∩R2 sur son image ψ̂(V̂ ) ∩R2. Le fait que
la complexification d’un difféomorphismeψ préserve les directions iso-
tropes de la complexification d’une métrique signifie précisément que la
carte est conforme. Le théorème de Gauss est établi. �

Bien entendu, les cartes conformes locales ψ ne sont pas uniques.
Deux d’entre elles différent par une transformation conforme du plan. Il



I.4. COURBES ELLIPTIQUES 13

s’agit donc de décrire la nature des transformations (x , y ) 7→ (X , Y ) entre
ouverts deR2 préservant la structure conforme standard ce qui s’exprime
par d X 2+d Y 2 =m (x , y )

�

d x 2+d y 2
�

pour une certaine fonction m .
Autrement dit, il faut et il suffit que la différentielle soit une similitude

en tout point. Si l’on suppose que l’orientation est préservée (similitude
directe), ceci s’écrit en formules

∂ X

∂ x
=
∂ Y

∂ y
;
∂ X

∂ y
=−

∂ Y

∂ x
.

On reconnaît bien sûr les équations de « Cauchy-Riemann » qui expri-
ment que X + i Y est une fonction holomorphe de x + i y .

Résumons ce que Gauss obtient :

Toute surface (analytique et orientée) peut être représentée par des
cartes locales conformes préservant l’orientation à valeurs dans le plan
euclidien, identifié au plan complexe. Deux de ces cartes diffèrent d’un
changement de cartes holomorphe.

Toute métrique riemannienne sur une surface orientée définit donc
une surface de Riemann.

Le théorème de Gauss que nous avons établi dans le cas des métri-
ques analytiques réelles reste vrai pour des métriques C∞ ou même
mesurables, mais il est alors bien plus difficile. Il sera démontré par Korn
en 1914 et Lichtenschtein en 1916 dans le cadre C∞, et finalement par
Ahlfors et Bers en 1960 dans le cadre mesurable.

I.4. Courbes elliptiques

Nous discutons ici une troisième famille d’exemples, fondamentale :
les courbes elliptiques. Nous verrons germer deux idées-forces de la
théorie, sur lesquelles nous reviendrons longuement : le lien entre
surfaces de Riemann (compacte) et géométrie algébrique, ainsi que la
détermination des fonctions à pôles et zéros fixés

I.4.1. Définition

On a déjà mentionné le théorème d’uniformisation : toute surface de
Riemann est un quotient de la sphère, du plan ou du disque. On voit qu’il
n’y a pas d’automorphismes de CP1 qui agissent sans point fixe : il n’y a
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donc pas de quotients non triviaux de CP1. On regarde ensuite les quo-
tients du plan C. Si l’on cherche un quotient compact, il est forcément
de la forme C/Λ où Λ est un réseau de C :

Λ=Zω1+Zω2 avecω1 etω2 deux vecteurs R-indépendants de C.

Ces surfaces sont topologiquement des tores, et on montrera plus loin
que toute surface de Riemann qui est un tore (« de genre 1 ») est de ce
type. Ces tores, considérés comme surfaces de Riemann, sont appelés
courbes elliptiques. Ils ne sont pas holomorphiquement équivalents les
uns aux autres. Étant donnés deux réseaux Λ1,Λ2 dans C, il n’y a bijec-
tion holomorphe entre C/Λ1 et C/Λ2 que si Λ2 = kΛ1 pour un certain
k ∈ C non nul. Ainsi les courbes elliptiques dépendent d’un paramètre
complexe (les réseaux à homothétie près) qu’on appelle un module. Une
particularité très importante est que ces courbes elliptiques portent une
structure de groupe abélien, héritée de celle de C.

I.4.2. Fonctions elliptiques

Considérons un réseau Λ = Zω1 + Zω2 avec ω1,ω2 deux nombres
complexes linéairement indépendants sur R et notons E la courbe el-
liptique C/Λ. Le corps des fonctions méromorphesM (E ) définies sur la
courbe E est constitué des fonctions méromorphes f dans le plan com-
plexe qui admettent deux périodes indépendantesω1,ω2 :

f (z +mω1+nω2) = f (z )

pour tout z ∈ C et m , n entiers relatifs. Ces fonctions sont appelées
fonctions elliptiques. Il n’est pas encore clair que de telles fonctions
(non-constantes) existent. Retraçons brièvement l’émergence de ces
fonctions.

À partir de maintenant, on normalise notre réseau par une homotétie
bien choisie, de sorte qu’il soit de la forme Z+Zω, avec Im (ω)> 0.

Digression historique. — Au dix-neuvième siècle, les analystes dispo-
saient d’un petit nombre de fonctions élémentaires : les polynômes et
les fractions rationnelles bien sûr, les fonctions algébriques y (x ) vérifiant
une équation polynomiale F (x , y ) = 0 (même si elles sont multiformes)
mais aussi les fonctions exponentielles et trigonométriques. La première
tentative pour « trouver de nouvelles transcendantes qui enrichissent
l’analyse » consiste à étudier les primitives des fonctions déjà connues.
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Cette technique avait déjà fait ses preuves pour « découvrir » par exemple
le logarithme

log(x ) =

∫

d x

x
.

Euler, Gauss, Legendre, Abel, Jacobi, entre autres, s’attaquèrent à l’étude
générale des intégrales que, suivant Jacobi, on appelle aujourd’hui inté-
grales abéliennes, c’est-à-dire de la forme

∫

R(x , y )d x

où R est une fraction rationnelle en deux variables x , y et où y est une
fonction algébrique de x .

La première étude est un calcul un peu « magique » fait par Euler alors
qu’il commentait un article de Fagnano. Il s’agit d’étudier l’une des pre-
mières primitives qu’on ne pouvait exprimer par des fonctions élémen-
taires :

∫

d x
p

1−x 4
,

qui entre dans le cadre précédent avec y 2 = 1−x 4 et R(x , y ) = 1/y . Cette
primitive intervient lorsque l’on veut calculer la longueur d’un arc de
lemniscate dont l’équation en coordonnées polaires est r 2 = sin(2θ ).

Euler démontre un « théorème d’addition » en 1752 :
∫ x

0

d t
p

1− t 4
+

∫ y

0

d t
p

1− t 4
=

∫ z

0

d t
p

1− t 4

avec

z = (x
p

1− y 4+ y
p

1−x 4)/(1+x 2y 2).

Sa motivation provient sans aucun doute de l’intégrale analogue
∫ x

0

d t
p

1− t 2
= arcsin(x ).

Si bien que la formule

sin(a +b ) = sin(a )cos(b )+ sin(b )cos(a )

donne la formule d’addition :
∫ x

0

d t
p

1− t 2
+

∫ y

0

d t
p

1− t 2
=

∫ z

0

d t
p

1− t 2
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avec

z = x
p

1− y 2+ y
p

1−x 2.

On peut voir cette dernière formule comme la formule d’addition

pour les points (
p

1−x 2,x ) du cercle unité. Il faut noter qu’à ce stade,
ces identités sont établies pour des x , y dans l’intervalle [0, 1]. Mais elles
posent des problèmes de choix de détermination de la racine carrée dès
qu’on sort de cet intervalle. Mentionnons en outre qu’Euler ne fait pas
explicitement usage de variables complexes dans ce travail.

Gauss n’a rien publié de son vivant sur le sujet mais ses lettres at-
testent qu’il avait compris la question, à partir de 1796. Sa première idée
est d’inverser la fonction

a =

∫ x

0

d t
p

1− t 4

et de considérer x comme une fonction de a , qu’il note x = sin lemn(a ).
Là encore, on peut penser à l’analogie avec le cercle ; il est agréable de
paramétrer le cercle par longueur d’arc, en sinus et cosinus. Suivant
Euler, il peut établir une formule d’addition pour sin lemn(a +b )mais il
ne s’arrête pas là.

Même s’il hésite encore (à cette époque) à considérer l’intégrale pré-
cédente lorsque x est un nombre complexe, il est tenté de choisir x ima-
ginaire pur, de la forme i y , et de considérer l’intégrale

∫ y

0

i d t
p

1− t 4
.

On est donc amené à poser sin lemn(ib ) = i sin lemn(b ). Puisque l’on dis-
pose d’une formule d’addition, cela permet de définir sin lemn(a + ib )
en fonction de sin lemn(a ) et sin lemn(b ). La fonction elliptique sin lemn
d’une variable complexe a + ib venait de naître.

Gauss continue alors l’étude de cette fonction par analogie avec la
fonction sinus. À partir de la formule d’addition, convenablement éten-
due sur tout R, on montre que la fonction sin lemn est périodique de
période

2$= 4

∫ 1

0

d t
p

1− t 4
.



I.4. COURBES ELLIPTIQUES 17

De la même façon, on trouve une seconde période égale à 2i$(2). La
fonction sin lemn admet donc deux périodes linéairement indépen-
dantes, ce qui est la définition des fonctions elliptiques. La terminologie
« elliptique » provient du fait que ces transcendantes interviennent non
seulement pour calculer la longueur des arcs de la lemniscate, mais aussi
des ellipses.

Vingt-cinq ans plus tard, Abel et Jacobi reprendront le chemin suivi
par Gauss. Mais autour de 1827 ils iront beaucoup plus loin. Abel et Ja-
cobi étudient

u =

∫ x

0

d t
p

(1− t 2)(1−k 2t 2)

et ont la bonne idée de penser à x comme une fonction de u (sans savoir
que Gauss avait eu la même idée). Le « module » k étant fixé, ils notent
x = sin am(u ). Ils « établissent » que x est une fonction méromorphe uni-
forme et doublement périodique de u , qui vérifie une formule d’addi-
tion. Ils obtiennent par ailleurs un grand nombre de développements en
séries de ces fonctions.

Jacobi développe par ailleurs des outils extrêmement puissants pour
construire des fonctions elliptiques comme quotients de fonctions
holomorphes. Ce sont les fonctions ϑ. Leur écriture est relativement
simple. Partant d’un paramètre ω complexe, on pose p = exp(iπz ) et
q = exp(iπω). On note alors :

ϑ1(z ) = ϑ1(z |ω) = i
∑

(−1)n p 2n−1q (n−1/2)2 ,

ϑ2(z ) = ϑ2(z |ω) = i
∑

p 2n−1q (n−1/2)2 ,

ϑ3(z ) = ϑ3(z |ω) = i
∑

p 2n q n 2
,

ϑ4(z ) = ϑ4(z |ω) = i
∑

(−1)n p 2n q n 2
.

Lorsqu’on a Imω> 0, ces séries convergent et définissent des fonctions
1-périodiques de z . Elles ne sont néanmoins pas elliptiques dans le sens
où elles n’ont pas d’autre période linéairement indépendante. Cepen-
dant ϑi (z +ω) s’exprime très simplement à partir de ϑi (z ). Par exemple :

ϑ1(z +ω) =−p−2q−1ϑ1(z ).

(2)2$ est le périmètre de la lemniscate considérée. C’est pour cette raison que la nota-

tion$ a été introduite.



18 CHAPITRE I. INTRODUCTION

L’intérêt est donc que des quotients de deux fonctions ϑ peuvent
être des fonctions doublement périodiques. Ainsi ϑ1/ϑ4 est une fonc-
tion elliptique de périodes 1 et ω. Les fonctions ϑ vérifient un nombre
incroyable d’identités aussi étonnantes les unes que les autres et leurs
applications – notamment en théorie des nombres – n’ont cessé de
prouver leur intérêt.

On peut consulter par exemple [McKMo1997, Mum1983, Mum1999],
pour en savoir beaucoup plus.

Après 1840, la théorie des fonctions elliptiques se stabilise et prend la
forme qu’on lui connaît aujourd’hui. Les fonctions obtenues par Abel et

Jacobi comme réciproques de primitives de 1/
p

(1− t 2)(1−k 2t 2) sont
des exemples de telles fonctions, mais y en a-t-il d’autres ? Peut-on choi-
sir arbitrairement les périodes ?

Théorème d’Abel-Jacobi. — Pour construire des fonctions elliptiques, on
peut aussi considérer la fonctionσ de Weierstrass :

σ(z ) = z
∏

λ∈Λ\{0}
(1−

z

λ
)e

z
λ
+ z 2

2λ2 .

On vérifie que σ est convergente et a un zéro simple en chaque point
de Λ. Elle n’est elle non plus pas elliptique, mais on peut montrer la règle
de transformation suivante : pour tout λ∈Λ, il existe nλ ∈ {0, 1} et cλ ∈C
tels que

σ(z +λ) = (−1)nλe cλ(z− λ2 )σ(z ).

Cette fonction permet de prouver le théorème suivant, dû à Abel et
Jacobi, qui décrit les fonctions elliptiques à pôles et zéros prescrits :

Théorème I.4.1 (Abel-Jacobi pour les courbes elliptiques)
Soit (a i )i∈I un nombre fini de points de E pondérés de poids n i ∈ Z∗.

Alors il existe une fonction elliptique sur E ayant en chaque a i un pôle
d’ordre−n i si n i < 0 ou un zéro de multiplicité n i si n i > 0 si et seulement
si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

∑

n i = 0
∑

n i a i = 0



I.4. COURBES ELLIPTIQUES 19

Remarque I.4.2. — Une telle fonction est unique à multiplication par
un scalaire près. En effet, si on dispose de deux telles fonctions, leur quo-
tient est holomorphe sur E , donc constant.

Démonstration. — La condition est suffisante, et la fonction est alors
donnée par les fonctionsσ. En effet, soient ã i des relevés des a i àC avec
∑

n i ã i = 0. Alors la fonction

f (z ) =
∏

σ(z − ã i )n i

vérifie l’égalité :

f (z +λ) =
∏

(−1)nλ
∑

n i e cλ
�

(z− λ2 )
∑

n i−
∑

n i ã i

�

f (z ).

L’hypothèse sur les n i et les a i garantit alors que cette fonction est ellip-
tique, donc peut-être considéré comme une fonction méromorphe sur
E . De plus, commeσ(z ) a un zéro simple en tous les points du réseau, f
a exactement les pôles et zéros prescrits.

Le fait que la condition soit nécessaire découle de la formule des ré-
sidus. On choisit un parallélogramme fondamental pour le réseau Λ tel
que son bord ne contienne pas de relevé des a i Pour simplifier les nota-
tions, on supposera que le parallélogramme P de sommets 0, 1,ω et 1+ω
vérifie cette hypothèse. On choisit cette fois comme relevé de ã i celui (il
est unique) qui est à l’intérieur du parallélogramme P . La formule des
résidus donne alors dans un premier temps :

1

2iπ

∫

∂ P

f ′(z )
f (z )

d z =
∑

n i .

Or la fonction f est elliptique, donc prend les mêmes valeurs sur les côtés
parallèles. Comme on les parcoure une fois dans un sens, une fois dans
l’autre en parcourant ∂ P , cette intégrale s’annule.

Pour la deuxième condition, on calcule cette fois les résidus de z f ′(z )
f (z ) .

On montre (exercice) que :

1

2iπ

∫

∂ P

z
f ′(z )
f (z )

d z =
∑

n i ã i .

On décompose cette intégrale sur les 4 côtés et on les associe par côtés

opposés. Par exemple, montrons que 1
2iπ

∫ 1

0
z f ′(z )

f (z ) d z +
∫ω

1+ω
z f ′(z )

f (z ) d z ∈
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Zω. En effet, on écrit, grâce à laω-périodicité de f :

1

2iπ

∫ 1

0

z
f ′(z )
f (z )

d z +

∫ ω

1+ω

z
f ′(z )
f (z )

d z =
1

2iπ

∫ 1

0

z
f ′(z )
f (z )

− (z +ω)
f ′(z +ω)
f (z +ω)

d z

=
1

2iπ

∫ 1

0

z
f ′(z )
f (z )

− (z +ω)
f ′(z )
f (z

d z

= −
ω

2iπ

∫ 1

0

f ′(z )
f (z )

d z

= −
ω

2iπ

�

ln( f (z ))
�1

0

Or f (0) = f (1), donc
�

ln( f (z ))
�1

0 appartient à 2iπZ (seule la détermina-
tion de l’argument change, d’un multiple entier de 2π). Ce qui prouve le
résultat annoncé.

On montre de même que la somme 1
2iπ

∫ 1+ω

1
z f ′(z )

f (z ) d z +
∫ 0

ω
z f ′(z )

f (z ) d z
appartient à Z.

Ainsi le résidu calculé appartient à Z+ωZ = Λ. En projetant dans la
courbe elliptique, on a bien

∑

n i a i = 0.

Diviseurs. — On reviendra dans le chapitre VII sur ce théorème et ex-
pliquerons comment le généraliser à d’autres surfaces de Riemann. La
notion cruciale sera celle de diviseur que nous introduisons dès mainte-
nant.

Définition I.4.3. — Un diviseur sur une surface de Riemann S est la
donnée d’un ensemble (a i , n i ) fini de points pondérés par des entiers
non nuls. L’ensemble des diviseurs est naturellement muni d’une struc-
ture de groupe commutatif (c’est le Z-module engendré par l’ensemble
des points de la courbe).

Il est dit effectif si
∑

n i = 0 et principal si c’est le diviseur div( f ) donné
par les pôles et zéros d’une fonction f méromorphe sur S.

Le théorème qu’on vient de montrer peut se réinterpréter comme
l’isomorphisme de groupes :

{Diviseurs effectifs}/{Diviseurs principaux} ∼−→ E .

I.4.3. Algébrisation

La fonction ℘ de Weierstrass est une autre fonction elliptique fonda-
mentale. Elle est définie par la proposition suivante :
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Proposition I.4.4. — Il existe une unique fonction, notée℘, elliptique sur
E , qui n’a qu’un pôle double en 0, et qui au voisinage de 0 s’écrit ℘(z ) =
z−2+h(z ), avec h holomorphe s’annulant en 0.

Démonstration. — Montrons d’abord l’unicité : si vous avez deux telles
fonctions, leur différence est une fonction holomorphe sur E (on a
gommé le pôle) qui s’annule en 0 (par la condition sur h). Elle est donc
constante (car E est compacte) égale à 0.

L’existence est donnée par la série

℘(z ) =
1

z 2 +
∑

ω∈Λ\{0}

�

1

(z −ω)2
−

1

ω2

�

,

dont on vérifie qu’elle converge et vérifie les conditions de la proposition.

Remarque I.4.5. — La fonction ℘ est paire : en effet z 7→ ℘(−z ) vérifie
aussi les conditions de la proposition !

On établit une équation différentielle pour cette fonction. Pour cela on
introduit les sommes d’Eisenstein :

g 2(Λ) = 60
∑

ω∈Λ\{0}
ω−4

g 3(Λ) = 140
∑

ω∈Λ\{0}
ω−6

On montre alors la

Proposition I.4.6. — La fonction ℘ vérifie l’équation différentielle :

(℘′)2 = 4℘3− g 2℘− g 3.

Pour montrer ce genre d’égalité, on utilise une méthode à la Liouville :
la différence entre les deux membres est une fonction méromorphe
elliptique et les coefficients ont été choisis pour que le pôle dispa-
raisse. Elle est donc holomorphe sur E , donc constante. Nous prou-
vons seulement ici l’existence d’une équation différentielle du type
(℘′)2 = 4℘3−a℘−b pour deux constantes a et b .
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Démonstration. — Comme ℘ est paire, son développement en série au
voisinage de 0 est de la forme ℘(z ) = z−2+ c z 2+ . . .. On obtient alors (les
« . . . » désignent des termes de degré positifs) :

(℘′)2 = 4z−6 − 8c z−2 + . . .
−4℘3 = −4z−6 − 12c z−2 + . . .
20c℘ = 20c z−2 + . . .

Ainsi (℘′)2−4℘3+20c℘ n’a pas de pôle en 0, donc est holomorphe sur E ,
donc est constante. Un examen plus attentif des développement en série
montrerait que 20c = g 2 et que la constante en question est −g 3.

Concrètement, cela montre que l’application z 7→ [℘(z ),℘′(z ), 1] pour
z ∈ C−Λ et z 7→ (0, 1, 0) pour z ∈ Λ, définit un plongement holomorphe
C → CP2 dont l’image est la courbe algébrique projective C d’équation
affine

y 2 = 4x 3− g 2x − g 3.

Un théorème de géométrie algébrique nous dit que M (C ) =
C(x , y )/(y 2 − 4x 3 + g 2x + g 3). On en déduit que le corps des fonctions
elliptiques est

M (E ) =C(℘,℘′).

On verra plus tard la réciproque de cette algébrisation : toute cubique
non-singulière est une courbe elliptiqueC/Λ. Mais commençons par ex-
plorer plus avant le lien entre surface de Riemann et courbes algébriques.



CHAPITRE II

Courbes algébriques et surface de
Riemann

Riemann introduit les surfaces de Riemann afin de rendre uniformes
des « fonctions » multiformes (fonctions algébriques, logarithme, etc. . .)
en « dédoublant » la variable :

Il remplace C par une surface qui est localement homéomorphe à un
ouvert de C et « étendue au-dessus du plan », c’est-à-dire munie d’une
projection

X →C

aussi loin que la fonction se prolonge analytiquement. Nous commen-
çons par rappeler cette construction.

II.1. Surface de Riemann d’un germe de fonction

Soit f : (C,x0)→ C un germe d’une fonction holomorphe, c’est-à-dire
une série entière

f (z ) =
+∞
∑

n=0

a n (z −x0)n

avec un rayon de convergence strictement positif (de sorte que f n’est
bien définie que sur un petit voisinage de x0). Nous allons associer à f
une surface X – et une projection holomorphe X → C – sur laquelle le
germe f peut être prolongé analytiquement.
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La construction

Soit

G =
§

(x , f )
�

�

�x ∈C et f germe d’une fonction holomorphe (C,x )→C
ª

.

muni de la topologie engendrée par les

U (U ,ϕ) =
§

germes ϕx = (x ,ϕ)
�

�

�x ∈U
ª

où U est un ouvert de C et ϕ : U →C est holomorphe.
En particulier, l’application

π :

¨

G → C
ϕx = (x ,ϕ) 7→ x

est continue et induit des homéomorphismes locaux en restriction aux
ouvertsU (U ,ϕ).

Lemme II.1.1. — L’espace topologique G est séparée.

Démonstration. — Deux germes basés en deux points différents
sont déjà séparés par la fonction continue π. Prenons maintenant
ϕx : (C,x ) → C et ψx : (C,x ) → C deux germes basés en x . Soit U un
ouvert connexe de C contenant x tel que ϕx et ψx soient les germes de
ϕ,ψ : U → C. Si on a un germe dans l’intersection U (U ,ϕ) ∩U (U ,ψ),
les fonctions ϕ et ψ coïncident sur un ouvert de définition du germe
commun et sont donc égales, ce qui impliqueϕx =ψx . Ainsi, siϕx 6=ψx ,
les ouvertsU (U ,ϕ) etU (U ,ψ) sont disjoints, et séparent donc les deux
germes.

L’espace G est donc naturellement une « surface de Riemann » non
connexe (la surface ainsi obtenue n’est pas à base dénombrable d’ou-
verts), et l’application

F :

¨

G → C
(ϕx : (C,x )→C) 7→ ϕx (x )

est holomorphe.

Définition II.1.2. — La surface de Riemann associée au germe

f : (C,x0)→C

est la composante connexeS ( f ) de G contenant f .
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La surfaceS ( f ) vient avec deux applications holomorphes : la projec-
tion

π :S ( f )→C

et l’application

f̂ = F|S ( f ) :S ( f )→C

qui « détermine » f . L’existence de fonctions méromorphes est un phéno-
mène général que nous démontrerons plus loin (c’est un cas particulier
du théorème de Riemann-Roch) :

Théorème II.1.3. — Toute surface de Riemann X possède des fonctions
méromorphes non constantes. De plus, quitte à lui enlever un nombre fini
de points, X est isomorphe à une surfaceS ( f ).

Remarque II.1.4. — Le théorème de Poincaré-Volterra(1) implique que
S ( f ) (et donc toute surface de Riemann) est à base dénombrable d’ou-
verts.

On peut imiter la construction deS ( f ) en étudiant d’autres classes de
régularités de germes. Par exemple, on pourrait construire de la même
façon le prolongement méromorphe maximal. Plus généralement,
ce processus a été étendu à un faisceau sur un espace topologique,
fournissant ce que l’on appelle l’espace étalé associé au faisceau.

Exemples

1. Un exemple fameux est celui de la surface de Riemann associée au
logarithme. On l’obtient en appliquant la construction précédente à

(x0, f ) =

 

1,
∞
∑

n=1

(−1)n+1 (z −1)n

n

!

.

La surface de Riemann associéeS ( f ) est un revêtement (non ramifié) de
C∗ de degré infini. Elle est biholomorphe àC via l’application « exponen-
tielle » :

C → S ( f )
x 7→

�

e x ,x +
∑∞

n=1(−1)n+1 e−nx

n (z − e x )n
�

.

(1)Selon lequel un espace connexe étalé au-dessus d’un espace séparé à base dénom-

brable d’ouverts est lui-même à base dénombrable d’ouverts.
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2. Un autre exemple est celui de la racine carrée au voisinage de 1. On
écrit p

z =
p

1+(z −1)

et on fait de même. La surface de Riemann associée S ( f ) est un revê-
tement (non ramifié) de C∗ de degré 2. Elle est biholomorphe à C∗ via
l’application

C∗ → S ( f )
x 7→

�

x 2,x + 1
2

�

z−x 2

x

�

+ . . .
�

.

II.2. Surfaces de Riemann épointées et revêtements ramifiés

Définition II.2.1. — Une surface de Riemann compacte épointée est une
surface de Riemann X telle qu’il existe un ouvert U ⊂X tel que :

1. Il existe un biholomorphisme entre U et la réunion disjointe d’un
nombre fini de disques épointés {0< |z |< 1}.

2. X −U est compact.

On peut associer à toute surface de Riemann compacte épointée X
une surface de Riemann bX en recollant à X une union disjointe finie de
disques {|z |< 1}. La surface bX est compacte et contient X ; de plus bX −X
est un ensemble fini. Ces propriétés caractérisent bX qui est donc bien
définie.

Remarque II.2.2. — Si X est une surface de Riemann compacte époin-
tée etΣ est un sous-ensemble fini de X alors X−Σ est encore une surface
de Riemann compacte épointée et bX =×X −Σ.

Proposition II.2.3. — Soient X et Y deux surfaces de Riemann, f : X → Y
une application holomorphe, x0 un point de X et y0 = f (x0) son image par
f . On suppose f non constante au voisinage de x0. Soit ψ une carte de Y
centrée en y0 avec ψ(y0) = 0. Alors il existe une carte ϕ de X centrée en x0

telle que, dans les cartesϕ etψ, la fonction f prend la forme z 7→ z d , où d
est un entier naturel indépendant des cartes.

Démonstration. — Soit ϕ0 une carte de X centrée en x0 telle que
ϕ0(x0) = 0. Alors l’application ḟ = ψ ◦ f ◦ϕ−1

0 est holomorphe et vérifie
ḟ (0) = 0. On écrit :

ḟ (z ) =
∞
∑

k=0

a k z k .
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Soient d =min{k : a k 6= 0} et c = a 1/d
d . On a alors :

ḟ (z ) = (c z )d (1+u (z ))

avec u holomorphe et u (0) = 0. Mais w 7→w 1/d est holomorphe au voi-
sinage de 1. On peut donc écrire 1+u = hd avec h holomorphe au voisi-
nage de 0 et h(0) = 1. Finalement on a

ḟ (z ) = (c z h(z ))d .

Posons alors ϕ(x ) = cϕ0(x )h(ϕ(x )). Le théorème d’inversion local im-
plique queϕ définit une carte locale au voisinade de x0 et, dans les cartes
ϕ etψ, la fonction f prend la forme z 7→ z d .

Enfin, si dans des cartes ϕ : (U ,x0) → (C, 0) et ψ : (V, y0) → (C, 0), la
fonction f se lit z 7→ z d , alors pour tout y ∈V −{y0}, on a :

# f −1(y )∩U = d .

L’entier d est donc indépendant des cartes.

Définition II.2.4. — Soient f en x0 comme dans la proposition. On ap-
pelle ordre de ramification de f en x0 l’entier d .

La proposition II.2.3 conduit naturellement à introduire la notion de
revêtement ramifié :

Définition II.2.5. — Une application f : X → Y entre deux surfaces de
Riemann est un revêtement ramifié si il existe un ensemble discret S ⊂ Y
tel que :

1. L’application f | f −1(Y−S) est un revêtement.
2. Pour tout x0 ∈ f −1(S), il existe des cartes ϕ etψ telles que

ψ ◦ f ◦ϕ−1(z ) = z d

On appelle d l’ordre de ramification de f en x0 ; on le note ν (x0). Par ex-
tension, l’ordre de ramification de f en un point de X − f −1(S) est 1.

Exemples. — 1. Tout revêtement est un revêtement ramifié ; l’ordre de
ramification en tout point vaut 1.

2. Il découle de la proposition II.2.3 que toute application holomorphe
non constante f : X → Y entre surfaces de Riemann compactes est un
revêtement ramifié.

Par transport de structure, tout revêtement « topologique » d’une sur-
face de Riemann est naturellement muni d’une structure de surface de
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Riemann qui rend la projection de revêtement holomorphe. Un isomor-
phisme de revêtement devient alors un biholomorphisme.

Lemme II.2.6. — Soit f : X → Y un revêtement fini (non ramifié) d’une
surface de Riemann compacte épointée Y . Alors X est naturellement mu-
nie d’une structure de surface de Riemann compacte épointée qui rend
f holomorphe. De plus f s’étend de manière unique en bf : bX → bY holo-
morphe.

Démonstration. — Seule la deuxième partie du lemme reste à démon-
trer. Quelque soit y ∈ bY −Y , on fixe un voisinage Dy de y biholomorphe
au disque unité tel que si y et y ′ sont deux points distincts de bY −Y , alors
Dy ∩Dy ′ = ;. L’application f | f −1(Dy−{y }) induit alors un revêtement fini de
Dy −{y }.

Puisque Dy −{y } est biholomorphe au disque épointé {0 < |z | < 1} et
que les revêtements connexes du disque unité privé de 0 sont déterminés
par le degré et tous biholomorphes au disque épointé, on en déduit que
l’ouvert

U =
⋃

y∈bY−Y

f −1(Dy −{y })

est biholomorphe à une réunion finie de disques épointés. La surface de
Riemann X est donc une surface de Riemann compacte épointée. Il lui
correspond donc la surface de Riemann compacte bX .

Enfin, pour toute composante connexe ∆ de U , l’image de la res-
triction f |∆ est contenue dans un Dy . Par extension des fonctions
holomorphes bornées (cf. proposition I.1.3), l’application f s’étend (de
manière unique) à bX en une application holomorphe bf : bX → bY (qui peut
être ramifiée au-dessus de bY −Y .

Exemple. — Soit S ⊂ CP1 un sous-ensemble fini et soit π : X → CP1−S
un revêtement (non ramifié) fini. Alors X est une surface de Riemann
compacte épointée.

Nous allons maintenant voir, en retour, comment ce point de vue « to-
pologique » éclaire l’étude des courbes algébriques.
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II.3. Courbes algébriques et normalisation

Soit P ∈C[x , y ] un polynôme irréductible (non-constant). Alors

CP =
�

(x , y )∈C2 : P(x , y ) = 0 et

�

∂ P

∂ x
(x , y ),

∂ P

∂ y
(x , y )

�

6= (0, 0)
�

est une sous-variété complexe de dimension 1 dans C2 ; c’est donc une
surface de Riemann.

Exemples. — 1. Soit P(x , y ) = x 2− y 3. Alors

CP = {(x , y )∈C2−{(0, 0)} : x 2 = y 3}

et l’application
¨

C∗ → CP

t 7→ (t 3, t 2)

est un isomorphisme.
La courbe CP est ce que l’on appelle une courbe rationnelle c’est-à-dire

qu’elle peut être paramétrée par des fractions rationnelles :

x = p (t )/r (t ) ; y =q (t )/r (t )

où p , q et r sont des polynômes en une variable (complexe) t , ce para-
métrage étant une bijection en dehors d’un nombre fini de valeurs de t .
Toute conique ou toute cubique singulière est rationnelle :

– Si C est une conique, m un point sur C et D une droite projective
qui ne passe pas par m (voir figure 1), alors pour chaque point t de
D, la droite m t coupe la conique en deux points dont l’un est m .
Si l’on désigne par γ(t ) l’autre point, l’application γ : D → C est un
paramétrage rationnel de C .

– Une cubique présentant un point double est également une courbe
rationnelle. Il suffit de prendre une droite qui ne passe pas par le
point singulier et de joindre chaque point de cette droite au point
double (voir figure 1). L’intersection est constituée de trois points,
deux d’entre eux étant le même point multiple situé au point singu-
lier. Le troisième définit un paramétrage rationnelle, par la droite, de
la cubique. Par exemple, l’origine est un point double de la courbe
y 2 = x 2(1− x ). Choisissons la droite x = 2. La droite passant par
l’origine et le point (2, t ) a comme équation y = t x/2 et son in-
tersection avec la cubique est donnée par t 2x 2/4 = x 2(1− x ). Lors-
qu’on retire la solution double x = 0, on trouve x = 1− t 2/4 et donc
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y = t (1− t 2/4)/2 et nous avons bien un paramétrage rationnel de la
courbe.

FIGURE 1. Paramétrage d’une conique et d’une cubique singulière

Les courbes rationnelles sont très intéressantes mais nous verrons
qu’elles ne constituent qu’une petite partie des courbes algébriques.

FIGURE 2. Les points réels de la courbe CP

2. Soit Q(x ) ∈ C[x ] un polynôme à racines simples. Alors P(x , y ) :=
y 2−Q(x ) est irréductible et

CP =
¦

(x , y )∈C2 : y 2 =Q(x )
©

est une surface de Riemann. Si

Q(x ) =
2g+2
∏

i=1

(x −αi ),



II.3. COURBES ALGÉBRIQUES ET NORMALISATION 31

(voir la figure 2, tirée des notes de J.-B. Bost [Bos1992]) alors l’application
¨

CP → C
(x , y ) 7→ x

est un revêtement de degré 2 ramifié en α1, . . . ,α2g+2. La courbe CP est
donc homéomorphe à une surface de genre g privé de 2 points (voir la
figure 3, tirée des notes de J.-B. Bost [Bos1992]).

FIGURE 3. Topologie de la courbe CP

On va maintenant chercher à mieux comprendre la courbe CP ou plu-
tôt la surface de Riemann compacte associée à CP :

Supposons P /∈C[x ], c’est-à-dire que CP n’est pas une droite parallèle
à l’axe des y . Notons n le degré de y dans P(x , y ). Alors

S0 := {x ∈C : P(x , ·) est de degré < n ou a une racine multiple}

est un sous-ensemble fini de C, voir figure 4.
Posons alors

X := {(x , y )∈CP : x /∈S0}, S :=S0 ∪{∞}.
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FIGURE 4. La courbe CP et l’ensemble S0

L’application

π :

¨

X → C−S0 =CP1−S
(x , y ) 7→ x

est un revêtement (non ramifié) de degré n . Le lemme II.2.6 implique
alors que X est naturellement munie d’une structure de surface de Rie-
mann compacte épointée et donc CP aussi.

Définition II.3.1. — La surface de Riemann compacte bX = bCP est cano-
niquement associée à la courbe algébrique définie par P ; on l’appelle la
normalisation de CP .

Exemples. — 1. Si P(x , y ) = x 2− y 3. Alors bCP est isomorphe à CP1.
2. Si P(x , y ) = y 2 −Q(x ) avec Q(x ) ∈ C[x ] un polynôme à racines

simples de degré 2g + 1 ou 2g + 2 alors bCP est une surface de Riemann
compacte de genre g . Les surfaces de ce type sont appelées surfaces de
Riemann hyperelliptiques.

Équivalence birationnelle

Nous avons pour l’instant considéré les courbes algébriques comme
des sous-ensembles de C2 définis comme le lieu d’annulation d’un po-
lynôme P ∈ C(x , y ). Cependant, il est par de nombreux aspects plus in-
téressant de les considérer comme des sous-ensembles de CP2 définis
comme le lieu d’annulation d’un polynôme F ∈C[X , Y ,Z ] homogène. Le
passage d’un point de vue à l’autre se fait dans un sens en homogénéi-
sant P : on écrit x = X

Z et y = Y
Z et on supprime les dénominateurs. Dans

l’autre sens, on se restreint à un plan affine dans le plan projectif en ôtant
une droite « à l’infini ». Le point de vue projectif permet de mieux com-
prendre quelles sont les différentes courbes algébriques dont on voudrait
dire qu’elles sont « les mêmes ». Il semble évident qu’un changement
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de coordonnées projectives (soit l’action d’un élément de PGL(3,C)) ne
change pas les propriétés de la courbe. Cependant, on peut aller plus
loin : une transformation polynomiale des coordonnées ne change pas
intrinsèquement la courbe : la surface de Riemann associée reste inchan-
gée. Prévenons le lecteur que les points de vue affine et projectif sur les
courbes algébriques cohabitent dans ces notes.

Deux courbes algébriques projectives F (X , Y ,Z ) = 0 et G (X , Y ,Z ) = 0
sont donc dites birationnellement équivalentes si l’on peut trouver une
transformation non linéaire (X , Y ,Z ) 7→ (p (X , Y ,Z ),q (X , Y ,Z ), r (X , Y ,Z ))
dont les coordonnées sont des polynômes homogènes de même degré,
qui envoie « bijectivement » la première courbe sur la seconde. Les guille-
mets sont relatifs au fait que cette transformation n’est pas nécessaire-
ment définie partout ni injective. On demande précisément qu’il existe
un ensemble fini de points sur chaque courbe tels que la transformation
envoie bijectivement le complémentaire du premier sur le complémen-
taire du second.

L’un des intérêts de ces transformations birationnelles est qu’il permet
de se débarrasser du problème des points singuliers. L’analyse locale des
points singuliers des courbes complexes s’avère en effet incroyablement
riche : initiée par Newton puis développée par, leur description topolo-
gique est liée à la théorie des nœuds, mais nous n’en dirons pas plus.

FIGURE 5. Quelques points singuliers

La normalisation – ou surface de Riemann compacte associée – est un
invariant birationnel des courbes algébriques ; cela permet donc de clas-
sifier les courbes à équivalence birationnelle près. Ainsi les courbes ra-
tionnelles, c’est-à-dire les courbes birationnellement équivalentes àCP1,
sont de genre 1. Comme annoncée plus haut, on constate donc que les
courbes rationnelles ne constituent qu’une petite partie des courbes al-
gébriques. On peut aussi s’en convaincre par un argument de comptage :
On peut constater que la courbe définie par x = p (t )/r (t ) ; y = q (t )/r (t )
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est de degré(2) d (où d est le plus grand des degrés des polynômes p ,q , r ) :
il suffit en effet de compter le nombre de points d’intersection avec une
droite générique qui est une équation de degré d . L’espace des triplets
de polynômes de degrés d est de dimension 3(d + 1). Bien sûr, on peut
multiplier p ,q , r par le même scalaire ou effectuer sur t une homogra-
phie (qui dépend de trois paramètres) sans changer la courbe. On obtient
donc que l’espace des courbes rationnelles dépend d’au plus 3d−1 para-
mètres. Maintenant le décompte des coefficients dans un polynôme en
deux variables montre que l’espace des courbes algébriques dépend de
d (d + 3)/2 paramètres. Dès que d ¾ 3, on obtient d (d + 3)/2 > 3d − 1 si
bien que les courbes algébriques de degré au moins 3 ne sont en général
pas des courbes rationnelles.

Lien avec la construction par prolongement analytique

L’équation P(x , y ) = 0 définit implicitement la fonction algébrique
y (x ). Le graphe de y , dans Cx ×Cy , est en effet défini par l’équation po-
lynomiale irréductible P(x , y ) = 0. Soit X la surface de Riemann associée
à la partie régulière de la fonction, c’est-à-dire

X =S ( f ),

où f est n’importe lequel des germes réguliers (holomorphes et uni-
formes) de y . Alors l’application

¨

X → C2

(x , y ) 7→ (x , y (x ))

induit un isomorphisme entre X et l’ouvert de CP obtenu en enlevant
l’ensemble fini

�

(x , y )∈CP :
∂ P

∂ y
(x , y ) = 0

�

des points de CP où la projection (x , y ) 7→ x est ramifiée. La surface bX est
donc une désingularisation (ou normalisation) de la courbe définie par
l’équation P(x , y ) = 0 ; elle est unique.

Remarque II.3.2. — Riemann désingularise ainsi les courbes algé-
briques via la monodromie locale des déterminations de y . Il court-
circuite ainsi l’algorithme de Newton-Puiseux.

(2)Ce degré est le degré de la projection sur la coordonnée x , ou de la projection sur

toute droite projective
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Exemples. — 1. Considérons l’équation y 2 = x 2 + 1. La surface de Rie-
mann associée est bX où X est la surface de Riemann de n’importe quel
germe régulier de

y =
p

x 2+1=
p

(x − i )(x + i ).

Or la fonction y détermine un germe régulier au voisinage de tout point
deC−{±i }. Il lui correspond la surface de Riemann compacte épointée X
qui est un revêtement (non ramifié) de degré 2 au-dessus deC−{±i }. De
plus le revêtement correspond au noyau du morphisme π1(C−{±i })→
Z/2Z qui envoie chacun des générateurs de π1(C−{±i }) (c’est-à-dire les
classes des lacets autour de ±i ) sur la classe de 1 dans Z/2Z. Le revête-
ment correspondant est isomorphe au plan privé de 3 points et donc bX
est de genre 0 isomorphe à CP1.

2. On peut de même considérer le germe

y =
p

(x −α)(x −β )(x −γ), α 6=β 6= γ 6=α.

On procède de même, sauf que le groupe fondamental deC−{α,β ,γ} est
maintenant un groupe libre sur 3 générateurs. La monodromie locale au-
tour de α, β et γ est encore d’ordre 2. On obtient donc un revêtement de
degré 2 qui se compactifie de manière unique en un surface de Riemann
bX de genre 1 (homéomorphe au tore).

II.4. Algébrisation des surfaces de Riemann compactes

Tout germe de fonction algébrique f donne naturellement naissance

à une surface de Riemann compacte×S ( f ), son prolongement analytique
méromorphe maximal. On s’intéresse ici à la réciproque de ce théorème :
si le prolongement analytique méromorphe maximal de f est compact,
alors f est algébrique.

En anticipant sur la théorie de Riemann-Roch, remarquons que toute
surface de Riemann (abstraite) porte suffisamment de fonctions méro-
morphes pour séparer les points.(3) Cela permet de montrer le théorème
suivant.

(3)C’est évidemment le cas des fonctions π et bf surS ( f ).
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Théorème II.4.1. — Toute surface de Riemann X compacte X est iso-

morphe à la surface de Riemann ×S ( f ) associée à un germe de fonction
algébrique f .

Démonstration. — Soit f 1 une fonction méromorphe non constante
sur X . On voit f 1 comme un revêtement ramifié de degré d de CP1, et
on considère l’une de ses fibres génériques {P1, . . . , Pd }. Soit alors f 2 une
fonction méromorphe qui sépare ces d points.(4)

L’image C par ( f 1, f 2) est une courbe analytique de CP1
z ×CP

1
w . Nous

voulons montrer que cette courbe est algébrique.
Soit S l’ensemble fini des points deCP1 au-dessus desquels f 1 ramifie.

Soit z ∈ CP1 −S. Posons f −1
1 (z ) = {P1(z ), ..., Pd (z )}. On prendra garde au

fait que les Pi (z ) sont multiformes : l’ensemble {P1(z ), ..., Pd (z )} est bien
défini mais il n’est pas possible d’ordonner ses éléments pour former d
fonctions holomorphes globales sur CP1−S.

Les ordonnées des d points où la droite {z }×CP1
w coupe C sont don-

nées par

w i (z ) = f 2(Pi (z ))

pour i variant de 1 à d . Là encore, on obtient ainsi d « fonctions » w i

multiformes sur CP1 −S. Pour conclure, on fait usage des fonctions sy-
métriques des w i (z ) :

S1(z ) = w1(z )+ · · ·+wd (z ),
S2(z ) = w1(z )w2(z )+ · · ·+wd−1(z )wd (z ),

...
Sd (z ) = w1(z ) · · ·wd (z ).

Ces fonctions sont méromorphes sur CP1
z ; ce sont donc des fractions

rationnelles en la variable z . Le polynôme P(z , w ) obtenu à partir de
w d − S1(z )w d−1 + ...+ (−1)d Sd (z ) par multiplication par un polynôme
convenable de z , pour chasser les dénominateurs, a pour lieu d’annula-
tion la courbe C . La surface de Riemann X n’est autre que la surface de
Riemann de n’importe quel germe w (z ) annulant le polynôme P : elles

(4)Dans cette démonstration on peut prendre X =×S ( f ), f 1 =π et f 2 = bf . L’application

( f 1, f 2) est alors obtenue en prolongeant holomorphiquement à×S ( f ) l’application
¨

S ( f ) → C2

(x ,ϕ) 7→ (x ,ϕ(x )).
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sont toutes les deux compactes et coïncident en dehors d’un nombre fini
de points.

Remarquons que nous avons montré que le corps C( f 1, f 2) est de
degré d sur C( f 1). La même preuve montre que pour toute autre fonc-
tion méromorphe g , le corps C( f 1, g ) est de degré au plus d . Ainsi,
d’après le théorème de l’élément primitif, le corps engendré par f 1, f 2

et g est le même que celui engendré par f 1 et f 2. Finalement le corps des
fonctions méromorphes sur X est C( f 1, f 2).

On déduit de ces considérations que si l’on choisit deux autres fonc-
tions f ′1 et f ′2 comme dans la démonstration ci-dessus, alors la courbe C ′

construite est birationnellement équivalente à C : en effet f ′1 et f ′2
s’écrivent comme fonctions rationnelles de f 1 et f 2. Cela a pour consé-
quence que deux surfaces de Riemann isomorphes donnent naissance à
une unique courbe algébrique à transformation birationnelle près.

Notons que le théorème II.4.1 peut être rendu plus précis :

Théorème II.4.2. — Toute surface de Riemann compacte X admet une
immersion dans CP2, injective en dehors d’un nombre fini de points, et
dont l’image est une courbe algébrique C qui ne présente comme singula-
rités que des points doubles à tangentes distinctes.

Pour se convaincre de ceci, on plonge tout d’abord la surface de Rie-
mann dans un espace projectif CPn . Ce plongement est donné en coor-
données projectives par

z 7→ (1 : f 1(z ) : f 2(z ) : · · · : f n (z ))

où l’on aura rajouté aux deux fonctions f 1 et f 2 précédemment
construites ce qu’il faut de fonctions f i méromorphes sur X pour
supprimer les accidents :

– lorsque chaque f i prend la même valeur sur deux points donnés
de X , on ajoute une fonction prenant des valeurs distinctes en ces
deux points ;

– lorsqu’un point de X est critique pour tous les f i , on ajoute une
fonction régulière en ce point.

On peut construire ces fonctions à la main à partir de f 1 et f 2 (dans le
corps engendré) ou encore mieux, avec l’aide du théorème de Riemann-
Roch. Ceci étant fait, une projection linéaire générique CPn →CP2 nous
fournit l’immersion cherchée.





CHAPITRE III

Classification topologique des
surfaces

L’existence de fonctions méromorphes peut être utilisée pour démon-
trer la caractérisation topologique suivante des surfaces de Riemann :

Théorème III.0.3. — Toute surface de Riemann est triangulable et orien-
table. Réciproquement, toute surface (réelle) triangulable et orientable
peut être munie d’une structure de surface de Riemann.

Remarque III.0.4. — En fait toute surface topologique (dénombrable
à l’infini) peut être triangulée mais de manière plus fondamentale la
bonne catégorie « topologique » est celle des surfaces triangulées.

On commence par donner quelques idées de la démonstration du
théorème III.0.3.

III.1. Surfaces orientables et triangulables

Proposition III.1.1. — Toute surface de Riemann est orientable.

Démonstration. — Une application holomorphe est une applica-
tion conforme qui préserve l’orientation : En effet, une application
(x , y ) 7→ (X , Y ) entre ouvert de R2 est conforme si et seulement si

d X 2+d Y 2 =m (x , y )(d x 2+d y 2).
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L’application (x , y ) 7→ (X , Y ) est donc conforme et préserve l’orientation
si et seulement si sa différentielle

�

∂ X/∂ x ∂ X/∂ y
∂ Y /∂ x ∂ Y /∂ y

�

est une similitude directe, c’est-à-dire la composée d’une rotation posi-
tive avec une homothétie. Cette dernière condition est équivalente aux
équations de Cauchy-Riemann :

∂ X

∂ x
=
∂ Y

∂ y
et
∂ X

∂ y
=−

∂ Y

∂ x

qui caractérisent les fonctions holomorphes.

Définition III.1.2. — Soit T le triangle de sommets de 0, 1 et e iπ/3 dans
C ∼= R2. Un 2-simplex d’une surface X est une injection continue T ,→
X ; l’image est un triangle avec 3 arêtes et 3 sommets. Une surface X est
triangulable si elle admet une triangulation, c’est-à-dire qu’il existe des
2-simplexes f i : T ,→X dont les images recouvrent X et tels que pour tout
point P ∈X :

1. Si P n’est pas sur un arête, il appartient à un unique triangle f i (T )
qui est alors un voisinage de P .

2. Si P est sur une arête a , mais pas sur un sommet, il appartient exac-
tement à 2 triangles t i = f i (T ) et t j = f j (T ) tel que t i∩t j = a et t i∪t j

est un voisinage de P .
3. Si P est un sommet, il appartient à un nombre fini de triangles

t1, . . . , tk ; ceux-ci ont P comme sommet, leur réunion est un voisi-
nage de P et t i et t i+1 (i mod k ) ont exactement une arête en com-
mun.

Remarque III.1.3. — Soit X une surface triangulable. Alors, X est com-
pacte si et seulement si toute (une) triangulation est finie.

Proposition III.1.4. — Toute surface de Riemann (compacte) X est trian-
gulable.

Démonstration dans le cas où X est compacte. — Il existe une fonction
holomorphe non-constante f : X → CP1. C’est un revêtement ramifié.
Soit S ⊂ CP1 l’ensemble fini des points au-dessus desquels f ramifie. Il
existe une triangulation τ de CP1 telle que tous les points de S sont des
sommets de τ. Alors f −1(τ) est une triangulation.
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Remarque III.1.5. — Il est plus généralement vrai que toute surface to-
pologique compacte, ou plus géneralement à base dénombrable d’ou-
verts, est triangulable ; c’est un théorème de Rado [Rad1925]. D’après le
théorème de Poincaré-Volterra toute surface de Riemann est à base dé-
nombrable d’ouverts, la proposition III.1.4 est donc vraie pour toute sur-
face de Riemann.

La proposition suivante est laissée en exercice.

Proposition III.1.6. — Toute surface triangulable et orientable peut être
munie d’une structure de surface de Riemann.

On en déduit le théorème III.0.3 de caractérisation topologique des
surfaces de Riemann.

III.2. Classification topologique des surfaces compactes orientables

Soit X une surface topologique compacte orientable triangulée. On
note τ la triangulation. Soient T1, T2, . . . , Tn (n > 1) les triangles de τ énu-
mérés de telle manière que Ti−1 et Ti aient une arête en commun. En
recollant par récurrence les Ti , on obtient un polygône à 2n côtés deux à
deux identifiés.

Il s’agit alors de mettre de l’ordre dans les côtés de ce polygône de
manière à le ramener à une forme normale : L’orientation de la surface
définit un sens de parcours du bord ; en énumérant dans l’ordre les
arêtes (sur lesquelles on aura choisi une fois pour toutes uns orienta-
tion) représentées par les côtés du polygône, on obtient un symbole de
type ab cb−1d a−1 · · · où chaque lettre apparaît une fois sans exposant
(lorsque l’orientation de l’arête coïncide avec celle du polygône) et une
fois avec exposant −1 (car, des deux triangles bordant une arête, un
exactement a une orientation compatible avec celle de l’arête).

Définition III.2.1. — On appelle forme normale un symbole du type

a 1b1a−1
1 b−1

1 · · ·a g b g a−1
g b−1

g

pour un certain g ¾ 1 ou a a−1 si g = 0.

Noter, qu’après identification, il correspond à une forme normale une
somme connexe de g tores (surface de genre g ), si g ¾ 1, et une sphère
si g = 0.
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La réduction à une forme normale se fait à travers une suite d’opéra-
tions qui simplifient la structure des identifications au bord du polygône.

Première étape

On commence par se ramener à un polygône dont tous les sommets
sont identifiés. En effet : partant de ab · · ·b−1 · · · où a est une arête al-
lant d’un sommet p à un sommet q 6= p et b une arête allant de q à un
sommet r , l’opération consistant à couper le polygône le long d’une dia-
gonale p r et de coller b sur b−1 permet de remplacer le sommet q par un
sommet p , voir la figure 1 tiré du livre de Reyssat [Rey1989].

FIGURE 1. Première étape

Deuxième étape

On élimine ensuite les arêtes adjacentes a a−1 tant que le polygône
a plus de deux arêtes, voir la figure 2 tiré du livre de Reyssat [Rey1989].
Cela ne change pas la topologie puisque cela correspond à une somme
connexe avec une sphère.

FIGURE 2. Deuxième étape
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Troisième étape

À l’issue des deux premières étapes on vérifie facilement que si a est
un côté alors il existe un autre côté b tel que a et b apparaissent (à per-
mutation circulaire près) dans l’ordre a · · ·b · · ·a−1 · · ·b−1, voir la figure 3
tiré du livre de Reyssat [Rey1989]. On dira qu’ils sont enchaînés.

FIGURE 3. Si a n’est enchaîné à aucune autre arête l’espace quo-

tient n’est pas une surface

FIGURE 4. Troisième étape

Quitte à couper et coller deux fois on peut alors se ramener à ce que 4
côtés enchaînés se suivent toujours, voir la figure 4 tiré du livre de Reyssat
[Rey1989]. En recommençant à partir de la première étape on met ainsi
le polygône sous forme normale. On en déduit :

Théorème III.2.2. — Toute surface orientable compacte est homéo-
morphe à une sphère à g anses Σg .
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FIGURE 5. Des formes normales aux surfaces

Remarque III.2.3. — Le groupe fondamental de la surface Σg est

π1(Σg ) = 〈a 1,b1, . . . , a g ,b g | a 1b1a−1
1 b−1

1 · · ·a g b g a−1
g b−1

g 〉.

Son abélianisé

π1(Σg )/[π1(Σg ),π1(Σg )]

est un groupe abélien libre de rang 2g . En particulier si g 6= g ′ alors
Σg 6∼=Σg ′ . L’entier g est donc uniquement déterminée par (la surface to-
pologique) X ; on l’appelle le genre de la surface.

FIGURE 6. Générateurs du groupe fondamental

La proposition suivante est laissée en exercice.

Proposition III.2.4. — Soient S, A et F le nombre de sommets, arêtes, tri-
angles de la triangulation τ. La caractéristique d’Euler

χ =S−A + F

est indépendante du choix de la triangulation τ de la surface X . On a χ =
2−2g , où g est le genre de X .
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Remarque III.2.5. — Le genre g est également égal à 1
2 dim H 1(X ) ou en-

core au nombre maximum de courbes simples fermées 2 à 2 disjointes
tracées sur X et indépedantes en homologie.

III.3. Quelques conséquences

Formule de Riemann-Hurwitz

Théorème III.3.1. — Soit f : Y → X une application holomorphe entre
surfaces de Riemann compactes (≡ revêtement ramifié) de degré d . Pour
y ∈ Y , on note ν (y ) l’indice de ramification de f en y . Alors :

χ(Y )
︸︷︷︸

=2−2g (Y )

= d χ(X )
︸︷︷︸

=2−2g (X )

−
∑

y∈Y

(ν (y )−1).

Démonstration. — On part d’une triangulation τ de X dont l’ensemble
des sommets contient tous les points de ramification de f . Considérons
maintenant la triangulation f −1(τ) de Y . Le nombre de triangles de
f −1(τ) est égal à d fois le nombre de triangles de τ. Il en est de même
pour le nombre d’arêtes. On s’attend de même à ce que le nombre de
sommets soit multiplié par d , mais chaque point de ramification y fait
diminuer de ν (y )−1 le nombre attendu.

La formule du genre

Si X est la surface de Riemann compacte associée à une équation po-
lynomiale irréductible P(x , y ) = 0, on peut calculer son genre g à l’aide
du théorème de Riemann-Hurwitz :

Proposition III.3.2. — Une courbe de CP2 définie par P de degré n avec
pour seules singularités r points doubles à tangentes distinctes (plonge-
ment générique) est de genre

g =
(n −1)(n −2)

2
− r.

Démonstration dans le cas où la courbe est lisse. — On associe à P le po-
lynôme homogène de degré n :

F (z 0, z 1, z 2) = z n
0 P(z 1/z 0, z 2/z 0).

On note alors

C = {[z 0 : z 1 : z 2]∈CP2 : F (z 0, z 1, z 2) = 0}.
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C’est une courbe que nous supposerons, pour simplifier, partout lisse
(de sorte que r = 0). On applique le théorème de Riemann-Hurwitz à
une projection convenable de C sur CP1. Par exemple la projection(1) f :
[z 0 : z 1 : z 2] ∈ C 7→ [z 0 : z 1] ∈ CP1 après un changement de coordonnées
de sorte que n = deg P = degy P . Ainsi f est un revêtement de CP1 de
degré n . On a donc :

2−2g = 2n −
∑

q∈C

(ν (q )−1).

Il reste à calculer
∑

q∈C (ν (q )− 1). Quitte à modifier le changement de
coordonnées remarquons que l’on peut de plus supposer que la droite
à l’infini L = {[z 0 : z 1 : z 2] ∈ CP2 : z 0 = 0} rencontre C transversa-
lement, c’est-à-dire que f ne ramifie pas au-dessus de l’infini. Tous les
points q de C où ν (q ) est strictement supérieur à 1 sont donc dans le
plan fini z 0 6= 0. On est ramené à travailler avec la courbe CP et la projec-
tion f : (x , y ) ∈CP 7→ x ∈C. En un point de CP où ∂ P

∂ y 6= 0, alors x est une

coordonnée locale sur CP et f est non ramifiée. Maintenant en un point
q de CP où ∂ P

∂ y = 0, puisque la courbe est lisse, on a : ∂ P
∂ x 6= 0 et on peut

prendre y comme coordonnée locale. Mais en différentiant, par rapport
à y , l’équation P(x (y ), y ) = 0 on obtient :

∂ P

∂ y
+
∂ P

∂ x

∂ x

∂ y
= 0

sur CP . L’ordre d’annulation de ∂ x
∂ y en q , c’est-à-dire ν (q )− 1, est donc

égal à l’ordre d’annulation de ∂ P
∂ y en q le long de CP , c’est-à-dire à la mul-

tiplicité de

CP ∩
�

(x , y ) :
∂ P

∂ y
(x , y ) = 0

�

en q . Puisque le polynôme P ∂ P
∂ y est de degré n (n − 1), on conclut que

2−2g = 2n −n (n −1) soit g = (n −1)(n −2)/2.

Le groupe des automorphismes d’une surface de Riemann

Soit X une surface de Riemann compacte de genre g ¾ 2, et Aut(X )
son groupe d’automorphisme. On admet qu’il est fini (voir par exemple
Reyssat [Rey1989]).

(1)Projection depuis le point p = [0 : 0 : 1] sur la droite H = {[z 0 : z 1 : z 2] ∈CP2 : z 2 = 0}
qui ne passe pas par p .
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Théorème III.3.3 (Hurwitz). — On a :

|Aut(X )|¶ 84(g −1).

Démonstration. — Notons N le cardinal de Aut(X ). Étant donné un
point p ∈ X , on note n p le cardinal du stabilisateur de p dans Aut(X ).
On note enfin π la projection de X → Aut(X )\X . Notons d’ores et déjà,
même si nous ne le verrons qu’on chapître suivant, que Aut(X )\X est
naturellement muni d’une structure de surface de Riemann

Si p et p ′ ont la même projection dans Aut(X )\X , alors il existe un élé-
ment g ∈Aut(X ) tel que g (p ) = g ′ et

StabAut(X )(p ′) = g StabAut(X )(p )g −1.

En particulier n p = n p ′ . Si q est un point de Aut(X )\X , on note nq la va-
leur commune des n p où p est n’importe quel point de X tel que π(p ) =
q . On pourra donc notamment parler de son genre.

Soit γ le genre de Aut(X )\X . La formule de Riemann-Hurwitz s’écrit :

χ(X ) =Nχ(Aut(X )\X )−
∑

x∈X

(ν (x )−1)

où ν (x ) désigne l’indice de ramification de π en x . Si x se projette sur
q ∈Aut(X )\X on a

ν (x ) = nq et |π−1(q )|=
N

nq
.

Puisque χ(X ) = 2−2g et χ(Aut(X )\X ) = 2−2γ, on en déduit :

2g −2=N (2γ−2)+
∑

q∈Aut(X )\X

N

nq
(nq −1)

ou encore

2g −2=N (2γ−2)+
∑

q∈Aut(X )\X
N (1−

1

nq
). (1)

On distingue alors différents cas :
– Si γ > 1 on a 2γ− 2 ¾ 2 et il découle de (1) que 2g − 2 ¾ 2N et donc

que N ¶ g −1.
– Si γ= 1, il découle de (1) que

2g −2=N
∑

q∈Aut(X )\X
(1−

1

nq
).

Et comme cette expression est non nulle (g ¾ 2) la somme du
membre de droite est ¾ 1/2. On en déduit que N ¶ 4g −4.
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– Si γ= 0, il découle de (1) que

2g −2=N (
∑

q∈Aut(X )\X
(1−

1

nq
)−2). (2)

Maintenant, puisque 2g −2> 0, il découle de (2) que la somme
∑

q∈Aut(X )\X
(1−

1

nq
)¶ |{q ∈Aut(X )\X : nq > 1}|

est strictement supérieur à 2. En particulier π ramifie au-dessus
d’au moins 3 points.

Si π ramifie au dessus d’au moins 5 points, la somme du membre
de droite de (2) est ¾ 5/2 et donc 2g −2¾N /2 soit N ¶ 4g −4.

Il reste à considérer le cas où γ= 0 et π ramifie au-dessus de 3 ou
4 points. Puisque γ= 0 (et 2g −2> 0), il découle de (2) que

∑

q∈Aut(X )\X
(1−

1

nq
)> 2.

Il s’agit donc de majorer 1
n 1
+ 1

n 2
+ 1

n 3
et 1

n 1
+ 1

n 2
+ 1

n 3
+ 1

n 4
pour les n i

entiers sous les contraintes (respectivement) :

0<
1

n 1
+

1

n 2
+

1

n 3
< 1

et

0<
1

n 1
+

1

n 2
+

1

n 3
+

1

n 4
< 2.

La solution la pire est (2, 3, 7). Dans ce cas (2) s’écrit :

2g −2=
N

42
.

Dans tous les cas on obtient comme annoncé que N ¶ 84(g −1).

III.4. Un exemple : la courbe de Klein

Dans cette section on détaille un exemple – la courbe de Klein – dont
on montrera plus tard que son groupe d’automorphisme réalise la borne
d’Hurwitz.

Soient P(x , y ) = y 7−x 2(x −1), C =CP la courbe lisse dansC2 associée
à P et X = bC la surface de Riemann compacte associée à C .
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Proposition III.4.1. — La coordonnée x : C → C se prolonge en une ap-
plication holomorphe X → CP1 qui ramifie au-dessus de 0, 1 et ∞. Les
ordres de ramifications sont tous égaux à 7.

Démonstration. — On a

C = {(x , y )∈C2−{(0, 0)} : y 7 = x 2(x −1)}.

Et puisque ∂ P
∂ y (x , y ) = 6y 6, pour tout x 6= 0, 1 le polynôme P(x , ·) est de

degré 7 et à racines simples. La projection sur la première coordonnée
x : C →C induit donc un revêtement non ramifié de degré 7 de C−{(1, 0)}
sur C−{0, 1}.

Par le théorème de prolongement des fonctions holomorphes la fonc-
tion x : C →C se prolonge alors en une application holomorphe X →CP1

qui ramifie au-dessus de 0, 1 et∞.
Les points 0, 1 et ∞ ont chacun un unique antécédent par x , leurs

ordres de ramifications sont donc égaux à 7.

Remarque III.4.2. — Le polynôme (x , y ) 7→ y 7−x 2(x−1) est irréductible
(par exemple en appliquant le critère d’Eisenstein) ; la courbe X est donc
bien connexe.

Soit g le genre de X . D’après la proposition précédente, la formule de
Hurwitz s’écrit :

2−2g =χ(X ) = 7χ(CP1)− (7−1)− (7−1)− (7−1)

= 14−18=−4.

Donc g = 3.

Proposition III.4.3. — Les trois différentielles suivantes sur C se pro-
longent en des différentielles holomorphes sur X :

d x

y 3 ,
−x d x

y 5 ,
−x d x

y 6 .

Démonstration. — Le cas le plus délicat à traiter est celui de d x
y 3 au voi-

sinage du point (0, 0). Mais au voisinage de ce point on peut se donner
une coordonnée locale t de sorte que x = t 7 (la coordonnée x ramifie à
l’ordre 7 au-dessus de 0). Alors

y 7 = t 14(t 7−1) =−t 14(1+o(t ))
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de sorte que, à une constante multiplicative près, y = −t 2(1+o(t )) au
voisinage de t = 0. Et

d x

y 3 =
7t 6d t

−t 6(1+o(t ))
est holomorphe au voisinage de t = 0. Les autres formes en 0 et 1
se traitent soit de la même manière, soit en utilisant que sur X , on a
7y 6d y = (3x 2 − 2x )d x . Pour le point à l’infini, il suffit de passer dans la
carte à l’infini.

Considèrons maintenant l’application f : C →CP2 donnée par

(x , y ) 7→ [U : V : W ] = [
1

y 3 ;
−x

y 5 ;
−x

y 6 ].

Proposition III.4.4. — L’application f se prolonge en une application
holomorphe F de X dans la courbe Q d’équation :

UW 3+W V 3+V U 3 = 0.

Démonstration. — On a :

UW 3+W V 3+V U 3 = −
x 3

y 21 +
x 4

y 21 −
x

y 14

= −
x

y 21

¦

y 7−x 2(x −1)
©

= 0.

L’application f | : C −{(1, 0)} →CP2 est donc à image dans la courbe Q et
le théorème de prolongement des fonctions holomorphe implique que f
se prolonge en une application holomorphe F de X dans la courbeQ .

Proposition III.4.5. — La courbe Q est lisse de genre 3.

Démonstration. — Les trois cartes affines U = 1, V = 1 et W = 1
couvrent tout CP2, par symétrie de l’équation, il suffit de vérifier que la
courbe Q est lisse dans la carte affine W = 1. Dans cette carte, l’équation
devient :

F (u , v ) := u +v 3+v u 3 = 0.

Mais
∂ F

∂ u
= 1+2u 2v et

∂ F

∂ v
= 3v 2+u 3.

De sorte que si ∂ F
∂ u =

∂ F
∂ v = 0 alors

u =−2v u 3 et v 3 =−
1

3
v u 3
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et F (u , v ) = 8
3 v u 3. Finalement, le système d’équations :

F = 0,
∂ F

∂ u
= 0,

∂ F

∂ v
= 0

n’a pas de solution. La courbe Q est donc lisse.
Notons que F est irréductible et donc que Q est connexe. Puisque F

est de degré 4, la formule du genre implique finalement que le genre g
de Q est :

g =
1

2
(4−1)(4−2) = 3.

L’application F : X →Q étant holomorphe entre surfaces de Riemann
(connexes) fermées, c’est un revêtement ramifié et il découle de la for-
mule de Riemann-Hurwitz que

2g (X )−2¾ deg(F )(2g (Q)−2).

Mais g (X ) = g (Q) = 3. Donc F est de degré 1 et F est un biholomor-
phisme.





CHAPITRE IV

Surfaces quotients, uniformisation

IV.1. Quotient de surfaces de Riemann

Surface de Riemann quotient

Une autre manière de construire des surfaces de Riemann est de les
obtenir comme quotient sous l’action de groupes sur d’autres surfaces
de Riemann. C’est l’opération inverse du revêtement ramifié.

Par exemple une courbe elliptique C/Λ est le quotient de plan com-
plexe par l’action par translation du réseau Λ.

En général on dispose du théorème suivant :

Théorème IV.1.1. — Soit X une surface de Riemann et soit Γ un groupe
discret opérant sur X de telle sorte que :

1. Pour tout γ ∈ Γ, l’application x 7→ γ · x est une application holo-
morphe de X dans lui-même.

2. L’action de Γ sur X est propre.

Alors l’espace quotient X/Γ possède une structure naturelle de surface
de Riemann, caractérisée par la propriété suivante :

Soit π : X → X/Γ l’application quotient. Pour tout ouvert U ⊂ X/Γ,
π−1(U ) est un ouvert de X et une fonction f : U → C est holomorphe si et
seulement si f ◦π :π−1(U )→C est holomorphe.

Exemples. — 1. Considérons le disque unité D. Le groupe Un
∼= Z/nZ

des racines n-ième de l’unité opère par multiplication sur D. L’action
n’est pas libre, néanmoins l’application Un -invariante z 7→ z n induit un
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isomorphisme

D/Un
∼=D.

Le quotient est donc lisse bien que l’action ne soit pas libre. Il découle
de la démonstration ci-dessous que cet exemple est même l’exemple ty-
pique.

2. Le groupeZ opère sur le plan complexeC par translation et cette ac-
tion vérifie les hypothèses du théorème IV.1.1. La fonction Z-périodique
z 7→ exp(2iπz ) induit un isomorphisme

C/Z∼=C∗.

Démonstration du théorème IV.1.1. — Considérons un point p̄ = π(p ) ∈
X/Γ. Si

Γp := {γ∈ Γ : γ(p ) = p}= {id},

alors l’application quotient π : X → X/Γ est un biholomorphisme local
au voisinage de p . On peut donc prendre pour carte autour de p̄ la com-
posée ϕ ◦π−1 d’une carte locale ϕ autour de p avec π−1.

Remarquons maintenant que l’ensemble des points p tels que Γp 6=
{id} est discret : En effet, pour tout ouvert U relativement compact dans
X , l’ensemble {γ : γ(U )∩U 6= ;} est fini. Et quelque soit γ 6= id, le nombre
de points fixes de γ dans un ouvert relativement compact est fini.(1)

Soit donc p un tel point. Montrons que p a un voisinage O simple-
ment connexe stabilisé par Γp , mais tel que pour γ 6∈ Γp , γ.O ∩O = ;.
On part d’un ouvert de carte autour de p suffisamment petit pour véri-
fier la deuxième condition. En lisant dans cette carte, on peut travailler
dans C : considérons U un voisinage simplement connexe (inclus dans
la carte et tel que toutes ses images sous Γp le soient). On peut prendre
pour O la composante connexe de ∪Γpγ.U . C’est un ouvert simplement
connexe(2). D’après le théorème de représentation conforme, O est biho-
lomorphe au disque unité. Choisissons comme carte autour de p un tel
biholomorphisme ϕ sur O tel que ϕ(p ) = 0. Alors, lu dans cette carte, Γp

est un groupe fini d’automorphismes du disque qui fixe 0. C’est donc un
sous-groupe du groupe des rotations, notamment il est cyclique : c’est
un groupe Un pour un certain entier n .

(1)Si γ= id sur un ensemble contenant un point d’accumulation alors γ= id partout.
(2)En effet, dans le plan, un ouvert est simplement connexe si et seulement si toute

courbe de Jordan contenue dans l’ouvert a son intérieur contenu dans l’ouvert. Merci

aux élèves pour cette remarque.
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Dans cette carte l’action de Γp se lit comme l’action de l’action des
racines n-ième de l’unité surD. Alors dans le quotient X/Γ, l’ouvertπ(U )
peut être identifié au quotient U/Γp et donc au quotient D/Un

∼=D.

Groupes fuchsiens, courbes modulaires

Définition IV.1.2. — Un groupe fuchsien est un sous-groupe discret de
PSL(2,R).

Exemple. — Le groupe PSL(2,Z) est un groupe fuchsien.
Comme l’action de PSL(2,R) sur H est propre, celle de tout groupe

fuchsien l’est aussi.

Définition IV.1.3. — Soit Γ ⊂ PSL(2,R). Un domaine fondamental pour
l’action de Γ surH est un sous-ensemble D ⊂H fermé tel que int(D) =D,
que toute orbite de Γ rencontre D et que les translatés γ · int(D) (γ ∈ Γ)
sont deux à deux disjoints.

Gauss démontre le célèbre théorème suivant (voir [Ser1970]) :

Théorème IV.1.4 (Gauss). — Le sous-ensemble

D = {τ∈H : |τ|¾ 1 et |Re (τ)|¶ 1/2}

deH est un domaine fondamental pour l’action de PSL(2,Z) surH.

Démonstration. — Soit τ ∈H. Si γ =
�

a b
c d

�

est un élément de PSL(2,Z),
alors :

Im(γτ) =
Im(τ)
|cτ+d |2

. (1)

Puisque c et d sont des entiers, le nombres de couples (c , d ) tels que
|cτ+d | soit inférieur à un réel donné est fini. Il existe donc un élément
γ ∈ PSL(2,Z) tel que Im(γτ) soit maximum et de partie réel compris
entre − 1

2 et 1
2 . Alors l’élément γτ appartient à D : en effet |γτ| ¾ 1 (car

Im(−1/γ(τ)) = Im(τ)/|γτ|). Cela prouve que toute Γ-orbite rencontre D.
Considérons maintenant un élément τ ∈D et un élément γ=

�

a b
c d

�

∈
PSL(2,Z) tels que γτ appartienne à D. Quitte à remplacer le couple (τ,γ)
par (γτ,γ−1) on peut supposer Im(γτ)¾ Im(τ), c’est-à-dire que |cτ+d |¶
1. C’est clairement impossible si |c |¾ 2, il reste donc à analyser les cas où
c = 0, 1 ou −1 :
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1
2

i

10−1

P

j −j 2

− 1
2

FIGURE 1. Un pavage pour PSL(2,Z)

– Si c = 0, on a d = ±1 et γ opère par translation de ±b . Puisque les
parties réelles de τ et γτ sont toutes deux comprises entre − 1

2 et 1
2 ,

on conclut que soit γ est la transformation identité soit une trans-
lation par ±1 et l’un des nombres Re(τ) et Re(γτ) est égal à − 1

2 et

l’autre à 1
2 .

– Si c = 1, le fait que |z + d | ¶ 1 impose d = 0 sauf si z = j , resp. − j̄ ,
auquel cas on peut avoir d = 0 ou 1, resp. d = 0 ou −1). Le cas d = 0
donne |z | ¾ 1 donc |z | = 1. Par ailleurs a d − b c = 1 implique que
b = −1 soit γτ = a − 1/τ. En considérant encore la partie réelle on
en déduit que a = 0 sauf si Re(τ) = ± 1

2 , c’est-à-dire si τ = j ou − j̄
auquel cas on a a = 0, ±1.

– Si c =−1 on se ramène au cas précédent en remplaçant γ pas −γ.

Remarque IV.1.5. — La démonstration montre plus pécisemment que
si τ ∈ D le stabilisateur PSL(2,Z)τ est trivial sauf exactement dans les 3
cas suivants :

– τ = i , auquel cas PSL(2,Z)τ est le groupe d’ordre 2 engendré par
S =

�

0 −1
1 0

�

;
– τ= j , auquel cas PSL(2,Z)τ est le groupe d’ordre 3 engendré par ST ,

où T =
�

1 1
0 1

�

;
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– τ = − j̄ , auquel cas PSL(2,Z)τ est le groupe d’ordre 3 engendré par
TS.

On peut ainsi vérifier que PSL(2,Z) = 〈S, T |S2, (ST )3〉.

Proposition IV.1.6. — Soit Γ un sous-groupe d’indice fini de PSL(2,Z). Le
quotient

YΓ =H/Γ

admet une structure de surface de Riemann compacte épointée ; on notera
XΓ = bYΓ.

Démonstration. — Commençons par le cas Γ = PSL(2,Z). Comme quo-
tient Y (1) = YΓ est une surface de Riemann (non compacte de genre 0 et
à un bout). Les horoboules centrées en l’infini

Ba = {τ∈H : Im τ¾ a } (a > 0)

deviennent par passage au quotient des disques épointés, voisinages du
bout de YΓ. On pose q = e 2iπτ que l’on prend comme carte. On obtient
ainsi une surface compacte XΓ qui est une complétion de la surface de
Riemann ouverte YΓ.

Dans le cas général d’un sous-groupe d’indice fini Γ ⊂ PSL(2,Z), le
quotient YΓ est un revêtement ramifié au-dessus de Y (1). Il se compac-
tifie de manière unique en un revêtement ramifié XΓ au-dessus de X (1).
L’action projective de SL(2,Z) sur QP1 est transitive ; l’ensemble XΓ \ YΓ
est fini, en bijection avec les classes Γ\QP1. Ses éléments sont encore ap-
pelés les pointes de XΓ (ou de Γ). Soit x = ρ(∞) un représentant d’une
pointe (ρ ∈ PSL(2,Z)) et soit Γx le stabilisateur de x dans Γ. Le groupe
ρ−1Γxρ, indépendant du choix du représentant de la pointe et de ρ,
est engendré par γ(z ) = z +m pour un certain entier m ¾ 1. On pose
q = e 2iπτ et on prend comme carte ρ(w ) avec

w = e 2iπτ/m =q 1/m . (2)

Noter enfin que toute inclusion Γ1 ⊂ Γ2 entre sous-groupes d’indice fini
de PSL(2,Z) induit une application holomorphe de XΓ1 sur XΓ2 .

Pour Γ = PSL(2,Z) on a YΓ ' C et XΓ ' CP1 (une seule pointe). En
général l’application holomorphe correspondante XΓ→CP1 est un revê-
tement ramifié au-dessus de 3 points (qui correspondent à i , j et∞ dans
X (1).
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Exemple. — Le groupe

Γ(2) = {γ∈ PSL(2,Z) : γ≡ Id ( mod 2)}

est un sous-groupe sans torsion de PSL(2,Z) et H → H/Γ(2) est un re-
vêtement. L’ensemble des classes d’équivalence QP1/Γ(2) est de cardi-
nal 3 (on laissera le lecteur dessiner le domaine fondamental), les points
0, 1 et ∞ représentent les 3 différentes classes d’équivalence QP1/Γ(2).
On en déduit que H/Γ(2) est un revêtement de CP1 − {0, 1,∞} puis que
X (2) :=XΓ(2) 'CP1.

En général on peut appliquer la formule de Riemann-Hurwitz pour
calculer le genre de XΓ :

Proposition IV.1.7. — Soit Γ un sous-groupe d’indice fini de PSL(2,Z). Le
genre g de XΓ est donné par la formule :

g = 1+
[PSL(2,Z) : Γ]

12
−
µ2

4
−
µ3

3
−
µ∞

2
,

où µ2, resp. µ3, désigne le nombre de classes de Γ-équivalence de points
elliptiques d’ordre 2, resp. 3, et µ∞ est le cardinal deQP1/Γ.

Démonstration. — Le revêtement XΓ → X (1) est ramifié au-dessus des
classes de i , j et ∞. Raisonnnons sur les points au-dessus de j : soient
ν1, . . . ,νn les indices de ramifications des points de XΓ au-dessus de la
classe de j dans X (1). Alors [PSL(2,Z) : Γ] = ν1+ . . .+ νn et chaque νk est
égal à 1 ou 3. Le nombre de k pour lesquels νk est égal à 1 est le nombre
de classes de Γ-équivalence de points elliptiques d’ordre 3 : c’est µ3. De
sorte qu’on a :

[PSL(2,Z) : Γ] =µ3+3(n −µ3)

et donc
n
∑

k=1

(νk −1) = [PSL(2,Z) : Γ]−n =
2

3

�

[PSL(2,Z) : Γ]−µ3
�

.

De la même manière on montre que
∑

q

(ν (q )−1) =
1

2

�

[PSL(2,Z) : Γ]−µ2
�

si q parcourt les points au-dessus de la classe de i , et
∑

q

(ν (q )−1) = [PSL(2,Z) : Γ]−µ∞
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si q parcourt les points au-dessus de l’infini. La proposition découle alors
de la formule de Hurwitz.

Lorsque Γ est l’un des sous-groupes principaux de congruence

Γ(N ) =Ker(PSL(2,Z)→ PSL(2,Z/NZ)),

on peut en déduire des formules explicites pour les invariants numé-
riques (genre, nombre de pointes) de la surface de Riemann associée,
voir [Shi1971, p. 20-23]. On note Y (N ) = YΓ(N ) et X (N ) =XΓ(N ).

Un exemple : la courbe X (7)

Considérons le cas N = 7. Soit f la projection X (7)→X (1).

Proposition IV.1.8. — Le groupe PSL(2,Z/7Z) est de cardinal 168.

Démonstration. — Une matrice de GL(2,Z/7Z) est la donnée d’un vec-
teur non nul de (Z/7Z)2 et d’un autre qui ne lui est pas colinéaire. Le car-
dinal de GL(2,Z/7Z) est donc égal à (49−1)(49−7) = 48·42. Puis le groupe
SL(2,Z/7Z) est le noyau du morphisme surjectif vers (Z/7Z)× donné par
le déterminant. C’est donc un sous-groupe d’indice 6 ; il est donc de car-
dinal 8 · 42. Enfin le centre de SL(2,Z/7Z) est de cardinal 2. On conclut
que PSL(2,Z/7Z) est de cardinal 8 ·21= 168.

Proposition IV.1.9. — Le sous-groupeΓ(7) est d’indice 168 dans PSL(2,Z).

Démonstration. — D’après la proposition précédente, il suffit de
démontrer que l’application PSL(2,Z) → PSL(2,Z/7Z) de réduction
modulo 7 est surjective. Il est plus généralement vrai que l’applica-
tion PSL(2,Z) → PSL(2,Z/NZ) de réduction modulo N est surjective ;
montrons-le lorsque N = p est premier.(3) Dans ce cas l’anneauZ/pZ est
un corps k . Mais la méthode du pivot de Gauss implique que PSL(2, k )
est engendré par les matrices de transvections

�

1 x
0 1

�

et

�

1 0
y 1

�

(x , y ∈ k ).

Puisque les transvections sont évidemment dans l’image de l’application
de réduction modulo p , le résultat voulu s’en déduit.

Proposition IV.1.10. — La surface X (7) est de genre 3.

(3)Le cas général s’y ramène facilement, nous n’en aurons pas besoin ici.
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Démonstration. — Les classes de conjugaison des éléments elliptiques
dans PSL(2,Z) sont représentés par les éléments

�

0 −1
1 0

�

,

�

0 −1
1 −1

�

et

�

−1 1
−1 0

�

.

Aucun de ces éléments n’est congru à l’identité modulo 7. Le groupe Γ(7)
opère donc librement surH. On en déduit que f ramifie d’ordre 2 en tous
les points au-dessus de i et d’ordre 3 en tous les points au-dessus de j .

Maintenant si s est une pointe, s est PSL(2,Z)-équivalente à l’∞. Mais
le stabilisateur de l’infini dans Γ(7) est

¨

±
�

1 7m
0 1

�

: m ∈Z
«

qui est d’indice 7 dans le stabilisateur de l’∞ dans PSL(2,Z). On en déduit
que f ramifie d’ordre 7 en tous les points au-dessus de l’infini.

En conservant les notations de la proposition IV.1.7 on a donc :

µ2 = 0, µ3 = 0 et µ∞ = 24

et le genre de la courbe X (7) est égal à

1+
168

12
−

24

2
= 3.

Proposition IV.1.11. — La surface X (7) réalise la borne d’Hurwitz :

|Aut(X (7))|= 168= 84(3−1).

Démonstration. — Le groupe PSL(2,Z/7Z) opère par automorphismes
sur X (7). Le groupe des automorphismes de X (7) est donc de cardinal
¾ 168 = 84(3− 1). Puisque X (7) est de genre 3 on en déduit que cette
surface réalise la borne d’Hurwitz.

On peut vérifier – c’est un bon exercice – que la surface X (7) est biho-
lomorphe à la surface de Klein étudiée au chapitre précédent.

IV.2. Le théorème de Belyi

Définition IV.2.1. — Soit K un sous-corps de C. Une surface de Rie-
mann X est définie sur K si elle est biholomorphe à la normalisation bCP

d’une courbe algébrique CP avec P ∈ K [x , y ].
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On peut montrer que la courbe modulaire X (1) est définie surQ ; nous
l’admettrons. Étant donné un sous-groupe d’indice fini Γ ⊂ PSL(2,Z) la
courbe XΓ est un revêtement ramifié fini de X (1). Il n’est alors pas difficile
d’en conclure que XΓ est définie sur une extension finie deQ et donc sur
Q le corps des nombres algébriques, c’est-à-dire des nombres complexes
qui sont racines d’un polynôme non-nul à coefficients rationnels ; là en-
core nous admettrons ce résulat. Il est plus surprenant (et en fait assez
élémentaire) que la réciproque soit vraie :

Théorème IV.2.2 (Belyi). — Une surface de Riemann X est définie sur Q
si et seulement si X est isomorphe à une surface de Riemann XΓ pour un
certain sous-groupe Γ d’indice fini dans PSL(2,Z).

Démonstration. — Nous ne démontrons que la condition nécessaire,
plus précisemment nous montrons qu’une courbe X définie sur Q
est isomorphe à bY où Y est un revêtement fini (non ramifié) de
CP1 − {0, 1,∞}. Puisque X peut être définie sur Q, il existe une ap-
plication holomorphe π : X → CP1 et un ensemble fini S ⊂ Q ∪ {∞}
tel que la restriction de π à X − π−1(S) soit un revêtement fini (non
ramifié) au-dessus de CP1 − S. En composant π par un polynôme à
coefficients rationnels on peut diminuer le degré maximal des points
de S et finalement se ramener au cas S ⊂ Q ∪ {∞}. Quitte à composer
π par une homographie on peut en outre supposer que S contient l’en-
semble {0, 1,∞}. L’observation clef de Belyi est alors qu’étant donnés
deux entiers n , m ∈Z∗ tels que n +m 6= 0, l’application

ϕnm :

¨

CP1 → CP1

z 7→ (n+m )n+m

n n m m z n (1− z )m

induit un revêtement (non ramifié)CP1−{0, 1,∞, n
n+m }→CP

1−{0, 1,∞}.
Si l’on choisit n et m de sorte que n

n+m ∈ S − {0, 1,∞}, l’application

ϕnm ◦ π est donc un revêtement au-dessus de CP1 − ({0, 1,∞} ∪ π(S −
{0, 1,∞, n

n+m })). Puisque l’ensemble {0, 1,∞} ∪ π(S − {0, 1,∞, n
n+m }) est

de cardinal plus petit que S on conclut par récurrence que l’on peut se
ramener au cas où S = {0, 1,∞}.

Remarquons finalement que le sous-groupe de congruence Γ(2) opère
librement sur H et que le quotient H/Γ(2) est isomorphe à C− {0, 1} ∼=
CP1−{0, 1,∞}. Un revêment (non ramifié) Y de CP1−{0, 1,∞} est donc
isomorphe à un quotient YΓ avec Γ sous-groupe d’indice fini de Γ(2) et
donc de SL(2,Z). Finalement X ∼=XΓ.
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IV.3. Classification des surfaces de Riemann

IV.3.1. Le théorème d’uniformisation

Un théorème de la théorie des surfaces de Riemann affirme que toute
surface de Riemann connexe peut être obtenue comme quotient de la
sphère de RiemannCP1, du plan complexeC ou du disqueD. On obtient
plus précisemment :

Théorème IV.3.1. — L’ensemble des surfaces de Riemann peut être parti-
tionné en trois sous-ensembles :
• Les surfaces de Riemann elliptiques : ce sont les surfaces de Riemann X
isomorphes à la sphère de RiemannCP1. Elles sont caractérisées par le fait
de posséder une fonction holomorphe non constante CP1→X .(4)

• Les surfaces de Riemann paraboliques : ce sont les surfaces de Riemann
X isomorphes au plan complexe C, ou à C∗ ou à une courbe elliptique(5)

C/Λ. Elles sont caractérisées par le fait qu’elles ne sont pas elliptiques et
qu’il existe une aplication holomorphe non constante C → X , où encore
par comme étant exactement les surfaces de Riemann isomorphes à un
quotient du plan complexe C par une action de groupe vérifiant les hypo-
thèses du théorème IV.1.1, c’est-à-dire par l’action d’un sous-groupe discret
de translations complexes.

Parmi les surfaces paraboliques, C est la seule qui soit simplement
connexe, C∗ la seule qui ne soit pas simplement connexe et non compacte
et les courbes elliptiques sont les seules qui soient compactes. Par ailleurs
deux courbes elliptiques C/Λ et C/Λ′ sont isomorphes si il existe k ∈ C∗

tel que Λ′ = kΛ. Dans une même classe d’isomorphie on peut prendre
Λ = Λτ := Z+ τZ avec τ ∈ H. Et C/Λτ ∼= C/Λτ′ si et seulement τ et τ′

représentent la même classe dansH/PSL(2,Z).
• Les surfaces de Riemann hyperboliques : ce sont les surfaces de Rie-
mann X isomorphes à un quotient H/Γ, où Γ est un sous-groupe discret
de PSL(2,R) agissant librement sur H. Elles sont caractérisées par le fait
qu’il n’existe pas d’aplication holomorphe non constante C→ X . De plus,
deux surfaces H/Γ et H/Γ′ sont isomorphes si et seulement s’il existe un
élément g ∈ PSL(2,R) tel que Γ′ = gΓg −1.

(4)En prenant CP1 dans le théorème IV.1.1, alors Γ est fini et X ∼=CP1/Γ(∼=CP1).
(5)La terminologie parabolique/elliptique apparaît ici bien malheureuse, mais il n’y a

plus rien à faire !
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On peut reformuler cette trichotomie en passant au revêtement uni-
versel : Si X est une surface de Riemann connexe et si eX désigne son revê-
tement universel, alors :

– X est elliptique si et seulement si eX ∼=CP1 (et en fait X ∼=CP1) ;
– X est parabolique si et seulement si eX ∼=C ;
– X est hyperbolique si et seulement si eX ∼=H.
En particulier, le théorème IV.3.1 peut se formuler simplement :

Toute surface de Riemann simplement connexe est isomorphe au plan,
au disque ou à la sphère.

Cet énoncé est appelé théorème d’uniformisation. Nous l’admettons,
voir [Hub2006]. Nous en donnerons néanmoins une démonstration
« heuristique » un peu plus loin.

IV.3.2. Uniformisation, version métrique

On peut bien naturellement transporter le théorème IV.3.1 en un théo-
rème de classification des structures conformes :

Théorème IV.3.2. — Une surface de Riemann connexe est elliptique (resp.
parabolique, resp. hyperbolique) si et seulement si elle peut être munie
d’une métrique riemannienne complète induisant sa structure conforme
et dont la courbure de Gauss est +1 (resp. 0, resp. −1).

La condition nécessaire est facile à vérifier :
• Une surface de Riemann elliptique est isomorphe à la sphère de Rie-
mannCP1 que l’on peut munir de la métrique conforme de courbure+1
définie par

d s 2 =
4|d z |2

(1+ |z |2)2
.

• La métrique plate sur C
d s 2 = |d z |2

est invariante par translation. Elle induit donc une métrique complète de
courbure nulle sur toute surface paraboliqueC/Γ (Γ sous-groupe discret
de C).
• La métrique de Poincaré

d s 2 =
|d z |2

(Imz )2

surH est une métrique riemannienne de courbure −1, qui est préservée
par l’action de PSL(2,R) sur H. Elle induit donc une métrique complète
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de courbure −1 sur toute surface de Riemann de la forme H/Γ, où Γ est
un sous-groupe discret de PSL(2,R) opérant librement surH.

Dans un cours fameux – qu’il faut absolument lire – Klein [Kle1882c]
utilise le point de vu des métriques riemanniennes pour démontrer
l’existence de fonctions méromorphes sur une surface de Riemann
abstraite, c’est ce point de vu que nous développons dans le chapitre
suivant.



CHAPITRE V

Surfaces riemanniennes

Soit X une surface de Riemann.

Proposition V.0.3. — On peut munir X d’une métrique riemannienne
g = 〈·, ·〉 sur X qui est compatible avec la structure complexe, c’est-à-dire
qui définit la même mesure des angles. On note S = (X , g ) la surface
riemannienne ainsi obtenue.

Démonstration. — Dans une coordonnée holomorphe locale z = x + i y

la métrique g doit sécrire e u (x ,y )
p

d x 2+d y 2, où u est une fonction lisse.
Il n’est pas difficile de construire une telle métrique : Il suffit de recouvrir
X par des ouverts Ui munis de cartes holomorphes z i : Ui → C et de
considérer une partition de l’unité (ρi ) subordonnée au recouvrement
(Ui ).(1) On peut alors utiliser la métrique

g =
∑

i

ρi · z ∗i (
p

d x 2+d y 2).

Remarque V.0.4. — La classe conforme de g est uniquement détermi-
née par la structure de surface de Riemann sur X .

La structure complexe de X induit aussi une orientation de S, que
l’on obtient à partir de l’orientation standard de C à l’aide des cartes

(1)Autrement dit, ρi ∈C∞(X ) est positive, supp(ρi )⊂Ui et

∀x ∈X ,
∑

i

ρi (x ) = 1.
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holomorphes. En effet, les changements de cartes sont des biholomor-
phismes entre ouverts de C et préservent donc l’orientation standard.
On rappelle :

Théorème V.0.5 (Gauss–Korn–Lichtenschtein). — Si (S, g ) est une sur-
face orientée munie d’une métrique riemannienne lisse g , alors S admet
une unique structure de surface de Riemann compatible.

Ce théorème d’uniformisation locale est beaucoup plus compliqué à
démontrer que le théorème de Gauss (dont nous avons vu la preuve dans
le cas analytique).

En résumé, une structure de surface de Riemann sur la surface différen-
tiable S est la même chose que la donnée d’une orientation et d’une classe
conforme de métriques riemanniennes.

La seule structure de surface de Riemann de S permet de définir l’opé-
rateur presque complexe associé J : TS → TS, qui est, en termes géomé-
triques, l’opérateur de rotation d’angleπ/2 dans le sens positif. En fait, la
donnée d’un tel opérateur (vérifiant l’équation J 2 = −I ) est équivalente
à celle d’une orientation et d’une classe conforme de métriques, donc
d’une structure de surface de Riemann sur S. À l’aide de J on peut tour-
ner à la fois les vecteurs tangents et les formes différentielles réelles(2) :

∗~v := J (~v ), si ~v ∈ TS,
∗α :=−α ◦ J , si α∈ T ∗S.

(1)

La métrique g compatible avec la structure complexe étant fixée, on
peut associer à chaque 1-forme différentielle α sur S à valeurs réelles le
champ de vecteurs ~vα qui lui est dual par rapport à g :

α(·) = 〈~vα, ·〉.

Lemme V.0.6. — On a :

~v∗α = ∗~vα.

Démonstration. — Cela résulte du fait que

∗α(~v ) =−α(J ~v ) =−〈~vα, J ~v 〉= 〈J ~vα, ~v 〉= 〈∗~vα, ~v 〉.

(2)Attention au signe, qui est conventionnel.
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On définit alors point par point le produit scalaire de deux 1-formes,
comme étant celui des champs de vecteurs duaux :

〈α1,α2〉= 〈~vα1 , ~vα2〉.

Soit vol la forme d’aire associée à g et à l’orientation fixée de S.

Lemme V.0.7. — On a les formules
¨

vol(∗~v1, ~v2) =−〈~v1, ~v2〉, ∀ ~v1, ~v2 ∈ TS
〈α1,α2〉vol=α1 ∧∗α2, ∀α1,α2 ∈ T ∗S,

(2)

Démonstration. — Ces formules se démontrent facilement en calculant
dans une base orthonormée.

Toujours à l’aide de la dualité entre formes et vecteurs, on peut définir
les notions de rotationnel et de divergence d’un champ de vecteurs que
nous détaillons dans le paragraphe suivant.

V.1. Rotationnel et divergence

Soit (S, g ) une surface orientée munie d’une métrique riemannienne
lisse. Nous noterons vol la forme d’aire associée. Soit ~v un champ de vec-
teurs lisse sur S et α= 〈~v , ·〉 la forme duale de ~v .

Définition V.1.1. — La 2-forme dα est le produit de la forme d’aire vol
par une fonction lisse appelée rotationnel de ~v :

dα= rot ~v ·vol.

La 2-forme d (∗α) est le produit de la forme d’aire vol par une fonction
lisse appelée divergence de ~v :

d (∗α) = div ~v ·vol.

Interprétation physique. — Par le théorème de Stokes, pour tout do-
maine U contenu dans S, à bord lisse ∂U , on a

∫

∂U

〈~v ,~t 〉d l =

∫

U

rot ~v ·vol,

où ~t est le vecteur tangent unitaire sur ∂U et d l l’élément de longueur
sur ∂U . Le terme de gauche ci-dessus s’appelle la circulation de ~v le long
de la courbe ∂U . Le champ ~v est dit irrotationnel si son rotationnel est
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identiquement nul, ou, de manière équivalente, si la 1-forme α est fer-
mée.

De la même manière, on a
∫

∂U

〈~v , ~n〉d l =

∫

U

div ~v ·vol,

où ~n est le vecteur normal unitaire sortant sur le bord ∂U . Le terme de
gauche ci-dessus s’appelle le flux de ~v au travers de la courbe ∂U . Si ~v
modélise un écoulement, ce terme exprime la variation infinitésimale de
la quantité de fluide contenue dans U . L’écoulement est dit incompres-
sible si la divergence de v est nulle ou, de manière équivalente, si la forme
∗α est fermée.

V.2. Formes holomorphes et champs de vecteurs

Soit ~v un champs de vecteurs irrotationnel. La 1-forme duale α est
donc fermée. Rappelons le

Lemme V.2.1 (de Poincaré). — Toute forme fermée est localement
exacte : il existe, au voisinage de chaque point de S, une fonction u
telle que d u =α.

Remarque V.2.2. — On a alors d u = 〈~v , ·〉. Autrement dit, ~v est le gra-
dient de la fonction u : ~v = grad u . On dit souvent que la fonction u est
un potentiel dont dérive ~v .

Si ~v est à la fois incompressible et irrotationnel, alors le potentiel u est
une fonction harmonique :

∆u := div grad u = 0

ou

∗d ∗d u = ∗d ∗α= 0.

Remarque V.2.3. — Même si la définition du laplacien dépend de la mé-
trique, la notion de fonction harmonique ne dépend que de la structure
conforme associée. En particulier, la fonction u et le champ ~v sont auto-
matiquement analytiques. Réciproquement, toute fonction harmonique
définit via son gradient un flot incompressible et irrotationnel.
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Considérons maintenant le champ ∗~v . On a les égalités

rot(∗~v ) = div ~v et div(∗~v ) =−rot ~v .

Ainsi, si ~v est de divergence nulle (resp. irrotationnel), alors ∗~v est irro-
tationnel (resp. de divergence nulle). Supposons donc que le champ ~v
soit incompressible et irrotationnel. Le champ ∗~v jouit également de ces
deux propriétés ; en particulier, il dérive d’un potentiel u ∗. Comme u ,
la fonction u ∗ n’est définie que localement et à une constante près. La
1-forme

η= d u + i d u ∗

à valeurs complexes est elle bien définie sur toute la surface S.

Lemme V.2.4. — La 1-forme η est holomorphe.

Démonstration. — Plaçons-nous sur un ouvert U sur lequel le champ ~v
ne s’annule pas. Les gradients de u et u ∗ étant orthogonaux et de même
norme, l’application u + i u ∗ : U →C est holomorphe. Remarquons que,
puisque cette application est un difféomorphisme local, les fonctions u
et u ∗ fournissent des coordonnées locales conformes sur U . Une autre
manière de formuler ce fait est de dire que la 1-forme η est holomorphe
sur S privée des zéros de ~v . Comme elle est, par ailleurs, définie sur S en
entier (et que les zéros de ~v sont isolés), η est une 1-forme holomorphe
sur S.

Réciproquement, étant donnée une 1-forme holomorphe η, le champ
dual de la partie réelle de η, autrement dit le champ ~v défini par

Re η= 〈~v , ·〉,

est irrotationnel et de divergence nulle. Ceci permet de comprendre les
propriétés locales des points critiques des champs de vecteurs irrota-
tionnels de divergence nulle. Au voisinage d’un tel point, écrivons

η= d f avec f holomorphe.

Il existe alors une coordonnée holomorphe locale z et un entier n tels
que l’on ait : f (z ) = z n avec n ¾ 2. Nous obtenons donc

η= nz n−1d z ,
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FIGURE 1. Voisinage d’un point critique

puis 〈~v , ·〉= Re (nz n−1d z ). Les lignes de champ correspondant au cas où
n = 3 sont représentées sur la figure 1 que l’on obtient en tirant en arrière
le champs des vecteurs horizontaux par z 7→ z 3.

En conlcusion : trouver une 1-forme holomorphe η équivaut à trouver
un champs de vecteur ~v de divergence nulle et irrotationnel. On « sent »
bien qu’un tel champs existe et on va le montrer !

V.3. Et les formes méromorphes ?

On peut également considérer le cas où la forme η a des pôles. Le
champ ~v est alors défini sur la surface privée des pôles de η. Ceux-ci
sont en nombre fini. Le lemme suivant décrit une forme méromorphe
au voisinage de l’un de ses pôles.

Lemme V.3.1 (forme normale locale d’une forme méromorphe)
Soit η une 1-forme méromorphe. Au voisinage d’un pôle de η, il existe

une coordonnée holomorphe locale w pour laquelle

η=
�

λ

w
+

1

w ν

�

d w , (λ∈C, ν ∈N∗).

Démonstration. — Fixons une coordonnée holomorphe locale z quel-
conque. À l’aide de celle-ci, η s’écrit

η=
λ

z
d z +d

�

h(z )
z ν−1

�

,
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où h est une fonction holomorphe, λ ∈C est le résidu de la forme η en 0
et ν ¾ 2 est un entier. Nous cherchons un changement de coordonnée de
la forme w (z ) = z ·u (z ) où u est holomorphe et u (0) = 1, tel que

λd z

z
+d

�

h

z ν−1

�

=
d w

w ν
+λ

d w

w
.

Cette équation est équivalente à l’équation

d w

w ν
+λ

d u

u
= d

�

h

z ν−1

�

.

En intégrant nous obtenons

−1

(ν −1)w ν−1 +λ log u −
h

z ν−1 =C ,

où C ∈C est une constante, puis, en multipliant par z ν−1 :

−1

(ν −1)u ν−1 +λz ν−1 log u −h −C z ν−1 = 0.

NotonsΦ(u , z ) le membre de gauche de cette dernière équation. Au voisi-
nage du point (1, 0), la fonction Φ(u , z ) est une fonction holomorphe des
deux variables u et z . La dérivée de Φ par rapport à u au point (u , z ) =
(1, 0) vaut 1, ce qui permet d’appliquer la version holomorphe du théo-
rème des fonctions implicites. On trouve une fonction holomorphe lo-
cale u (z ) qui permet de construire le changement de variable w (z ) =
z ·u (z ).

Considérons donc la forme

η=
�

λ

w
+

1

w ν

�

d w .

Soit ~v le champs dual de la forme réelle

α=Re η.

Le champs ~v s’obtient en superposant les champs duaux aux formes

Re (λd w /w ) et Re (d w /w ν ).

Considérons d’abord le cas où ν = 1. Alors η s’écrit µd w /w , avec
µ = λ+ 1. Décomposons de nouveau le champ dual à Re (µd w /w ) en
la superposition d’un champ avec µ réel et d’un autre avec µ imaginaire
pur. Lorsqueµ est réel, on trouve que le potentiel de ~v est à une constante
additive près la fonction u = µ log r , où w = r e iθ . Les lignes de champ
sont alors perpendiculaires aux cercles concentriques autour du point
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w = 0 ; ce sont des sources positives ou négatives (puits, suivant le signe
de µ (voir figure 2).

FIGURE 2. Puits/source et tourbillon

Lorsque µ est imaginaire pur, le potentiel est à une constante additive
près la fonction u =−µθ , et les lignes de champ sont cette fois les cercles
concentriques autour de w = 0, parcourus à vitesseµ. On est en présence
d’un tourbillon (voir figure 2).

Le cas du champ dual à la 1-forme d w /w 2 s’obtient en remarquant
que

1

2ε

�

d w

w − ε
−

d w

w + ε

�

−−→
ε→0

d w

w 2 .

Lorsque ε est réel, cela revient à superposer une source « de débit ε » et
un puits « de débit −ε » placés en des points p et p ′ situés à distance 2ε
l’un de l’autre : on obtient un dipôle. Lorsque ε est imaginaire pur, cela
revient à superposer deux tourbillons « de sens opposés » placés en des
points p et p ′ situés à distance 2ε l’un de l’autre (voir figure 3).

FIGURE 3. Le dipôle
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Le même procédé peut également être utilisé pour étudier les champs
duaux aux formes Re (d w /w ν ), pour tout entier ν ¾ 2. On fait alors
tendre vers une même limite, ν points qui sont des sources, des puits ou
des tourbillons.

En conclusion : trouver une 2-forme méromorphe η à poles prescrits
équivaut à trouver un champs de vecteurs ~v de divergence nule et irrota-
nionnel tel que chaque pôle deη corresponde à une singularité de ~v (puits,
source ou tourbillon). On s’est ainsi ramené à un problème de plomberie !

V.4. Périodes

Soit η une 1-forme holomorphe et soit a ∈H1(S,Z).

Définition V.4.1. — La partie réelle de la période de η sur la classe a est
par définition

[Re η](a ) :=Re

 

∫

γ

η

!

,

où γ est une (multi-)courbe orientée qui représente a .

On note ~t le vecteur unitaire tangent à la courbe γ et ~n le vecteur nor-
mal « sortant » tel que (~t , ~n ) est une base indirecte. Notons ~v le champ
de vecteurs dual à Re η : il vérifie Re η = 〈~v , ·〉. On remarque alors que
〈~v ,~t 〉=−〈∗~v , ~n〉. On en déduit l’égalité (où d l est l’élément de longueur
sur γ)

[Re η](a ) =

∫

γ

〈−(∗~v ), ~n〉d l .

La période [Re η](a ) est donc égale au flux du champ −(∗~v ) à travers la
courbe γ.

V.5. Théorème d’existence

Nous allons utiliser les considérations ci-dessus pour expliquer com-
ment construire des formes méromorphes sur une surface de Riemann.
Partons d’une surface de Riemann fermée X et fixons un nombre fini de
points P1, ..., Pm sur X , et des parties principales de la forme :

(A i z−1
i + Bi z−2

i +C i z−3
i + · · · )d z i (3)
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(sommes finies) au voisinage de chacun des points Pi , en termes
de paramètres locaux z i . Fixons enfin 2g courbes simples fermées
a 1, . . . , a g ,b1, . . . ,b g rendant X simplement connexe, et ne passant pas
par les points Pi .

Théorème V.5.1 (Existence de 1-formes méromorphes)
On suppose que la somme des résidus

∑

i A i = 0. Alors, pour chaque sys-
tème de 2g nombres réels, il existe une unique forme méromorphe sur X
qui possède des pôles uniquement aux points Pi avec les parties princi-
pales données et dont les périodes évaluées sur les 2g courbes ont comme
parties réelles les 2g nombres donnés.

Les considérations ci-dessus permettent de traduire le théorème V.5.1
d’existence de formes méromorphes en termes de champs de vecteurs
(ou, d’un point de vue plus physique, « d’écoulement »). Trouver une
1-forme méromorphe η à pôles prescrits équivaut à trouver un champ
de vecteurs ~v de divergence nulle et irrotationnel tel que chaque pôle
de η correspond à une singularité de ~v (puits, source ou tourbillon).
De même, fixer les périodes revient à fixer les flux à travers des courbes
représentant une base de l’homologie. Le théorème doit donc sembler
« évident » à tout plombier. Dans la section suivante on en donne une
démonstration mathématiquement rigoureuse.

V.6. Théorie de Hodge et démonstration du théorème V.5.1

Fixons g une métrique riemannienne compatible sur X et notons S la
surface (réelle) riemanienne correspondante. Soit ω une 1-forme (lisse)
sur S.

Définition V.6.1. — – La formeω est co-fermée si ∗ω est fermée.
– Elle est dite harmonique si elle est à la fois fermée et co-fermée.

La preuve du théorème V.5.1 repose sur le théorème suivant, qui est
un cas particulier de la théorie de Hodge valable en toutes dimensions et
développée justement en cherchant à généraliser la situation bidimen-
sionnelle :
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Théorème V.6.2. — Toute 1-forme lisse ω à valeurs réelles se décompose
de manière unique en une somme de trois 1-formes :

ω=ωh +d F + ∗dG ,

oùωh est une forme harmonique lisse, et F et G sont des fonctions lisses à
valeurs réelles définies globalement sur S.

Bien sûr, l’unicité a trait aux 1-formes ωh , d F , ∗dG et non pas aux
fonctions F et G qui, elles, ne sont définies qu’à des constantes d’intégra-
tion près. Expliquons pourquoi ce résultat implique le théorème V.5.1.

Démonstration du théorème V.5.1 à l’aide du théorème V.6.2

Théorème V.5.1 pour les formes holomorphes. — Comme une 1-forme
holomorphe est complètement déterminée par sa partie réelle et que, de
plus, toute 1-forme harmonique est la partie réelle d’une 1-forme holo-
morphe, il s’agit de démontrer qu’il existe une unique 1-forme harmo-
nique ayant des périodes prescrites.

Nous utilisons, sans la justifier, une forme très élémentaire du théo-
rème de de Rham : Sur une surface compacte orientable de genre g ,
on peut d’une part prescrire les 2g -périodes d’une 1-forme fermée et
d’autre part, une forme est exacte si et seulement si ces périodes sont
nulles.

Pour l’existence, considérons une 1-forme fermée ω à valeurs réelles
ayant les périodes prescrites et appliquons-lui le théorème V.6.2. Puisque
ω est fermée, la partie co-exacte ∗dG de ω est fermée. La proposition
suivante assure alors que ∗dG = 0. Ainsi ω est cohomologue à sa com-
posante harmoniqueωh , qui est donc solution du problème.

Proposition V.6.3. — Pour toute fonction lisse G : S→R, nous avons
∫

S

|∗dG |2 vol=−
∫

S

G ·d (∗dG ).

Démonstration. — Puisque la somme

G ·d (∗dG )+dG ∧∗dG

est exacte (égale à la différentielle de la 1-forme G · ∗dG ) nous avons

∫

S

G ·d (∗dG ) =−
∫

S

dG ∧∗dG .
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Les formes dG et ∗dG étant orthogonales et de même norme on a l’éga-
lité dG ∧∗dG = |∗dG |2 vol, ce qui achève la preuve.

Pour l’unicité, il suffit de prouver qu’une 1-forme harmoniqueω dont
les périodes sont nulles est nulle. Mais une telle forme est exacte et sa pri-
mitive est une fonction harmonique. Par le principe du maximum, cette
primitive est constante,ω est donc nulle.

Théorème V.5.1 pour les formes méromorphes. — Fixons des points P1,
. . ., Pm de la surface, des parties principales en chacun de ces points de
résidus A1, . . ., Am , nombres complexes de somme nulle, et des périodes
réelles. Nous cherchons une forme méromorphe sur S ayant des pôles
en les Pi de partie principale fixées ci-desu et ayant les parties réelles de
périodes prescrites.

Soit α0 une 1-forme réelle lisse sur S \ {P1, ..., Pm } et qui, au voisinage
de chaque point Pi vérifie

α0 =Re
�

(A i z−1
i + Bi z−2

i +C i z−3
i + · · · )d z i

�

.

Puisque α0 est harmonique au voisinage des points Pi , la 2-forme dα0 y
est nulle. Elle s’étend donc en une forme lisse sur S.

Lemme V.6.4. —
∫

S
dα0 = 0.

Démonstration. — Choisissons de petits disques Di centrés aux points
Pi sur lesquels dα0 = 0. On a alors d’après le théorème de Stokes

∫

S

dα0 =

∫

S\∪i Di

dα0 =−
∑

i

∫

∂ Di

α0.

Cette dernière somme est égale à

Re

 

2iπ
∑

i

A i

!

,

qui est nulle par l’hypothèse sur les résidus des parties principales don-
nées.

Comme dα0 est une forme lisse d’intégrale nulle, elle admet une pri-
mitiveω. Considérons maintenant la 1-forme fermée

α1 =α0−ω

sur S \ {P1, ..., Pm }. De même que précédemment, la 2-forme d (∗α1)
s’étend en une 2-forme lisse et d’intégrale nulle sur S. Notons β une
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primitive lisse de la 2-forme d (∗α1) sur S et appliquons-lui le théo-
rème V.6.2 :

β =βh +d F + ∗dG .

De l’égalité

dβ = d (∗α1),

nous déduisons

d (∗dG ) = d (∗α1).

La 1-forme α2 = α1 − dG est fermée (comme α1) et co-fermée d’après
l’équation précédente. Elle est donc harmonique en dehors de ses pôles.
C’est la partie réelle de la forme méromorphe cherchée, ce qui conclut la
preuve du théorème V.5.1.

V.7. Démonstration du théorème V.6.2

Définition V.7.1. — Soit Ω1
L2 (S) l’espace des 1-formes différentielles

réelles sur S dont les coefficients sont des fonctions mesurables de carré
intégrable. C’est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

〈ω1,ω2〉L2 :=

∫

S

〈ω1,ω2〉P volP =

∫

S

ω1 ∧∗ω2.

(La dernière égalité découlant de la formule 2.)
Soit E l’adhérence dansΩ1

L2 (S) de l’espace des formes exactes lisses, E ∗

l’adhérence dans Ω1
L2 (S) de l’espace des formes co-exactes lisses (c’est-à-

dire qui s’écrivent ∗d F , où F est une fonction lisse).

Lemme V.7.2. — Les espaces E et E ∗ sont orthogonaux.

Démonstration. — Soit ω une 1-forme et F une fonction (toutes deux
supposées lisses). On a alors

∫

S

〈d F,ω〉vol=−
∫

S

d F ∧∗ω=
∫

S

F d (∗ω). (4)

La première égalité découle de la formule 2, page 67 ; la deuxième dé-
coule de la relation de Leibniz d (F∗ω) = d F ∧ ∗ω+ F d (∗ω) et de la for-
mule de Stokes.

En appliquant cette identité àω= ∗dG , où G est une fonction lisse, on
trouve que 〈d F,∗dG 〉L2 = 0. Les espaces E et E ∗ sont donc orthogonaux.
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Définition V.7.3. — On note H l’orthogonal de E ⊕E ∗.

On obtient une décomposition en somme directe orthogonale

Ω1
L2 (S) =H ⊕E ⊕E ∗.

Il s’agit maintenant de montrer que H est l’espace des formes harmo-
niques lisses. Il suffit de montrer que tout élément de H coïncide locale-
ment avec une forme harmonique lisse.

En se plaçant dans des coordonnées conformes et en choisissant la
métrique euclidienne standard (ce qui est permis, vu que les espaces
fonctionnels précédents ne dépendent que de la structure conforme
de S), on est ramené au lemme local suivant :

Lemme V.7.4 (Lemme de Weyl). — Soit D le disque unité muni de sa
métrique euclidienne d x 2 + d y 2. Toute 1-forme sur D mesurable, de
carré intégrable et orthogonale aux formes exactes et co-exactes à support
compact est harmonique.

Démonstration. — Soit ω une 1-forme sur D intégrable et orthogonale
aux formes exactes et co-exactes à supports compacts. Commençons par
remarquer que siω est lisse, alorsω est harmonique. Il s’agit de montrer
que ω est fermée et co-fermée. Puisque ∗ω a les mêmes propriétés que
ω, il suffit par exemple de montrer que ∗ω est fermée. Mais ω est or-
thogonale aux formes fermées à support compact ; donc, d’après les for-
mules (4, page 77), la forme d (∗ω) est orthogonale à toutes les fonctions
à support compact. Cette forme est donc nulle.

L’idée est alors de régulariser ω par convolution. On remarque que
si le noyau de convolution est choisi invariant par rotation, la forme ω
est égale à sa convolée. Cela provient de la formule de la moyenne qui
assure que la valeur d’une fonction harmonique en un point est égale à
sa moyenne sur tout cercle centré en ce point. Ainsi, on montre que ω
est égale à sa convolée et donc est lisse.

Formellement, pour tout ρ ∈]0, 1[, notons Dρ le disque fermé de
centre 0 et de rayon ρ, et introduisons un noyau régularisant (Kρ)ρ∈]0,1[

tel que, pour tout ρ ∈]0, 1[ :
1. Kρ est une fonction positive lisse définie sur D, de support Dρ , et

d’intégrale égale à 1 ;
2. Kρ(x , y ) ne dépend que de x 2+ y 2.
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Pour toute fonction intégrable f :D→R et tout ρ ∈]0, 1[, on considère la
fonction Mρ f définie par

Mρ f (x , y ) =

∫

D
Kρ(x ′−x , y ′− y ) f (x ′, y ′)d x ′d y ′ .

De même, pour toute 1-formeω=ωx d x +ωy d y sur D et tout ρ ∈]0, 1[,
on considère la 1-forme Mρω définie par

Mρω= (Mρωx )d x +(Mρωy )d y .

On a alors les propriétés suivantes :

(i) Pour toute fonction intégrable f , la fonction Mρ f est définie et lisse
sur D1−ρ .

(ii) Pour toute fonction intégrable f , on a Mρd f = d
�

Mρ f
�

sur D1−ρ .
De même, pour toute 1-formeω, on a Mρ(∗ω) = ∗(Mρω) sur D1−ρ .

(iii) Pour tout couple de fonctions f 1 et f 2 avec f 1 à support dans D1−ρ ,
on a 〈Mρ f 1, f 2〉= 〈 f 1, Mρ f 2〉.

(iv) Pour toute fonction intégrable f , et tous ρ,ρ′ ∈]0, 1[, on a
MρMρ′ f =Mρ′Mρ f sur D1−ρ−ρ′ .

(v) Pour tout 0 < r < 1, les fonctions Mρ f convergent vers f dans
L2(Dr ) lorsque ρ tend vers 0.

(vi) Si u est une fonction harmonique sur D alors Mρu = u sur D1−ρ .

Le dernier point, crucial, provient de la propriété de la moyenne pour
les fonctions harmoniques et du choix de Kρ invariant par rotation.

Les propriétés (ii) et (iii) montrent que si ω est orthogonale à toutes
les formes lisses exactes et co-exactes à support compact, alors Mρω

est orthogonale à toutes les formes exactes et co-exactes dont le support
est contenu dans D1−ρ . Mais comme Mρω est lisse sur D1−ρ d’après la
propriété (i), on a vu que cela implique qu’elle est en fait harmonique
dans D1−ρ .

Pour conclure, il nous reste à démontrer que Mρω est presque partout
égale à ω sur D1−ρ . Observons pour cela que les propriétés (ii) et (vi)
montrent que, pour tous ρ,ρ′ avec 0<ρ,ρ′ < 1, on a

Mρ′Mρω=Mρ′ (d u ) = d
�

Mρ′u
�

= d u =Mρω

sur la boule D1−ρ−ρ′ , où u est le potentiel de Mρω. D’après (v), on en
déduit

Mρω=Mρ′Mρω=MρMρ′ω=Mρ′ω,
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sur la boule D1−ρ−ρ′ . Alors pour tout 0 < r < 1, la famille Mρω est
constante pour 0 < ρ < 1− r et tend vers ω dans Ω1

L2 (B (0, r )) lorsque ρ
tend vers 0.

On a donc montré que ω est presque partout égale à une forme har-
monique lisse. Le lemme est démontré.

Pour conclure la preuve du théorème V.6.2, nous aurons besoin d’un
second lemme local.

Lemme V.7.5. — Soit D le disque unité muni de sa métrique euclidienne
d x 2 + d y 2. Soit ω une 1-forme lisse sur D. Alors il existe des fonctions
lisses F et G définies sur le disque telles que

ω= d F + ∗dG .

Remarque V.7.6. — Ce lemme semble indiquer que, dans l’énoncé du
théorème V.6.2, la forme harmoniqueωh est toujours nulle. Ce n’est bien
sûr pas le cas : le lemme V.7.5 est un résultat local spécifique au disque.

Démonstration. — Si ω est fermée, elle est exacte sur D. On cherche
donc la fonction G telle que ω− ∗dG soit fermée. On mesure le défaut
de fermeture deω en posant dω=ϕd x ∧d y . Quitte à étendreω en une
forme lisse sur R2, on suppose que ϕ est définie sur le plan.

Alors, d’après la formule (4, page 77), on a

d (ω−∗dG ) = (ϕ−∆G )d x ∧d y .

Il nous reste donc à résoudre l’équation ∆G = ϕ sur D. Si ϕ est la
masse de Dirac en 0, alors la fonction de Green G0(r e iθ ) = − log(r )
convient. Pour traiter le cas général, il suffit, par linéarité, de convoler ϕ
par G0. On vérifie ainsi que la fonction suivante convient :

G (x , y ) =−
1

2π

∫

D
log
p

(x ′−x )2+(y ′− y )2ϕ(x ′, y ′)d x ′d y ′ .

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration du
théorème V.6.2. Considérons une 1-forme lisseω sur S et écrivons la dé-
composition

ω=ωh +a +b ,

oùωh est harmonique, a appartient à E et b appartient à E ∗. Nous prou-
vons d’abord que a et b sont des formes lisses. Il suffit bien sûr de le
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vérifier localement. On considère donc un disque D dans S, suffisam-
ment petit pour supporter des coordonnées conformes (x , y ). D’après le
lemme V.7.5, il existe des fonctions lisses F et G telles que

ωh +a −d F = ∗dG −b.

Le membre de gauche est orthogonal aux formes co-exactes à support
compact dans D, tandis que celui de droite est orthogonal aux formes
exactes à support compact dans D. Cette forme différentielle est donc
harmonique et lisse d’après le lemme V.7.4 de Weyl. Ceci force la régula-
rité des formes a et b .

Pour conclure, il faut en déduire que a et b sont exactes. On montre,
par exemple en utilisant le théorème d’Ascoli, que toute forme lisse qui
est une limite dans la topologie L2 de formes exactes lisses est exacte. Le
théorème est démontré.





CHAPITRE VI

Théorème de Riemann-Roch

VI.1. Existence de fonctions méromorphes

Soit X une surface de Riemann. On peut construire des fonctions
méromorphes sur X comme quotient de différentielles méromorphes :
Soientω1 etω2 deux 1-formes méromorphes sur X . Dans une coordon-
née locale z , on écrit :

ω1 = g 1(z )d z etω2 = g 2(z )d z .

Le rapport g 1(z )/g 2(z ) est indépendant de la coordonnée locale z ; on
note f =ω1/ω2 la fonction méromorphe (globale) sur X ainsi définie.

Théorème VI.1.1. — Sur toute surface de Riemann (compacte), il existe
une fonction méromorphe non constante.

Démonstration. — Il suffit de construire deux 1-formes méromorphes
non proportionnelles. Soient z 0, z 1 et z 2 trois points. On construit :

– Une 1-forme méromorpheω1 avec résidu 1 en z 1 et résidu−1 en z 0

et holomorphe partout ailleurs.
– Une 1-forme méromorpheω2 avec résidu 1 en z 2 et résidu−1 en z 0

et holomorphe partout ailleurs.
Le quotient ω1/ω2 a un pôle en z 1 (peut-être d’ordre > 1) et un zéro en
z 2 (peut-être d’ordre > 1), il n’est donc pas constant.

Définition VI.1.2. — Étant donné m points distincts P1, ..., Pm de X , on
note E (P1, . . . , Pm ) l’ensemble des fonctions méromorphes ayant éven-
tuellement des pôles simples en les points P1, ..., Pm (et pas ailleurs). C’est
naturellement un espace vectoriel complexe.
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L’objet du théorème de Riemann-Roch est d’estimer sa dimension.
Nous commençons par déduire du théorème V.5.1 le

Théorème VI.1.3 (Inégalité de Riemann). — Soit X une surface de
Riemann compacte de genre g . Alors :

dimE (P1, . . . , Pm )¾m − g +1.

Démonstration. — Fixons un choix de coordonnée locale z autour
de chacun des points Pk , k = 1, . . . , m , et 2g courbe simples fermées
γ1, . . . ,γ2g qui découpent X en un domaine simplement connexe et ne
passent pas par les Pk . Soit alorsωk (k = 1, . . . , m ) l’unique 1-forme mé-
romorphe de partie principale d z/z 2 en Pk , holomorphe partout ailleurs
et dont les parties réelles de ses 2g périodes sont nulles. Considérons le
sous-espace vectoriel V ⊂ Cm constitué des m -uplets (α1, . . . ,αm ) tels
qu’il existe une 1-forme holomorphe η telle que

η+α1ω1+ . . .+αmωm

soit exacte. Si f ∈ E (P1, . . . , Pm ), alors sa différentielle d f est combinaison
linéaire de différentielles de formes méromorphes avec un pôle en Pi et
de différentielles holomorphes :

d f =η+α1ω1+ . . .+αmωm .

Puisqu’une forme holomorphe exacte est nulle, l’application d f 7→
(α1, . . . ,αm ) est injective (elle est surjective par définition). On en déduit
que

dimE (P1, . . . , Pm ) = dim V +1.

(En prenant des primitives (multiformes), il ne faut pas oublier de comp-
ter +1 dans les calculs de dimension, à cause de la constante d’intégra-
tion.)

Soit Γ= (Im (
∫

γl
ωk ))l ,k ∈M 2g×m (R).

Lemme VI.1.4. — Un m -uplets (α1, . . . ,αm ) de nombres complexes ap-
partient au sous-espace V si

Γ









Re (α1)
...

Re (αm )









=









0
...
0









et Γ









Im (α1)
...

Im (αm )









=









0
...
0









.
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Démonstration. — Cela résulte du fait que (α1, . . . ,αm ) ∈ V si et seule-
ment si

α1ω1+ . . .+αmωm

a les même périodes qu’une 1-forme holomorphe. Or la condition im-
plique que toutes les parties réelles des périodes de α1ω1 + . . .+αmωm

sont nulles. Les parties réelles d’une 1-forme holomorphe sont toutes
nulles si et seulement si cette forme est nulle (et donc ses périodes sont
nulles).

Ainsi,α1ω1+. . .+αmωm a ses périodes nulles, elle est donc exacte.

Le théorème du rang implique donc que la dimension réelle de V est
¾ 2m −2g .

Un corollaire immédiat, que l’on obtient en variant les ensembles de
pôles imposés, est le suivant :

Corollaire VI.1.5 (Riemann). — Une surface de Riemann compacte pos-
sède une infinité de fonctions méromorphes linéairement indépendantes
sur C.

Par la suite, ce fut Gustav Roch, un étudiant de Riemann, qui réussit
à interpréter la différence entre la dimension recherchée et l’expression
m − g +1.

Théorème VI.1.6 (Riemann-Roch). — Soit X une surface de Riemann
compacte de genre g . Soient P1, . . . , Pm des points distincts sur la surface.
Alors :

dimE (P1, . . . , Pm ) =m − g +1+dimΩ(P1, . . . , Pm )

où Ω(P1, . . . , Pm ) est l’espace vectoriel des formes holomorphes qui s’an-
nulent en chacun des Pk .

Nous démontrons ce théorème dans les paragraphes qui suivent, mais
avant on donne une première application du théorème de Riemann-
Roch à l’uniformisation des courbes en genre 0 et 1.

Application à l’uniformisation des courbes en genre 0 et 1. — Il est dif-
ficile de surestimer l’importance du théorème de Riemann-Roch dans
l’approche moderne de la théorie des courbes algébriques. En particu-
lier, c’est ce théorème que l’on utilise régulièrement pour démontrer que
toute surface de Riemann compacte simplement connexe est isomorphe
à la sphère de Riemann.
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Théorème VI.1.7. — Une surface de Riemann compacte de genre nul est
biholomorphe à la sphère de Riemann.

Démonstration. — Une application directe du théorème de Riemann-
Roch donne en effet l’existence sur une telle surface S d’une fonction
méromorphe n’ayant qu’un pôle simple, c’est-à-dire d’une application
holomorphe : S→ C de degré 1. Puisque S est de genre nul, le théorème
de Riemann–Hurwitz entraîne que cette application ne présente pas de
point de ramification, et est donc un isomorphisme.

De manière semblable, le théorème de Riemann–Roch permet d’uni-
formiser les courbes de genre 1.

Théorème VI.1.8. — Une surface de Riemann compacte de genre 1 est bi-
holomorphe au quotient de C par un réseau de translations.

Démonstration. — Le théorème de Riemann-Roch appliqué au cas où
m = 0, g = 1 fournit, sur une surface S de genre 1, l’existence d’une forme
holomorpheω non-nulle. Or pour tout point P de S, l’espace E (P) est ré-
duit au constante : S ne possède pas de fonction méromorphe avec un
unique pôle simple ; sinon, comme dans la preuve précédente, S serait
isomorphe à la sphère de Riemann, de genre 0. En appliquant le théo-
rème de Riemann-Roch avec m = 1 et g = 1, on en déduit qu’une forme
holomorphe non nulle sur S ne s’annule jamais.

Construisons alors son champ dual, c’est-à-dire le champ de vecteurs
holomorphe non singulier X tel queω(X ) = 1. L’intégration de ce champ
fournit une action de C sur la surface S. Puisque X est non singulier,
toutes les courbes (complexes) intégrales de X , c’est-à-dire les orbites de
notre action sont ouvertes. Comme le complémentaire d’une orbite est
une réunion d’orbites, ces dernières sont aussi fermées et, par connexité
de S, l’action deC est transitive, ce qui identifie S àC/Λ, où Λ est le stabi-
lisateur d’un point, un sous-groupe fermé de C. Puisque S est compacte
et de même dimension que C, Λ est nécessairement un réseau de C.
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FIGURE 1. Une base symplectique de l’homologie

VI.2. Relations bilinéaires de Riemann

VI.2.1. Une proposition de nature topologique

Soit S une surface (lisse) compacte, connexe et orientable. Rappelons
que

H1(S;Z)∼=Z2g et H 1
dR(S;R)∼=R2g ,

où g est le genre de S. L’accouplement
∫

: H1(S;Z)×H 1
dR(S;R)→R

met ces deux espaces en dualité : pour toute base (γ1, . . . ,γ2g ) de H1(S;Z)
il existe une base duale (ω1, . . . ,ω2g ) de H 1

dR(S;R) telle que, pour tout
i , j = 1, . . . , 2g ,

∫

γi

ωj =δi j .

Le produit d’intersection

H1(S;Z)×H1(S;Z) → Z
(γ1,γ2) 7→ γ1#γ2

définie une forme bilinéaire antisymmétrique sur H1(S;Z) qui possède
des bases symplectiques relativement à ce produit.

Proposition VI.2.1. — Pour toute base symplectique (a 1, . . . , a g ,b1, . . . ,b g )
de H1(S;Z) et pour toutes 1-formes fermées η et η′ sur S, on a :

∫

S

η∧η′ =
g
∑

i=1

 

∫

a i

η ·
∫

b i

η′−
∫

a i

η′ ·
∫

b i

η

!

.
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Démonstration. — La base symplectique (a 1, . . . , a g ,b1, . . . ,b g ) de
H1(S;Z) est associée à un découpage de S en un 4g -gône ∆ de cotés
A1, B1, A ′1, B ′1, . . . , A g , Bg , A ′g , B ′g où A i et A ′i sont identifiés par l’appli-

cation ϕi et Bi et B ′i par l’application ψi . On peut voir les formes
différentielles η et η′ comme des formes sur∆.

Puisque ∆ est simplement connexe, il existe une fonction f telle que
d f =η. Alors pour tout x ∈ A i et pour tout y ∈ Bi on a (voir figure 2) :

f ◦ϕi (x )− f (x ) =

∫

b i (x )

d f =

∫

b i

η (1)

et

f (y )− f ◦ψi (y ) =

∫

a i (y )

d f =

∫

a i

η. (2)

La formule de Stokes implique :
∫

S

η∧η′ =
∫

∆

η∧η′ =
∫

D

d ( f η′)

=

∫

∂∆

f η′

=
g
∑

i=1

∫

A i+Bi−A ′i−B ′i

f η′,

et il découle donc de (1) et (2) que
∫

A i−A ′i

f η′ =

∫

A i

( f − f ◦ϕi )η′ =−
∫

b i

η ·
∫

a i

η′

et
∫

Bi−B ′i

f η′ =

∫

Bi

( f − f ◦ψi )η′ =

∫

a i

η ·
∫

b i

η′

ce qui prouve l’égalité annoncée

Remarque VI.2.2. — Si S est munie d’une structure de surface de Rie-
mann et si η et η′ sont holomorphes on a de plus :

∫

S

η∧η′ = 0 (car d z ∧d z = 0)
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FIGURE 2. Relations de périodes

et si η 6= 0,

i

∫

X

η∧ η̄ > 0 (car d z ∧d z̄ =−2i d x ∧d y ).

Il découle alors de la proposition VI.2.1 que l’applicationω 7→ (
∫

a i
ω)i=1,...,g

est injective. En particulier que l’espace vectoriel des 1-forme holo-
morphes est de dimension ¶ g ; le théorème suivant montre que l’on a
en fait égalité.

Soit X une surface de Riemann compacte avec m points marqués
P1, . . . , Pm et dont on fixe 2g courbes simples fermées (a 1, . . . , a g ,b1, . . . ,b g )
qui ne passent pas par les Pi et forment une base symplectique de
H1(X ;Z). En conservant les notations (parties principales A i en chaque
Pi ) du théorème V.5.1 on montre la variante suivante :

Théorème VI.2.3 (Existence de 1-formes méromorphes)
On suppose que la somme des résidus

∑

i A i = 0. Alors, pour chaque
système de g nombres complexes, il existe une unique forme méromorphe
sur X qui possède des pôles uniquement aux points Pi avec les parties prin-
cipales données et dont les périodes évaluées sur les g courbes a 1, . . . , a g

sont les g nombres donnés.

Démonstration. — C’est une conséquence de la remarque précédente
et du théorème V.5.1 : en vertu de ce dernier, l’espace recherché est un
espace affine sur l’espace des formes holomorphes, qui est de dimension
(réelle) 2g . Or l’applicationω 7→ (

∫

a i
ω)i=1,...,g est injective. Elle est donc

bijective : une forme holomorphe est uniquement déterminée par ses
périodes sur les a i .
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La même applicationω 7→ (
∫

a i
ω)i=1,...,g est une application affine in-

jective sur l’espace recherché. Ce dernier est de dimension complexe
g (comme son espace directeur, celui des formes holomorphes). C’est
donc une bijection.

Pour démontrer le théorème de Riemann-Roch nous aurons enfin be-
soin d’une version raffinée de la proposition VI.2.1 que nous énonçons
ci-dessous. La démonstration est essentiellement la même, nous ne fai-
sons que l’esquisser.

Proposition VI.2.4. — Soit X une surface de Riemann compacte dont
on fixe 2g courbes simples fermées (a 1, . . . , a g ,b1, . . . ,b g ) qui forment une
base symplectique de H1(X ;Z). Soient ω1 une 1-forme holomorphe sur X
et ω2 une 1-forme méromorphe (non singulière le long des a j ,b j ). Étant

donné un point z 0 ∈X −{a j ,b j } on pose u (z ) =
∫ z

z 0
ω1. Alors :

2iπ
∑

Res(uω2) =
g
∑

i=1

 

∫

a i

ω1 ·
∫

b i

ω2−
∫

a i

ω2 ·
∫

b i

ω1

!

.

Démonstration. — En conservant les notations de la proposition VI.2.4,
la proposition découle de la formule des résidus

2iπ
∑

Res(uω2) =

∫

∂∆

uω2

et des équations (1) et (2).

VI.2.2. Relations bilinéaires de Riemann

Soit X une surface de Riemann compacte dont on fixe 2g courbes
simples fermées (a 1, . . . , a g ,b1, . . . ,b g ) qui forment une base symplec-
tique de H1(X ;Z). On fixe une base (ω1, . . . ,ωg ) de l’espace des 1-formes
holomorphes sur X .

Définition VI.2.5. — On appelle matrices des périodes les matrices A et
B ∈M g (C) définies par

A i j =

∫

a j

ωi et Bi j =

∫

b j

ωi .

Théorème VI.2.6 (Relations bilinéaires de Riemann)

1. La matrice A est inversible.
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2. La matrice Ω = A−1 B est symétrique et sa partie imaginaire Im Ω =
(Im Ωi j )1¶i ,j¶g est définie positive.

Démonstration. — Soit λ= (λ1, . . . ,λg )∈Cg tel que

g
∑

i=1

λi A i j = 0 (j = 1, . . . , g ).

Considérons alors la 1-forme holomorphe

ω=
g
∑

i=1

λiωi .

Par définition de A, on a :
∫

a j

ω= 0 (j = 1, . . . , g )

et donc aussi
∫

a j

ω̄= 0 (j = 1, . . . , g ).

Il découle donc de la proposition VI.2.1 que
∫

X
ω∧ ω̄ = 0, de sorte que

ω= 0 et donc λ1 = . . .=λg = 0. La matrice A est donc inversible.
Montrons maintenant le deuxième point du théorème. On vérifie

facilement que la matrice Ω est indépendante du choix de la base
(ω1, . . . ,ωg ). Puisque A est inversible, quitte à changer de base on peut
supposer que A = I , c’est-à-dire que

∫

a j

ωi =δi j .

On a alors Ωi j = Bi j =
∫

b j
ωi mais il découle encore de la proposition

VI.2.1 que

0=

∫

X

ωi ∧ωj =
g
∑

k=1

 

∫

a k

ωi ·
∫

bk

ωj −
∫

a k

ωj ·
∫

bk

ωi

!

=

∫

b i

ωj −
∫

b j

ωi

de sorte que Ω est symétrique. Finalement si v = (v1, . . . , vg )∈Rg −{0}, il
découle encore de la proposition VI.2.1 que

t v · Im Ω ·v =
i

2

∫

X

η∧ η̄ > 0,
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où η=
∑g

i=1 viωi .

VI.3. Démonstration du théorème VI.1.6

On procède comme pour la démonstration de l’inégalité de Riemann.
Cependant, grâce à la variante du théorème d’existence donnée dans le
théorème VI.2.3, on se place dans un cadre plus naturel où les applica-
tions définies sont linéaires surC. Ca permet d’analyser plus simplement
ces applications. Fixons donc un choix de coordonnée locale z autour
de chacun des points Pk , k = 1, . . . , m , et 2g courbes simples fermées
(a 1, . . . , a g ,b1, . . . ,b g ) qui forment une base symplectique de H1(X ;Z) et
ne passent pas par les Pk . D’après le théorème VI.2.3 il existe une unique
1-forme méromorpheωk (k = 1, . . . , m ) de partie principale d z/z 2 en Pk ,
holomorphe partout ailleurs et dont les g périodes selon les courbes a i

(i = 1, . . . , g ) sont nulles.
Considérons maintenant le sous-espace vectoriel V ⊂ Cm constitué

des m -uplets (α1, . . . ,αm ) tels qu’il existe une 1-forme holomorpheη telle
que

η+α1ω1+ . . .+αmωm

soit exacte. Comme dans la démonstration de l’inégalité de Riemann, on
a :

dimE (P1, . . . , Pm ) = dim V +1.

Soit

H =

 

∫

b i

ωj

!

∈M g×m (C).

Lemme VI.3.1. — Un élément









α1
...
αm









appartient à V si et seulement si

il appartient à Ker(H ).
De plus, la forme η apparaissant dans la définition de V est toujours

nulle.

Démonstration. — Si (α1, . . . ,αm ) ∈ V alors la forme ω = α1ω1 +
. . .αmωm a les même périodes que la 1-forme holomorphe−η. Mais, par
définition desωj , toutes les a -périodes de α1ω1+ . . .αmωm sont nulles.
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Donc c’est aussi vrai pour −η qui est donc nulle. Les b -périodes de ω
sont donc également nulles. On en déduit :

0=

∫

b i

(
∑

j

αjωj ) =
∑

j

αj (

∫

b i

ωj ) (i = 1, . . . , g ),

c’est-à-dire que (α1, . . . ,αm )∈KerH .
Si, réciproquement, on suppose que

H ·









α1
...
αm









=









0
...
0









,

alors les a -périodes et les b -périodes de α1ω1 + . . .αmωm sont nulles
donc α1ω1 + . . .αmωm est exacte (sans avoir besoin de la corriger par
une forme holomorphe η).

Il découle du lemme précédent que V = KerH , où H est vue comme
application linéaire Cm →Cg . Le théorème du rang implique donc :

dimE (P1, . . . , Pm ) =m − rang(H )+1. (3)

On retrouve en particulier l’inégalité de Riemann : dimE (P1, . . . , Pm ) ¾
m − g + 1. Il nous reste à déterminer le rang de H . On l’interprète en
termes de 1-formes holomorphes, en passant à l’application duale.

Soit ϕl la 1-forme holomorphe déterminée par ses a -périodes :
∫

a k

ϕl =δk l .

Lemme VI.3.2. — Un g -uplet de nombres complexes (β1, . . . ,βg ) appar-
tient au noyau de t H :Cg →Cm si et seulement si la 1-forme holomorphe
β1ϕ1+ . . .+βgϕg s’annule en les points P1, . . . , Pm .

Démonstration. — Dans les coordonnées locales z autour des points Pk

on a :

ϕl = (λk
l + . . .)d z .

La proposition VI.2.4 appliquée àω1 =ϕl etω2 =ωk implique alors :
∫

b l

ωk =

∫

a l

ϕl ·
∫

b l

ωk = 2iπResPk ((

∫

ϕl )ωk

︸ ︷︷ ︸

=
λk

l
z d z+...

) = 2iπλk
l .
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On obtient donc :
1

2iπ
H = (ϕl (Pk )) l=1,...,g

k=1,...,m

et (β1, . . . ,βg )H = 0 si et seulement si la 1-forme holomorphe β1ϕ1+ . . .+
βgϕg s’annule en les points P1, . . . , Pm .

D’après le théorème du rang

g = rang(t H )+dim Ker(t H )

et, d’après le lemme précédent,

dim Ker(t H ) = dimΩ(P1, . . . , Pm ).

On a donc :

dimΩ(P1, . . . , Pm ) = g − rang(t H ). (4)

Puisque H et t H ont le même rang, le théorème de Riemann-Roch dé-
coule de (3) et (4).

VI.4. Vision faisceautique du théorème de Riemann-Roch et dualité de
Serre

Nous présentons ici la vision moderne du théorème de Riemann-Roch
via la notion de faisceau qui permet de mieux comprendre le passage du
local au global.

VI.4.1. Faisceaux

Définition VI.4.1 (Faisceau). — Soit X un espace topologique. Un fais-
ceau F de groupes abéliens sur X est une famille de groupes abéliens
F (U ) paramétrés par les ouverts U ⊂ X (les sections au-dessus de U ) et
une familles de morphismes de groupesρU

V :F (U )→F (V ) (applications
de restriction), où V ⊂U ⊂ X sont des ouverts, astreints aux propriétés
suivantes :

1. F (;) est le groupe trivial,ρU
U est toujours l’identité etρV

W ◦ρ
U
V =ρ

U
W

dès que W ⊂V ⊂U (on dit alors queF est un préfaisceau) ;
2. si U = ∪Ui (recouvrement ouvert) et si f , g ∈ F (U ) et ρU

Ui
( f ) =

ρU
Ui
(g ) pour tout i , alors f = g ,

3. si U = ∪Ui (recouvrement ouvert) et si on se donne des f i ∈F (Ui )
tels que ρUi

Ui∩Uj
( f i ) =ρ

Uj

Ui∩Uj
( f j ), alors il existe un élément f ∈F (U )

tel que ρU
Ui
( f ) = f i .
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Exemples. — 1. Soit X un espace topologique. Pour tout ouvert U ⊂ X
soit C (U ) l’espace vectoriel de toutes les fonctions continues f : U →C.
Pour V ⊂U soit ρU

V : F (U )→F (V ) l’application de restriction usuelle.
AlorsC est un faisceau.

2. Si X est une surface de Riemann, les algèbresO (U ) des fonctions ho-
lomorphes sur U et les applications de restrictions standard définissent
un faisceau O .

On prendra garde au fait que l’algèbre B(U ) des fonctions holo-
morphes bornées sur U ⊂ X définit bien un préfaisceau mais pas un
faisceau.

3. On définit de même le faisceau Ω1 des 1-formes holomorphes sur
une surface de Riemann ainsi que le faisceau E des fonctions lisses, le
faisceau E 1 des 1-formes lisses, le faisceau E 1,0, resp. E 0,1, des 1-formes
de type (1, 0), resp. (0, 1), c’est-à-dire localement de type f d z , resp. f d z̄ ,
avec f lisse.

Définition VI.4.2. — SoientF un faisceau sur un espace topologique X
et x ∈X un point. On définit la relation 'x sur l’union disjointe

⋃

U3x

F (U )

par : f ∈ F (U ) et g ∈ F (V ) sont équivalent f 'x g si et seulement s’il
existe un ouvert W ⊂U ∩V contenant x tel que f |W = g |W . On note

Fx =

 

⋃

U3x

F (U )

!

/'x ;

c’est un groupe abélien. Pour tout voisinage ouvert U de x dans X , soit

ρx :F (U )→Fx

l’application qui à un élément f ∈ F (U ) associe sa classe d’équivalence
modulo 'x . On appelle ρx ( f ) le germe de f .

VI.4.2. Cohomologie

Soit X un espace topologique etF un faisceau de groupes abéliens sur
X .

Définition VI.4.3. — On note H 0(X ;F ) = F (X ) le groupe des sections
globales du faisceauF .
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C’est l’objet qui nous intéresse ; il s’inscrit dans une famille de groupes
de cohomologie mais nous ne considèrerons ici que le suivant H 1(X ;F ).
SoitU = {Ui } un recouvrement ouvert de X . On note

C q (U ,F ) =
∏

(i 0,...,i q )

F (Ui 0 ∩ . . .∩Ui q )

avec sa structure naturelle de groupe. Le groupe H 0(X ;F ) est aussi le
noyau du morphisme

δ : C 0(U ,F )→C 1(U ,F )

qui à (c i ) associe (c i j ) où c i j = c i − c j est défini sur Ui ∩Uj . On définit de
la même manière

δ : C 1(U ,F )→C 2(U ,F )

par δ((c i j )) = (c i j k ), où c i j k = c j k − c i k + c i j est défini sur Ui ∩Uj ∩Uk .

Définition VI.4.4. — L’espace des 1-cocycles est

Z 1(U ,F ) =Ker(δ : C 1(U ,F )→C 2(U ,F ))

et celui des 1-cobord est

B 1(U ,F ) = Im(δ : C 0(U ,F )→C 1(U ,F )).

On a B 1(U ,F )⊂Z 1(U ,F ) et on pose :

H 1(U ,F ) =Z 1(U ,F )/B 1(U ,F ).

L’espace H 0(U ,F ) = F (X ) est indépendant du recouvrement U . En
général si V est un recouvrement ouvert de X plus fin que U , il n’est
pas difficile de montrer (cf. par exemple [Forst1977, §12]) qu’il existe une
injection canonique

H 1(U ,F )→H 1(V ,F ),

de sorte que que les groupes H 1(U ,F ) forme un système directe indexé
par les recouvrementsU . On pose alors :

Définition VI.4.5. — Le premier groupe de cohomologie de X à coeffi-
cients dansF est la limite directe du système (H 1(U ,F ))U :

H 1(X ,F ) =

 

⋃

U
H 1(U ,F )

!

/',
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où ξ∈H 1(U ,F ) et η∈H 1(V ,F ) sont équivalents, ξ'η, si et seulement
s’il existe un recouvrement plus finW tel que les images de ξ et η dans
H 1(W ,F ) coïncident.

Noter que pour tout recouvrement ouvertU l’application canonique

H 1(U ,F )→H 1(X ,F )

est injective. En particulier H 1(X ,F ) est trivial si et seulement si tous les
H 1(U ,F ) sont triviaux.

Théorème VI.4.6. — Soit X une surface de Riemann et F l’un des fais-
ceau E , E 1, E 1,0 ou E 0,1. Alors : H 1(X ,F ) = 0.

Démonstration. — Nous ne considérons que le cas F = E ; les autres
cas se traitent de la même manière. Soit U = (Ui )i∈I un recouvrement
ouvert quelconque de X . Nous allons montrer que H 1(U ,E ) = 0. Consi-
dérons donc un cocylcle ( f i j ) ∈Z 1(U ,E ). Il s’agit de montrer qu’il existe
des fonctions g i ∈ E (Ui ) telles que pour i , j ∈ I on ait

g i − g j = f i j

sur Ui ∩Uj .
Soit (ψi )i∈I une partition de l’unité subordonnée àU . On pose

g i =
∑

j∈I

ψj f i j .

Alors, en utilisant la relation de cocycle pour f , on a :

g i − g j =
∑

k∈I

ψk f i k −
∑

k∈I

ψk f j k

=
∑

k

ψk ( f i k − f j k ) =
∑

k

ψk f i j = f i j .

Le théorème suivant n’est pas difficile mais fondamental en pra-
tique pour calculer le premier groupe de cohomologie ; on renvoie à
[Forst1977, §12] pour sa démonstration.

Théorème VI.4.7 (Leray). — Si pour tout Ui du recouvrement U on a
H 1(Ui ,F ) = 0 alors

H 1(U ,F )∼=H 1(X ;F ).

Les définitions et résultats suivants nous servirons à calculer des
groupes de cohomologie en changeant le faisceau.
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Définition VI.4.8. — Soient F et G des faisceaux de groupes abéliens
au-dessus d’un espace topologique X . Un morphisme de faisceaux α :
F →G est une famille de morphismes de groupes

αU :F (U )→G (U ), U ouvert dans X ,

qui est compatible aux morphismes de restrictions, de sorte que le dia-
gramme

F (U ) αU−−−→ G (U )

restr.





y





y
restr.

F (V ) αV−−−→ G (V )
est commutatif.

Pour tout ouvert U ⊂X on définit

K (U ) =Ker(F (U ) αU→G (U )).

La famille de groupes abéliensK (U ) définit un faisceau que l’on appelle
le noyau de α ; on le noteK =Kerα.

Si x ∈ X , un morphisme de faisceau α :F →G induit un morphisme
de groupe

αx :Fx →Gx .

Une suite de morphismes de faisceaux F α→ G
β
→H est dit exacte si la

suite

Fx
αx→Gx

βx→Hx

est exacte.

Le théorème suivant est essentiellement formel ; cf. [Forst1977, §15].

Théorème VI.4.9. — Soit 0→F α→G
β
→H → 0 une suite exacte de fais-

ceaux sur un espace topologique X tel que H 1(X ,G ) = 0. Alors :

H 1(X ,F )∼=H (X )/βG (X ).

VI.4.3. Retour aux surfaces de Riemann

Soit X une surface de Riemann. On note d ′′ l’opérateur différentiel sur
les fonctions lisse sur X défini par

d ′′ f = d f (0,1).
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Dans un ouvert de coordonnée (U , z ) on a donc :

d ′′ f =
∂ f

∂ z̄
·d z̄ .

Lemme VI.4.10. — La suite de faisceaux

0→O →E d ′′→E 0,1→ 0

est exacte.

Démonstration. — La seule chose délicate à vérifier est que pour tout
x ∈X le morphisme

Ex
d ′′x→E 0,1

x

est surjectif. Mais cela découle des lemmes V.7.4 et V.7.5 en ne considé-
rant que les formes de type (0, 1).

L’espace H 0(O ) s’interprète comme l’espace des fonctions holo-
morphes sur X et les théorèmes VI.4.6 et VI.4.9 permettent de déduire
du lemme précédent le

Théorème VI.4.11 (Dolbeault). — On a :

H 1(X ,O )∼= E 0,1(X )/d ′′E (X ).

On veut étudier des fonctions méromorphes à pôles prescrit. Cela mo-
tive la

Définition VI.4.12. — On interprète un système de multiplicités n i at-
tachées à des points Pi comme un diviseur D :=

∑

n i Pi . La somme
∑

n i

est par définition le degré deg(D)de D. Un diviseur D est dit effectif si tous
les n i sont positifs. On définit alors un ordre sur les diviseurs : D1 ¾D2 si
D1−D2 est effectif.

Les (germes de) fonctions ayant au plus un pôle d’ordre n i au point Pi

forment un faisceau, noté O (D).

Définition VI.4.13. — Un fibré en droites L est une famille {Lx }x∈X de
droites complexes qui dépendent holomorphiquement de x ∈ X . Une
section s de L est une application X → L, x 7→ s (x )∈ Lx .

Soit P ∈ X et t une trivialisation locale holomorphe de L au voisinage
de P . Si s est une section méromorphe et non-nulle. Alors, au-voisinage
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de P on a s = f t avec f méromorphe et la valuation de f en P ne dépend
pas de la trivialisation t , on la note vP (s ). On pose alors

divs =
∑

P∈X

vP (s )R (somme finie).

Le diviseur divs est effectif si et seulement si s est holomorphe.

Proposition VI.4.14. — Étant donné un diviseur D =
∑

n i Pi sur X , on
peut lui associer un fibré en droites (complexes) L(D) et une section méro-
morphe telle que divs =D.

Démonstration. — On se fixe des cartes disjointes (Ui , z i ) autour de cha-
cun des Pi telles que z i (Pi ) = 0. Soit U0 = X − {P1, . . . , Pm }. On définit L
comme le fibré en droites de trivialisation U0,U1, . . . ,Um et de fonctions
de transition

ϕUi U0 = z n i
i sur Ui ∩U0.

Enfin la fonction s définie par s (x ) = z n i
i (x ), pour x ∈Ui , et s (x ) = 1 pour

x ∈U0 est une section méromorphe de L telle que divs =D.

Le faisceau OD est aussi le faisceau des sections (locales) holomorphes
de L. Les deux groupes de cohomologie H 0(X ; L(D)) := H 0(X ,O (D)) et
H 1(X ; L(D)) := H 1(X ,O (D)) de ce faisceau sont naturellement des es-
paces vectoriels complexes. Le premier espace H 0(X ,O (D)) s’interprète
comme l’espace recherché des fonctions méromorphes à pôles d’ordre
au plus D et définies globalement sur X (ou encore que l’espace des
section (globales) holomorphes de L(D)). Il est de dimension fini notée
h0(O (D)) (dimension qui est aussi souvent notée l (D) dans la littéra-
ture). Le second espace peut se réecrire comme dans le théorème de
Dolbeault : puisque l’on dispose d’un espace C∞(X ; L) de sections C∞

du fibré L = L(D), on a également un opérateur

d ′′L : C∞(X ; L)→C∞(X ; L⊗ ω̄X ),

oùωX est le fibré en droite dual du fibré tangent holomorphe. On a alors :

H 1(X ,O (D)) =C∞(X ; L⊗ ω̄X )/Imd ′′L .

Il découle de la théorie de Hodge que cet espace est lui aussi de dimen-
sion finie, notée h1(O (D)). La théorie de Hodge permet d’ailleurs d’inter-
préter globalement cet espace comme l’espace vectoriel des formes har-
moniques de type (0, 1) (≡ formes anti-holomorphes) à valeurs dans L.
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Une autre manière d’interpréter cet espace de cohomologie globalement
est via le théorème de dualité de Serre que nous décrivons maintenant.

VI.4.4. Théorème de dualité de Serre

Soient X une surface de Riemann compacte et L 1 et L 2 deux fibrés en
droites au-dessus de X . Si f i ∈C∞(X ; L i ), i = 1, 2, alors

d ′′L 1⊗L 2
( f 1 · f 2) = f 1 ·d ′′L 2

f 2+d ′′L 1
f 1 · f 2.

En particulier si f 1 ∈H 0(X ; L 1), on a d ′′L 1⊗L 2
( f 1 · f 2) = f 1 ·d ′′L 2

f 2. L’applica-
tion

¨

H 0(X ; L 1)×C∞(X ; L 2⊗ ω̄X ) → C∞(X ; L 1⊗ L 2⊗ ω̄X )
( f 1,α2) 7→ f 1 ·α2

passe donc au quotient en une application
¨

H 0(X ; L 1)×H 1(X ; L 2) → H 1(X ; L 1⊗ L 2)
( f 1, [α2]) 7→ f 1 · [α2] = [ f 1 ·α2].

(5)

Considérons maintenant le cas où L 2 = L et L 1 = L∗⊗ωX . Alors

H 1(X ; L∗⊗ L⊗ωX )∼=H 1(X ;ωX ).

Mais un élément de H 1(X ;ωX ) est représentée par une 2-forme α sur X
(à des formes exactes près) que l’on peut intégrer sur X :

Res([α]) =
1

2iπ

∫

X

α.

On obtient ainsi une application surjective

Res : H 1(X ;ωX )→C

qui composée avec l’application (5) induit une application bilinéaire :

〈·, ·〉 : H 0(X ; L∗⊗ωX )×H 1(X ; L)→C.

Théorème VI.4.15 (Dualité de Serre). — Soit X une surface de Riemann
compacte et soit L = L(D) un fibré en droites complexes sur X . Alors
l’application 〈·, ·〉 met les espaces H 0(X ,Ω(−D)) = H 0(X ; L∗ ⊗ ωX ) et
H 1(X ,O (D)) =H 1(X ; L) en dualité. IciΩ(−D) est le faisceau des formes ho-
lomorphes s’annulant au moins à l’ordre D. On a donc canoniquement :

H 1(X ,O (D))∼=H 0(X ,Ω(−D))∗.
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Remarque VI.4.16. — 1. Dans les coordonnées utilisées dans notre dé-
monstration « élémentaire » du théorème de Riemann-Roch, la dualité
de Serre correspond au fait que

Ker(t H )∼=Coker(H ).

Le théorème ci-dessus à l’avantage de ne plus passer par des coordon-
nées.

2. En théorie de Hodge le théorème de dualité de Serre n’est autre que
la dualité entre les formes de type (1, 0) et les formes de type (0, 1) donné
par le cup-produit.

Rappelons le théorème de Riemann-Roch :

dim H 0(X ,O (D))−dim H 0(X ,Ω(−D)) = deg(D)− g +1.

La caractéristique d’Euler χ(O (D)) du faisceau O (D) est par définition
la différence h0(O (D))−h1(O (D)). Via la dualité de Serre, le théorème de
Riemann-Roch s’écrit donc dans ce langage

χ(O (D)) = deg(D)− g +1.

Vu de cette manière, on n’a qu’une réécriture tautologique. La force
de cette réécriture provient du fait qu’ainsi on obtient des énoncés qui
s’étendent en toutes dimensions, comme l’ont montré Kodaira, Hir-
zebruch, Serre, Grothendieck dans les années 1950 : la caractéristique
d’Euler χ(F ) du faisceau F des sections d’un fibré algébrique sur une
variété algébrique compacte ou d’un fibré holomorphe sur une variété
analytique compacte s’exprime uniquement en termes d’invariants
topologiques du fibré considéré et du fibré tangent de la variété ; et les
espaces vectoriels H i (F ) intervenant dans la définition de χ(F ) sont
naturellement isomorphes à (H n−i (Ω(F ∗)))∗, où n est la dimension de la
variété.

VI.5. Existence de 1-formes méromorphes sur les courbes algébriques

Partant d’une surface de Riemann X compacte associée à une courbe
algébrique on peut démontrer l’existence de 1-formes méromorphes
« à la main ». Supposons donc que X s’immerge dans CP2 comme une
courbe algébrique C dont tous les points singuliers sont doubles à tan-
gentes distinctes. Pour un choix convenable de carte affine, la courbe
C est transverse à la droite à l’infini et, au voisinage de chaque point
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double, la première projection x : C → CP1 est une coordonnée sur
chaque branche.

Commençons par construire des 1-formes holomorphes sur X .
Notons E l’espace vectoriel des polynômes P ∈ C[x , y ] de degré au
plus d − 3 et qui s’annulent en chaque point double de C . Soit P ∈ E .
NotonsωP le relevé à X de la différentielle abélienne

P(x , y )
d x

F ′y
(6)

où F ′y =
∂ F
∂ y .

Proposition VI.5.1. — 1. Pour tout polynôme P de E , la formeωP est
holomorphe sur X .

2. L’application P 7→ ωP de E vers l’espace Ω1(X ) des 1-formes holo-
morphes sur X est linéaire et injective.

3. La dimension de E est supérieure ou égale à g , le genre de X .

Démonstration. — 1. L’expression (6) définit a priori une 1-forme holo-
morphe sur C privée :

– des points où la première projection x : C → CP1 ne définit pas
une coordonnée holomorphe locale, c’est-à-dire des points d’inter-
section de C avec la droite à l’infini, et des points de ramifications
de x : C →CP1 ;

– des points où F ′y s’annule, c’est-à-dire des points doubles de C et

des points de ramifications de x : C →CP1 ;
– des points où P(x , y ) devient infini, c’est-à-dire des points d’inter-

section de C avec la droite à l’infini.
En fait, la 1-forme définie par l’expression (6) se prolonge de manière ho-
lomorphe aux points de ramification de x : C →CP1. En effet, en utilisant
l’égalité F ′x d x + F ′y d y = 0, on voit que l’égalité (6) peut se réécrire

ω=−
P(x , y )

F ′x
d y

(là où cela a un sens) ; cette expression définit une 1-forme holomorphe
au voisinage de tout point de ramification de x . En chaque point double
de C , le polynôme F ′y a un zéro d’ordre 1 et le polynôme P(x , y ) s’annule,
le relevé de la 1-forme définie par l’expression (6) se prolonge donc en
une forme holomorphe au-dessus des points doubles de X . Enfin, en se
plaçant dans les variables u = 1

x et v = 1
y , on voit que la 1-forme définie
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par (6) se prolonge de manière holomorphe aux points d’intersection de
C avec la droite à l’infini puisque le polynôme P est de degré inférieur ou
égal à d −3 (on utilise ici le fait que C est transverse à la droite à l’infini).

2. Le point 2 est immédiat.
3. Comptons les dimensions. Les polynômes en les variables x , y de

degré au plus d −3 forment un espace vectoriel de dimension (d−1)(d−2)
2 .

Pour s’annuler en chacun des r points doubles de C , un polynôme doit
vérifier r équations linéaires. La dimension de l’espace E est donc supé-
rieure ou égale à

(d −2)(d −1)
2

− r

qui est égal au genre de X d’après (III.3.2).

Nous allons maintenant voir que la dimension de E est en fait égale
à g . Pour toute base symplectique (a 1, . . . , a g ,b1, . . . ,b g ) de H1(T,Z) et
pour deux 1-formes fermées η et η′ sur T , on a

∫

X

η∧η′ =
g
∑

i=1

 

∫

a i

η

∫

b i

η′−
∫

a i

η′
∫

b i

η

!

. (7)

Dans la suite on fixe α1, . . . ,αg des lacets représentant les classes
a 1, . . . , a g et on note A leur réunion.

Il découle de (7) que l’application linéaire

Ψ :







Ω1(S) −→ Cg

ω 7−→
�

∫

a i
ω
�

i=1...g

(8)

est injective. Une 1-forme holomorpheω non nulle vérifie en effet

i

∫

X

ω∧ω> 0.

Plutôt que de considérer l’application Ψ on aurait pu considérer l’appli-
cation linéaire

Φ :







Ω1(X ) −→ (R×R)g

ω 7−→
�

Re
�

∫

a i
ω
�

, Re
�

∫

b i
ω
��

i=1...g
.

De la même manière cette application est encore injective. On re-
trouve ainsi l’unicité dans le théorème V.5.1. Pour ce qui est des formes
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holomorphes, la partie existence peut être remplacée par la proposi-
tion VI.5.1. L’application linéaire Ψ est alors un isomorphisme et on
obtient le théorème V.5.1 pour les formes holomorphes.

Proposition VI.5.2. — Pour tout g -uplet n = (n 1, . . . , n g ) de nombres
complexes, il existe une unique 1-forme holomorphe ωn sur X dont
l’intégrale le long du lacet αi est égale à n i pour i = 1, . . . , g .

Notons de plus que la 1-formeωn dépend de manière linéaire (donc, en
particulier, holomorphe) du g -uplet n= (n 1, . . . , n g ).

Dans la suite nous allons construire des formes méromorphes.
Intéressons-nous d’abord aux 1-formes méromorphes n’ayant que
des pôles simples. Une telle forme peut toujours s’écrire comme com-
binaison linéaire de 1-formes méromorphes ayant chacune exactement
deux pôles simples de résidus respectifs +1 et −1. Par ailleurs, quitte
à soustraire des 1-formes holomorphes, la proposition VI.5.2 autorise
à ne considérer que des 1-formes dont les intégrales le long des lacets
α1, . . . ,αg sont nulles. On est donc ramené à montrer le résultat suivant :

Proposition VI.5.3. — Étant donnés deux points distincts p ,q ∈ X \ A,
il existe une unique 1-forme méromorphe ωp ,q sur T , ayant des pôles
simples en p et q de résidus respectifs +1 et −1, n’ayant pas d’autre pôle,
et dont l’intégrale le long de chacun des lacets α1, . . . ,αg est nulle.

Démonstration. — On considère l’espace vectoriel Ωp ,q des 1-formes
méromorphes sur X ayant éventuellement des pôles simples en p et
en q , et aucun autre pôle. On note Θ : Ωp ,q → Cg+1 l’application linéaire
qui à un élément de Ωp ,q associe son intégrale le long de chacun des
lacets α1, . . . ,αg , et son résidu en p (le résidu en q est l’opposé du résidu
en p ). Montrer la proposition équivaut à montrer que Θ est bijective. On
sait qu’elle est injective : en effet, deux éléments de son noyau diffèrent
d’une 1-forme holomorphe dont l’intégrale le long de chacun des lacets
α1, . . . ,αg est nulle. Il suffit donc de prouver que la dimension de l’espace
vectoriel Ωp ,q est au moins égale à g +1.

La démonstration est similaire à celle de la proposition VI.5.1. On
construit les formes cherchées sur la courbe C . On peut supposer
que les projetés de p et q dans C ne sont pas des points singuliers et
n’appartiennent pas à la droite à l’infini ; nous continuons à les noter p
et q .
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Soit D la droite de CP2 qui passe par p et q . On choisit une équation
(a x +by + c = 0) de D et on cherche des éléments de Ωp ,q qui s’écrivent

ω=
P(x , y )

(a x +by + c )F ′y
d x , (9)

où P(x , y ) est un polynôme. La droite D intersecte la courbe C en d
points, comptés avec multiplicités ; pour simplifier on va supposer que
ces points sont deux à deux distincts et ne sont pas situés sur la droite
à l’infini. La formule (9) définit a priori une 1-forme holomorphe sur la
courbe C privée des points de ramification de x : C → CP1, des points
d’intersection de C avec la droite à l’infini, des points doubles de C et
des points d’intersection de C avec la droite D. Le même raisonnement
que dans la preuve de la proposition VI.5.1 montre que la formule (9) se
relève en un élément de Ωp ,q si et seulement si :

– le polynôme P a un degré inférieur ou égal à d −2 ;
– le polynôme P s’annule en chaque point double de C ;
– le polynôme P s’annule en chacun des d − 2 points d’intersection

de C avec D distincts de p et de q .
Les polynômes en les variables x , y de degré au plus d − 2 forment un
espace vectoriel de dimension d (d−1)

2 . Pour s’annuler en chacun des r
points doubles de C et en chacun des d − 2 points de C ∩D distincts
de p et q , un polynôme doit satisfaire r + (d − 2) équations linéaires. La
dimension de l’espace Ωp ,q est donc supérieure ou égale à

d (d −1)
2

− r − (d −2) =
(d −1)(d −2)

2
− r +1

qui est égal à g +1 d’après (III.3.2).
Un décompte de dimensions similaire (mais plus fastidieux à explici-

ter) donne le même résultat dans le cas où D a des points d’intersection
multiples avec C .

Le même genre d’arguments que ci-dessus permet de construire des
1-formes méromorphes avec des pôles d’ordres supérieurs ou égaux à 2.



CHAPITRE VII

Théorème d’Abel-Jacobi

Soit X une surface de Riemann compacte dont on fixe 2g courbes
simples fermées (a 1, . . . , a g ,b1, . . . ,b g ) qui forment une base symplec-
tique de H1(X ;Z). On fixe une base (ω1, . . . ,ωg ) de l’espace des 1-formes
holomorphes sur X .

VII.1. Réseau des périodes

L’image Λ de l’application injective

p :

(

H1(X ;Z) → Ω1(X )∗

γ 7→ (ω 7→
∫

γ
ω)

est un réseau dans Ω1(X )∗.

Définition VII.1.1. — On appelle réseau des périodes le réseauΛ. La base
duale à (ω1, . . . ,ωg ) identifie Ω1(X )∗ à Cg . Vu comme réseau dans Cg on
a :

Λ= AZg + BZg .

Ici A et B sont les matrices de périodes (cf. Définition VI.2.5).
Noter que Λ est bien un réseau puisqu’il découle des relations bili-

néaires de Riemann que la rang réel de (A, B ) est égal à 2g ; les relations
bilinéaires de Riemann montrent même que c’est un réseau très particu-
lier.
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VII.2. Application d’Abel-Jacobi

Soient O et P deux points de X . Deux chemins γ et γ′ reliant O à P dans
X ne diffèrent que par un élément de H1(X ;Z). Autrement dit, on a :

p (γ) = p (γ′)modulo Λ.

L’application uO : X →Cg /Λ qui à un point P ∈X associe

(

∫

γ

ω1, . . . ,

∫

γ

ωg ),

où γ est un chemin quelconque allant de O à P , est donc bien définie.
L’application uO dépend bien sûr du point O. D’un autre côté, à tout
point P ∈ X on peut associer le diviseur P −O de degré 0. Le diviseur
associé à une fonction méromorphe f sur X est également de degré 0.
On introduit alors :

Définition VII.2.1. — Les diviseurs de degré 0 forment naturellement
un groupe abélien. On appelle groupe de Picard le quotient Pic0(X ) du
groupe des diviseurs de degré 0 par le sous-groupe des diviseurs de fonc-
tions méromorphes.

Proposition VII.2.2. — La fonction uO s’étend naturellement en un mor-
phisme de groupes

u :

¨

Pic0(X ) → Cg /Λ
∑

n P P 7→
∑

n P uO (P).

qui ne dépend pas du point O.

Démonstration. — Commençons par montrer que u est bien définie : si
f est une fonction méromorphe et div( f ) =

∑

n P P , on pose ω = d f
2iπ f .

Pour i = 1, . . . , g , on note Fi (x ) =
∫ x

O
ωi . La proposition VI.2.4 implique

alors pour i = 1, . . . , g , on a :

∑

Res

�

Fi
d f

f

�

=
∑

j

 

∫

a j

ω ·
∫

b j

ωi −
∫

b j

ω ·
∫

a j

ωi

!

. (1)

Le membre de droite de (1) est une combinaison linéaire entière des pé-
riodes

∫

b j
ωi et

∫

a j
ωi puisque les périodes deω sont entières (théorème

des résidus). D’un autre côté, le membre de gauche est égal à
∑

n P Fi (P).
Finalement Fi (P) est précisemment la i -ème coordonnée de uO (P). On
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conclut donc que uO (P) appartient au réseau Λ et donc que l’application
u est bien définie.

Maintenant, si on change O en O ′, on a :

(uO −uO ′ )(
∑

n P P) =−(
∑

n P ) ·

 

∫ O ′

O

ω1, . . . ,

∫ O ′

O

ωg

!

.

Mais la somme du membre de droite est nulle puisque le diviseur est de
degré

∑

n P = 0.

Définition VII.2.3. — L’application u est appelée application d’Abel-
Jacobi.

VII.3. Théorème d’Abel

Théorème VII.3.1. — L’application d’Abel-Jacobi est injective.

Démonstration. — Soit D =
∑

n P P un diviseur de degré 0 tel que u (D) =
0. Il s’agit de montrer qu’il existe une fonction méromorphe f telle que

D = div( f ). Nous allons en fait construire la formeω « égale à d f
2iπ f ».

Soit ω une forme méromorphe sur X à pôles simples en les points P ,
du diviseur D, de résidu n P . Il découle encore de la proposition VI.2.4
que l’on a :

u (D) =







∑

j

 

∫

a j

ω ·
∫

b j

ωi −
∫

b j

ω ·
∫

a j

ωi

!







i=1,...,g

.

Nous allons maintenant montrer que l’on peut modifierω de manière à
ce que toutes ses périodes soient entières.

Lemme VII.3.2. — Soient x1, . . . ,x g , y1, . . . , yg des nombres complexes. Il
existe une 1-forme holomorphe η telle que

∫

a j

η= x j et

∫

b j

η= y j

si et seulement si

∑

j

 

y j

∫

a j

ωi −x j

∫

b j

ωi

!

= 0 (i = 1, . . . , g ).
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Démonstration. — La matrice A des a -périodes est inversible les vec-
teurs (

∫

a j
ω1, . . . ,

∫

a j
ωg ) ∈ Cg sont donc linéairement indépendants et

l’application linéaireΦ :C2g →Cg qui à un 2g -uplet (x1, . . . ,x g , y1, . . . , yg )
de nombres complexes associe le g -uplet







∑

j

 

y j

∫

a j

ω1−x j

∫

b j

ω1

!

, . . . ,
∑

j

 

y j

∫

a j

ωg −x j

∫

b j

ωg

!







est surjective. Son noyau est donc de dimension g . Mais si η est une 1-
forme holomorphe η ∧ωi = 0 (i = 1, . . . , g ) et la proposition VI.2.1 im-
plique que

 

∫

a 1

η, . . . ,

∫

a g

η,

∫

b1

η, . . . ,

∫

b g

η

!

∈KerΦ.

Le lemme découle donc du fait que la dimension de l’espace des 1-
formes holomorphes est égale à g .

Puisque u (D) = 0 dans Cg /Λ, il existe des entiers A1, . . . , A g , B1, . . . , Bg

tels que

∑

j

  

∫

b j

ω− B j

!

∫

a j

ωi −

 

∫

a j

ω−A j

!

∫

b j

ωi

!

= 0 (i = 1, . . . , g ).

D’après le lemme ci-dessus, il existe donc une 1-forme holomorphe η
telle queω−η a toute ses périodes entières. On peut donc supposer que
ω a toutes ses périodes entières. La fonction méromorphe

f (x ) = exp

�

2iπ

∫ x

O

ω

�

est alors bien définie et div( f ) =D.

VII.4. Théorème de Jacobi

Théorème VII.4.1. — L’application d’Abel-Jacobi est surjective.

Démonstration. — L’application u étant un morphisme de groupe, il
suffit de montrer que l’image de u contient un voisinage de 0. Cela
résultera du théorème d’inversion locale.

Lemme VII.4.2. — Il existe g points distincts P1, . . . , Pg ∈ X tels que toute
1-forme holomorphe qui s’annule en chacun des Pk est identiquement
nulle.
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Démonstration. — Pour tout P ∈X , le sous-espace

HP = {ω∈Ω1(X ) : ω(P) = 0}

est de codimension ¶ 1 dans Ω1(X ). Mais l’intersection ∩P∈X HP est tri-
viale et dimΩ1(X ) = g . Il existe donc P1, . . . , Pg ∈X tels que

HP1 ∩ . . .∩HPg = {0}.

Fixons P1, . . . , Pg ∈X comme dans le lemme ainsi que des coordonnées
locales disjointes et simplement connexes (Uj , z j ) autour de ces points
et telles que z j (Pj ) = 0, j = 1, . . . , g . Dans ces coordonnées chaque forme
ωi , i = 1, . . . , g , s’écrit

ωi =ϕi j d z j sur Uj .

Le lemme ci-dessus implique que la matrice
�

ϕi j (Pj )
�

1¶i ,j¶g

est inversible.
Considérons maintenant l’application

F : U1× . . .×Ug →Cg

qui à x = (x1, . . . ,x g ) associe F (x ) = (F1(x ), . . . , Fg (x )) où

Fi (x ) =
∑

j

∫ x j

Pj

ωi , i = 1, . . . , g .

(L’intégrale est bien définie puisque les Uj sont simplement connexes.)
L’application F est différentiable relativement aux coordonnées com-

plexes z 1, . . . , z g et sa matrice jacobienne est
�

∂ Fi

∂ z j
(x )

�

=
�

ϕi j (x j )
�

.

Elle est donc inversible au point P = (P1, . . . , Pg ) de sorte que le théorème
d’inversion local implique que

W = F (U1× . . .×Ug )⊂Cg

est un voisinage de F (P) = 0.
Finalement si ξ∈W , il existe des points Q1, . . . ,Q g ∈X tels que







∑

j

∫ Q j

Pj

ω1, . . . ,
∑

j

∫ Q j

Pj

ωg






= ξ,
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autrement dit u (
∑

j (Q j −Pj )) = ξ.

On résume les théorèmes d’Abel et de Jacobi en le

Théorème VII.4.3 (Abel-Jacobi). — L’application d’Abel-Jacobi

u : Pic0(X )→ Jac(X ) :=Cg /Λ

est bijective.

De plus, si on se fixe un point O ∈X , on a une application

uO : X → Jac(X ); P 7→ u (P −O).

On a déjà vu que cette application est un isomorphisme lorsque g = 1.
En général on a encore :

Proposition VII.4.4. — Si g ¾ 1, l’application uO : X → Jac(X ) est un
plongement.

Démonstration. — Puisque X est compacte, il suffit de montrer que uO

est une immersion injective.
Montrons d’abord que uO est injective : supposons par l’absurde que

uO (P) = uO (P ′). Alors u s’annule sur le diviseur, de degré 0, P − P ′. Ce
dernier est donc le diviseur d’une fonction f . Celle-ci a un unique pôle
et un unique zéro, c’est donc une application X → CP1 de degré 1. C’est
absurde puisque g ¾ 1.

Montrons maintenant que uO est une immersion : comme dans la dé-
monstration du théorème de Jacobi on a

d P uO (v ) =
�

ω1(P)(v ), . . . ,ωg (P)(v )
�

.

La proposition découle donc du théorème d’inversion local et du lemme
suivant.

Lemme VII.4.5. — Les 1-formes holomorphes ω1, . . . ,ωg n’ont aucun
zéro commun.

Démonstration. — Supposons par l’absurde que P soit un zéro com-
mun. D’après le théorème de Riemann-Roch la dimension de l’espace
des fonctions méromorphes sur X ayant au plus un pôle simple en P est
égale à

1− g +1+dim{ω∈Ω1(X ) : ω(P) = 0}= 2.

Il existe donc une fonction sur X qui a un unique pôle en P . C’est une
application X →CP1 de degré 1, d’où encore une absurdité.
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Remarque VII.4.6. — Une fois fixé un point O ∈ X on dispose plus gé-
néralement d’une application

X (g ) =X g /Sg → Jac(X )

qui à [P1, . . . , Pg ] associe u (
∑

j (Pj −O)). On peut munir X (g ) d’une struc-

ture analytique. On a vu que l’application X (g ) → Jac(X ) est surjective.
Pour des raisons de dimension, on peut vérifier qu’elle est à fibres finies.
On montre :

– X (g ) et Jac(X ) sont des variétés algébriques.
– L’application X (g )→ Jac(X ) est birationnelle.





CHAPITRE VIII

Espace des modules grossier

Après avoir étudié les surfaces individuellement, on cherche à les
comprendre dans leur ensemble. C’est la naissance de l’« espace » des
modules.

VIII.1. Courbes elliptiques

Une courbe elliptique est donnée par un réseau de C à homothétie
près. Montrons que l’ensemble de ces réseaux à homothétie près est
H/PSL(2,Z)∼=C.

Définition VIII.1.1. — On appelle réseau marqué la donnée d’un sous-
groupe discret de rang 2 du groupe additif (C,+) et d’une base (ω1,ω2)∈
C∗×C∗ de ce réseau telle que Im(ω1/ω2)> 0. Notons

R =
§

(ω1,ω2)∈C∗×C∗
�

�

�ω1/ω2 ∈H
ª

l’ensemble des réseaux marqués.

L’ensemble R est stable par l’action naturelle de SL(2,Z) sur C2 (et
que SL(2,Z)\R s’identifie à l’ensemble des réseaux de C, voir [Ser1970]).
Cette action induit l’action de SL(2,Z) surH par homographies :

�

a b
c d

�

·τ=
aτ+b

cτ+d
.

Nous expliquons maintenant qu’il existe une fonction

j :H→C
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invariante sous l’action de SL(2,Z) et telle que deux réseaux Λ1 et Λ2

de C sont homothétiques(1) si et seulement si j ([Λ1]) = j ([Λ2]), où [Λi ]
désigne la classe d’homothétie du réseau Λi . Pour plus de détails, on
consultera [Ser1970]. Considèrons tout d’abord plus généralement un
sous-groupe Γ d’indice fini de SL(2,Z).

On appelle forme automorphe sur H relativement à Γ toute fonction
f :H→C telle que

f (τ) = f̂ (τ, 1)

où f̂ :M →C est une fonction homogène de degré−2k , invariante par Γ
et telle que f̂ (τ, 1) soit méromorphe sur H ainsi qu’aux pointes dans la
variable w définie en (2). La fonction f vérifie en particulier

f

�

aτ+b

cτ+d

�

(cτ+d )−2k = f (τ)

�

τ∈H,

�

a b
c d

�

∈ Γ
�

. (1)

On appelle k le poids de f .
Parmi les formes automorphes, il convient de distinguer plusieurs

sous-ensembles. Tout d’abord, on note M (Γ) = M 0(Γ) l’ensemble des
formes de poids k = 0, qui s’identifie au corps des fonctions méro-
morphes de XΓ. Ensuite, on considère l’ensemble M k (Γ) des formes de
poids k holomorphes sur H et holomorphes en la variable w en chaque
pointe de Γ : les formes modulaires. Munie du produit, la somme directe
M (Γ) =

⊕

k∈ZM k (Γ) est une C-algèbre graduée.
Considérons maintenant le cas de Γ(1) = SL(2,Z). Soit k > 2. Pour tout

(ω1,ω2)∈R posons

Gk (ω1,ω2) =
∑

λ∈Λ

′ 1

λ2k
, (2)

où l’on désigne par Σ′ la sommation sur les vecteurs non nuls du
réseau Λ = Zω1 ⊕ Zω2 (la convergence est assurée par le fait que
k > 2). Par construction, Gk (ω1,ω2) est homogène de degré −2k et
SL(2,Z)-invariante ; un argument de convergence normale – dans un
domaine fondamental de SL(2,Z) – montre que Gk (τ, 1) est holomorphe
sur H ainsi qu’à la pointe ∞, voir [Ser1970, chap. VII]. On sait de plus
que l’algèbre des formes modulaires pour SL(2,Z) est polynomiale,
engendrée par g 2 = 60G2 et g 3 = 140G3 de poids respectifs 2 et 3 :
M (SL(2,Z)) =C[g 2, g 3]'C[X , Y ].

(1)C’est-à-dire tels qu’il existe un k ∈C∗ tel que kΛ1 = Λ2, ce qui est équivalent au fait

que C/Λ1 et C/Λ2 sont isomorphes.
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Pour construire une fonction méromorphe sur H qui soit SL(2,Z)-
invariante et non constante, on considère la première composante
homogène de M (SL(2,Z)) de dimension au moins 2, de manière à former
le quotient de deux formes modulaires linéairement indépendantes et
de même poids. On montre (voir [Ser1970, chap. VII]) que cette première
composante est M 6(SL(2,Z)) qui contient la forme ∆= g 3

2 − 27g 2
3 qui ne

s’annule pas surH. On pose donc naturellement

J = g 3
2/∆, et j = (12)3 J . (3)

La fonction j , appelée invariant modulaire, est holomorphe sur H et
admet un pôle simple (de résidu égal à 1) à l’infini. Par passage au quo-
tient elle induit un isomorphisme de X (1) sur CP1.

Pour des raisons de symétrie, on obtient g 3(i ) = 0 et g 2(ρ) = 0 pour
ρ = (1+ i

p
3)/2 (voir éq. (2)), d’où les valeurs spéciales

j (i ) = 123 = 1728 et j (ρ) = 0. (4)

Enfin, le corps des fonctions méromorphes SL(2,Z)-invariantes coïncide
avec C(j ), qui est isomorphe au corps des fractions rationnelles en une
variable sur C. Pour tout sous-groupe Γ d’indice fini de SL(2,Z), le corps
de fonctionsM (Γ) est donc une extension finie deC(j ), galoisienne si et
seulement si Γ est un sous-groupe normal de Γ(1).

VIII.2. Modules en genre supérieur

Rappelons que deux courbes algébriques sont birationnellement
équivalentes si les surfaces de Riemann (compactes) associées sont
biholomorphes.

Le choix d’une équation F (x , y ) = 0 dans une classe d’équivalence bi-
rationnelle (et le choix de l’une des deux variables y que l’on exprimera
comme fonction algébrique de l’autre x à l’aide de l’équation) permet de
définir une extension finie du corps C(x ). Il s’agit ici du corps des fonc-
tions rationnelles sur la courbe définie par l’équation F (x , y ) = 0 (qui
peut être pensé aussi comme corps des fonctions méromorphes sur la
surface de Riemann associée). En termes algébriques, deux courbes al-
gébriques sont birationnellement équivalentes si leurs corps de fonctions
rationnelles sont isomorphes en tant qu’extension de corps de C.
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À partir de là, il est naturel de considérer le problème des modules
pour les surfaces de Riemann de genre g . Il s’agit, une fois le type to-
pologique (c’est-à-dire le genre) fixé, d’étudier les classes d’équivalence
birationnelle dont les surfaces de Riemann ont ce type topologique.

Nous parlerons bientôt d’espace des modules, mais on peut déjà s’in-
téresser au nombre de paramètres nécessaires pour se localiser dans cet
espace, c’est-à-dire à sa dimension complexe, sans faire référence à la
possibilité de construire globalement un tel « espace ».

Riemann propose deux méthodes pour le calcul du nombre de mo-
dules, la première valable uniquement pour g > 1, et la deuxième va-
lable aussi pour g = 1 (dans le cas g = 0, on a vu au chapitre précédent
que toutes les surfaces de Riemann sont isomorphes à Cz 'CP1).

Première méthode.

Riemann considère l’ensemble des fonctions méromorphes ayant
exactement µ pôles (comptés avec multiplicités) sur X , où µ est un
entier supérieur à 2g . Autrement dit, il considère l’espace des applica-
tions holomorphes de degré µ de X vers CP1. Il découle du théorème
de Riemann–Roch (théorème VI.1.6) que cet espace est de dimension
2µ− g +1.

D’après le théorème de Riemann–Hurwitz, une fonction de X dans
CP1 ayant µ pôles possède 2(µ+ g − 1) valeurs de ramification, c’est-à-
dire que son image critique est un sous-ensemble fini de la sphère de Rie-
mann ayant ce cardinal. En faisant varier la fonction (les constantes arbi-
traires dont elle dépend), cet ensemble fini varie. Ces constantes peuvent
être déterminées de telle sorte que 2µ − g + 1 valeurs de ramification
prennent des valeurs données. Lorsque g > 1 ces valeurs de ramification
sont des fonctions indépendantes entre elles. En choisissant la fonction
méromorphe sur X de telle manière que 2µ− g + 1 valeurs de ramifica-
tion prennent des valeurs données, il reste 3g −3 valeurs de ramification
libres, qui forment donc un système complet de modules pour X .

Deuxième méthode

Au lieu de considérer comme dans la méthode précédente des at-
tributs des fonctions méromorphes sur X , cette deuxième méthode
considère des attributs des intégrales w de formes holomorphes. Plus
précisément, leurs modules de périodicité par rapport à un système de
courbes fixées transformant X en une surface simplement connexe X ′ et
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leurs valeurs aux zéros de la forme holomorphe associée, c’est-à-dire les
valeurs critiques de w |X ′ .

Le décompte permettant de retrouver les 3g −3 modules dont dépend
la surface X est le suivant : On écrit w = α1w1 + α2w2 + · · ·+ αg w g +
c , que l’on voit comme variable indépendante. On peut déterminer les
grandeurs α et la constante c de telle sorte que

1. Parmi les 2g modules de périodicité, g d’entre eux prennent des
valeurs données.

2. Une des 2g − 2 valeurs de ramification des fonctions périodiques
de w ait une valeur donnée.

De cette manière w est complètement déterminé et, par conséquent, les
3g − 3 grandeurs restantes dont dépend le mode de ramification et la
périodicité de ces fonctions de w le sont aussi.

VIII.3. Espace des modules

La question se pose alors de comprendre si l’ensemble des classes
d’isomorphisme de surfaces de Riemann de genre g fixé peut être
muni naturellement de structures supplémentaires. Par exemple, a-t-il
une topologie rendant les paramètres considérés ci-dessus dans les
deux méthodes précédentes des fonctions continues ? C’est lorsque
l’on munit l’ensemble des classes d’isomorphisme d’un certain type
d’objets de structures supplémentaires de nature géométrique que l’on
parle d’espace des modules. Le problème général des modules est de
construire de telles structures qui reflètent les structures considérées sur
les objets examinés.

Par exemple, si on regarde les surfaces de Riemann compactes en tant
que courbes algébriques complexes, on peut se demander s’il existe un
espace des modules qui soit lui-même une variété algébrique complexe.
On sait que c’est effectivement le cas (voir le livre [HaMo1998]) :

Proposition VIII.3.1. — Il existe une variété quasi-projective complexe
irréductible Mg (en particulier connexe) qui est un espace des modules
grossier pour les courbes algébriques complexes lisses compactes de
genre g .

Expliquons ce que cela veut dire. On peut facilement définir la notion
de familles algébriques de courbes de genre g : il s’agit d’un morphisme



120 CHAPITRE VIII. ESPACE DES MODULES GROSSIER

algébrique X
π−→ B tel que les fibres π−1(b ) soient toutes des courbes de

genre g . On obtient ainsi une famille de courbes « paramétrée » par la
base B . Notre espaceMg est caractérisé par le fait que pour chaque fa-

mille de ce type, il existe une unique application algébrique B
γ
−→Mg

telle que pour tout b ∈ B , la courbe π−1(b ) appartienne à la classe d’iso-
morphisme représentée par le point γ(b ) ∈ Mg . En particulier, on voit
que les points deMg sont canoniquement en bijection avec les classes
d’isomorphisme de courbes de genre g , ce qui montre que la structure
algébrique deMg est bien une structure géométrique sur cet ensemble
de modules.

Un point important est que Mg lui-même n’est base d’aucun mor-

phisme algébrique X
π−→Mg tel que pour tout b ∈ Mb , la fibre π−1(b )

soit dans la classe d’isomorphisme représentée par b : on dit pour cette
raison queMg n’est qu’un espace des modules grossier.

On voit que dans les deux méthodes proposées par Riemann, on
considère en fait des surfaces de Riemann munies de certaines struc-
tures supplémentaires : une fonction méromorphe ainsi qu’une numé-
rotation de ses valeurs critiques, ou bien une base de l’homologie. Il
est important de poser la question de l’existence d’espaces de modules
pour de telles surfaces de Riemann « enrichies ». L’avantage d’une telle
approche est qu’en enrichissant suffisamment la structure, on obtient
des objets sans automorphismes, et que cela facilite l’étude du problème
des modules. Par exemple, cela permet de montrer queMg est en fait le
quotient par un groupe fini d’une variété algébrique lisse.

VIII.4. Dépendance des modules

Considèrons maintenant des surfaces de Riemann compactes S mu-
nies d’une métrique riemannienne compatible h. On a défini, pour g >
1, des paramètres complexes locaux pour l’espace des modulesMg des
courbes complexes de genre g . On s’intéresse ici à ceux de la deuxième
sorte, qui sont des « périodes » d’une 1-forme holomorpheω sur S(2).

L’introduction d’une métrique riemannienne permet de se poser, sur
ces modules, des questions de continuité. L’espace Mét(S) des métriques
riemanniennes sur S est en effet naturellement muni d’une topologie(3).

(2)Rappelons que pour cela on a marqué S par une base de l’homologie.
(3)La topologie compacte-ouverte.



VIII.4. DÉPENDANCE DES MODULES 121

Chacune de ces métriques h définit, comme on l’a vu, une structure de
surface de Riemann notée SC(h). On peut donc se demander comment
varient ces modules. Plus précisément, le but de cette section est de
montrer que l’application

Mét(S) → Mg

h 7→ SC(h)

est continue pour la topologie « définie » par Riemann sur l’espaceMg

des (classes d’isomorphisme de) surfaces de Riemann de genre g .
Nous exposons ici brièvement les idées qui permettent de montrer

que cette application est effectivement continue. À chaque métrique
riemannienne h, on peut associer un sous-espace de dimension 2g de
l’espace des 1-formes différentielles réelles : l’espace de formes harmo-
niques Harm1

h (S,R). On voit cet espace comme le noyau du laplacien
∆h = d d ∗ + d ∗d (4) associé à h. Cet opérateur varie continûment avec h
et est un opérateur elliptique. La théorie de Fredholm permet alors de
prouver le théorème suivant (voir [Hod1941]) :

Théorème VIII.4.1 (Hodge). — Soit (S, h) une surface riemannienne
(compacte, orientée, sans bord) de genre g . Alors dans l’espaceΩ1(S,R) des
1-formes C∞ sur S, le sous-espace Harm1

h (S,R) des formes harmoniques
(i.e. fermées et co-fermées) est de dimension finie 2g et varie continûment
avec la métrique h.

Pour montrer que SC(h) dépend continûment de h, on commence
par remarquer que l’étoile de Hodge ∗h définit une structure complexe
sur Harm1

h (S,R) puisque ∗2
h = −Id en ce degré. De plus, l’étoile de

Hodge commute au laplacien. Ainsi le sous-espace propre des formes
holomorphes

H 1,0(h) = ker∗h + i Id⊂Harm1
h (S,C)

varie lui aussi continûment avec h.
Fixons une base (A i , Bi )1¶i¶g de l’homologie H 1(S). Les formes ωi ,

définies par
∫

A j

ωk (h) =δj k , 1¶ j , k ¶ g ,

(4)d ∗ est l’adjoint de d pour le produit scalaire L2 définit page 77 et étendu à toutes les

formes.
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sont l’intersection de l’espace des formes holomorphes avec des hyper-
plans affines. Elles varient donc continûment avec h.

En particulier les périodes
∫

B j
ωk (h) = Πj k (h) sont continues, ainsi

que les zéros Pi (h) desωj (h), ou de leurs combinaisons linéairesω(h) (à

coefficients constants), et donc également les intégrales
∫ Pi (h)

P1(h)
ω(h) entre

deux tels zéros.
Noter que l’on sait (c’est un théorème dû à Torelli) que les Πj k déter-

minent la courbe complexe.



CHAPITRE IX

Épilogue : une « démonstration » du
théorème d’uniformisation

IX.1. Une démonstration « expérimentale »

Soit X une surface de Riemann simplement connexe. Uniformiser X
revient à trouver une carte globale sur X et donc à produire un flot irro-
tationnel et incompressible à partir d’une seule source en un point arbi-
traire de X . (Si X est compacte on ajoute un puits.)

Le champs de vecteur du flot s’écrit ~v = grad p avec un potentiel p
qui, dans une carte local (U , z ) autour de la source z = 0, est égal à log |z |.
Il s’agit donc de trouver une fonction p globale telle que

1. ∆p = 0 sur X −{source}, et
2. p = log |z | au voisinage de la source.

On écrit alors ∗~v = gradq . La circulation
∫

p−1(•)
d q

ne dépend pas de la courbe de niveau (d’après le théorème de Stokes)
et vaut donc 2π (d’après l’expression dans la carte locale autour de la
source). Le paramètre

z = exp(p + iq )

est donc globalement défini avec un zéro (unique) en la source (et éven-
tuellement un pôle en le puits). On « voit bien » que z est injective. On
distingue alors trois cas :

1. X est compacte alors elle est de genre g = 0.
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2. X est non compacte et p non bornée, alors z réalise un isomor-
phisme de X vers C.

3. X est non compacte et p → p (∞) < +∞, aors z réalise un isomor-
phisme de X vers D(0, exp(p (∞))).

IX.2. Plus rigoureusement. . .

Supposons, pour simplifier, que X est non compacte. Soit ω une 1-
forme fermée telle que ω = d log z près de la source et nulle en dehors
d’un petit voisinage de la source. Alorsω−i∗ω s’annule près de la source
et e l’infini et la théorie de Hodge permet d’écrireω− i∗ω=ω0+d f 1+
∗d f 2 avecω0 harmonique. La forme

ω−d f 1 = i∗ω+ ∗d f 2+ω0

est donc lisse, exacte et cofermée hors de la source. Sa partie réelle s’écrit
donc d p avec p harmonique sur X privée de la source. et p = log |z | au
voisinage de la source.

Finalement puisque X est simplement connexe, on aπ1(X−{source})∼=
Z et donc ∗d p est exacte modulo 2π. Autrement dit, on a :

∗d p = d q

avec q bien définie modulo 2π. La fonction

z = exp(p + iq )

est alors bien définie globalement.
Il reste à montrer que z est injective. C’est un peu plus subtil. Si p a

une limite en l’infini, alors

z : X →D(0, exp(∞))

est propre et holomorphe non constante, donc z est surjective (car
ouverte et propre). C’est un revêtement ramifié. Mais en la source
z ′ 6= 0 et z−1(0) = {source}. Le revêtement est donc de degré 1 et z est
injective. Pour les cas restant on renvoie aux différents livres cités en
bibliographie. . .
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