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Exercice 1 (7 points)

1.1. Donner la définition d’une tribu sur un ensemble.

1.2. Soit (X, M, u) un espace mesuré ou p est une mesure positive telle que p(X) = 1.
On considere

T={AecM, u(A) =0ou u(A) =1}.

Montrer que 7 est une tribu sur X.

Exercice 2 (6 points)
Soit (X, M) un espace mesurable et () en une suite de mesures positives définies sur
M. On suppose que pour tout A € M et pour tout j € N, p;(A) < pjy1(A). Pour
A € M, on pose

f1(A) = sup p;(A).
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2.1. Montrer que p est une mesure positive définie sur M.
2.2. Soit f: X — R, une fonction mesurable. Montrer que

/ fdu = sup/ fdu;  (On pourra commencer par examiner le cas ou f est étagée).
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2.3. On considere I'espace mesurable (N, P(N)) et pour j € N, A C N, on définit v;(A) =
Card(A N [j, +oo[)(CardE désigne le nombre d’éléments de E si E est fini, 400 sinon).
Montrer que v; est une mesure positive définie sur P(N) telle que, pour tout A C N,
vj(A) > vjy1(A). On pose
A) = inf v;(A).

v(4) = inf v;(4)
Montrer que v(N) = 400 et que pour tout £ € N, v({k}) = 0. En déduire que v n’est pas
une mesure sur N.

Exercice 3 (7 points)
Soit (X, M, i) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Soit f : X — R, une
application mesurable telle que

fdp < oc.
X

3.1. Montrer que N = {x € X, f(x) = +oo} appartient a M. Montrer que p(N) = 0.
3.2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe a > 0 tel que, pour tout £ € M vérifiant u(F) < a,

on ait
/ fdp < e.
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