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Exercice 1.
1.1. La CNS vue en cours est @« < 3. On a

1 T 27 3—a 11
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I(a) = 2-a g —ar |~ - .
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1.3. On pose B, = Up>,Ai. On a

M(BO) < ZM(AIC) < +00, Bny1 C By =By U Ay,
k>0

et par conséquent
1(Nn>0By) = lim pu(By) = inf u(B,) < inf(z M(Ak)> —0
k>n

car »_, . ((Ay) est le reste d'une série convergente.

Exercice 2.
2.1. Comme v # 0 dans L*>°, on a ||u|| .« > 0, et donc pour tout n > 1, ||ul|;» > 0. En outre, on a

0 < an < pu(X)|ul|fe < +o0.

2.2. On a
0<aner = [ "< [ Juldulul - = anlul~
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De plus, en utilisant I'inégalité de Holder, on obtient
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ce qui donne

et par suite

On+1\pn . 7 o On+l i =
o < (P X),  soit ol < QX E < fuf o pn(X)R.
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Il nous suffit alors de montrer que liminf, o} > ||u|| . Soit 0 < € < [Ju||;: on a
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Comme par définition de la norme L, on a
0 <p({z, u(z)] = [lul p — €}) < u(X) < +o0,

il vient
1/n

liminf o,/" > |Jul| L — €,
n

ceci pour tout € > 0. Par conséquent on obtient I'inégalité souhaitée et le résultat.
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Exercice 3.
3.1. La fonction E est mesurable positive. On calcule pour T > 0

’ [Eds ’
/ (4mt)~"/2 / exp ———dxdt = / dt =T.
. . At ;

3.2. En outre pour ¢ > 0, le méme calcul montre que [,, E(t,z)dx = 1.
3.3. La fonction u(t) est dans L' comme convolution de deux fonctions de L!. On a

2
u(t)(z) = e Y(x — y)(4rt) "2 exp —%dy = . v(x+ 2(47Tt)1/2)e_7’”z“2dz-

Soit 1), une suite de fonctions continues & support compact tendant vers ¢» dans L' et posons
e = (4nt)/2. On a

u(t) =9 =e(t) x ¢ — b = e(t) * (¥ — i) = (¥ — i) + e(t) * Pr — i

et donc, pour un parametre M > 0,

o) = vl <20 = lpnct [ e e - i@l e

| (e + e2) = v (w)]e I dzda
R < {ll=l1>M}

Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue appliqué a la premiere intégrale pour € — 04
(la convergence simple vers 0 est assurée par la continuité de v, la domination par le support
compact uniforme pour 0 < e < 1) donne

lim sup [lu(t) — ¢l < 2[1¢ — ¥l 11 +/ e~ dz2) e s
211>

t—04

et par suite en prenant la limite lorsque k tend vers l'infini,

lim sup [|[u(t) — ¥||,, g/ eI dz2 |,
{llzlI>M}

t—04

ceci pour tout M > 0. On a donc le résultat.
3.4. En écrivant pour t > 0,x € R™
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Ulta) = [ w(y)(dmt) ™/ exp 124 g,
- At

—n/2 |z—yl?
1t

et en posant F'(t,x,y) = (4nt)
() Jgn [F(t 2, 9)ldy < +o00
(i) (t,x)— F(t,z,y) est C* sur Ry x R”
(ili) pour tout compact K C R% X R™, [p, Supy o e |0F 08 F(t, 2, y)|dy < +o0.

exp — on voit que



Le dernier point est dii au fait (facile a établir par récurrence sur k + |a|) que

2
OO (1, 2,9) = () Q™2 2 — ) exp — 12V
ol Qkq est un polynome. U est donc C°° sur R% x R™.
3.5. On calcule alors directement sur R} x R"
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— = 4art) ~™/2 —_— | —= d
ot = [, YWt exp =g o T ap 4
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Ceci donne )
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