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Exercice 1.
1.1. La CNS vue en cours est α < 3. On a

I(α) =
∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2π

0

r2−α sinϕdrdϕdθ = 4π

[
r3−α

3− α

]1

0

=
4π

3− α
.

1.3. On pose Bn = ∪k≥nAk. On a

µ(B0) ≤
∑
k≥0

µ(Ak) < +∞, Bn+1 ⊂ Bn = Bn+1 ∪An,

et par conséquent

µ(∩n≥0Bn) = lim
n

µ(Bn) = inf
n

µ(Bn) ≤ inf
n

(∑
k≥n

µ(Ak)
)

= 0

car
∑

k≥n µ(Ak) est le reste d’une série convergente.

Exercice 2.
2.1. Comme u �= 0 dans L∞, on a ‖u‖L∞ > 0, et donc pour tout n ≥ 1, ‖u‖Ln > 0. En outre, on a

0 < αn ≤ µ(X)‖u‖nL∞ < +∞.

2.2. On a
0 < αn+1 =

∫
X

|u|n+1
dµ ≤

∫
X

|u|ndµ‖u‖L∞ = αn‖u‖L∞

d’où
αn+1

αn
≤ ‖u‖L∞ .

De plus, en utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

αn =
∫

X

|u|ndµ ≤
(∫

X

|u|n
n+1

n dµ
) n

n+1
(∫

X

dµ
) 1

n+1
= α

n
n+1
n+1µ(X)

1
n+1

ce qui donne
αn+1

n ≤ αn
n+1µ(X)

et par suite

αn ≤ (
αn+1

αn
)nµ(X), soit α

1
n
n ≤

αn+1

αn
µ(X)

1
n ≤ ‖u‖L∞µ(X)

1
n .

Il nous suffit alors de montrer que lim infn α
1
n
n ≥ ‖u‖L∞ . Soit 0 < ε < ‖u‖L∞ : on a

α
1
n
n = ‖u‖Ln ≥

(∫
|u(x)|≥‖u‖L∞−ε

(‖u‖L∞ − ε)ndµ
)1/n

= (‖u‖L∞ − ε)µ({x, |u(x)| ≥ ‖u‖L∞ − ε})1/n.

Comme par définition de la norme L∞, on a

0 < µ({x, |u(x)| ≥ ‖u‖L∞ − ε}) ≤ µ(X) < +∞,

il vient
lim inf

n
α1/n

n ≥ ‖u‖L∞ − ε,

ceci pour tout ε > 0. Par conséquent on obtient l’inégalité souhaitée et le résultat.
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Exercice 3.
3.1. La fonction E est mesurable positive. On calcule pour T > 0

∫ T

0

(4πt)−n/2

∫
Rn

exp−‖x‖
2

4t
dxdt =

∫ T

0

dt = T.

3.2. En outre pour t > 0, le même calcul montre que
∫
Rn E(t, x)dx = 1.

3.3. La fonction u(t) est dans L1 comme convolution de deux fonctions de L1. On a

u(t)(x) =
∫
Rn

ψ(x− y)(4πt)−n/2 exp−‖y‖
2

4t
dy =

∫
Rn

ψ(x + z(4πt)1/2)e−π‖z‖2dz.

Soit ψk une suite de fonctions continues à support compact tendant vers ψ dans L1 et posons
ε = (4πt)1/2. On a

u(t)− ψ = e(t) ∗ ψ − ψ = e(t) ∗ (ψ − ψk)− (ψ − ψk) + e(t) ∗ ψk − ψk

et donc, pour un paramètre M > 0,

‖u(t)− ψ‖L1 ≤ 2‖ψ − ψk‖L1 +
∫∫
Rn

x×{‖z‖≤M}
|ψk(x + εz)− ψk(x)|e−π‖z‖2dzdx

+
∫∫
Rn

x×{‖z‖>M}
|ψk(x + εz)− ψk(x)|e−π‖z‖2dzdx.

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue appliqué à la première intégrale pour ε → 0+

(la convergence simple vers 0 est assurée par la continuité de ψk, la domination par le support
compact uniforme pour 0 ≤ ε ≤ 1) donne

lim sup
t→0+

‖u(t)− ψ‖L1 ≤ 2‖ψ − ψk‖L1 +
∫
{‖z‖>M}

e−π‖z‖2dz2‖ψk‖L1

et par suite en prenant la limite lorsque k tend vers l’infini,

lim sup
t→0+

‖u(t)− ψ‖L1 ≤
∫
{‖z‖>M}

e−π‖z‖2dz2‖ψ‖L1

ceci pour tout M > 0. On a donc le résultat.
3.4. En écrivant pour t > 0, x ∈ Rn

U(t, x) =
∫
Rn

ψ(y)(4πt)−n/2 exp−‖x− y‖2
4t

dy

et en posant F (t, x, y) = (4πt)−n/2 exp−‖x−y‖2
4t on voit que

(i)
∫
Rn |F (t, x, y)|dy < +∞

(ii) (t, x) �→ F (t, x, y) est C∞ sur R∗+ × Rn

(iii) pour tout compact K ⊂ R∗+ × Rn,
∫
Rn sup(t,x)∈K |∂k

t ∂α
x F (t, x, y)|dy < +∞.
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Le dernier point est dû au fait (facile à établir par récurrence sur k + |α|) que

∂k
t ∂α

x F (t, x, y) = ψ(y)Qkα(t−1/2, x− y) exp−‖x− y‖2
4t

où Qkα est un polynôme. U est donc C∞ sur R∗+ × Rn.
3.5. On calcule alors directement sur R∗+ × Rn

∂U

∂t
=

∫
Rn

ψ(y)(4πt)−n/2 exp−‖x− y‖2
4t

[
− n

2t
+
‖x− y‖2

4t2

]
dy

et
∂U

∂xj
=

∫
Rn

ψ(y)(4πt)−n/2 exp−‖x− y‖2
4t

[
− (xj − yj)

2t

]
dy.

Ceci donne
∂2U

∂x2
j

=
∫

Rn

ψ(y)(4πt)−n/2 exp−‖x− y‖2
4t

[
(xj − yj)2

4t2
− 1

2t

]
dy

puis ∑
1≤j≤n

∂2U

∂x2
j

=
∫

Rn

ψ(y)(4πt)−n/2 exp−‖x− y‖2
4t

[
‖x− y‖2

4t2
− n

2t

]
dy =

∂U

∂t
.


