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Exercice 1.
Déterminer l'ensemble E des z € C tels que cos z = e%*.

On a cosz — € = $ (e + e7) — ¢ = 1(e7 — ¢'*) = —isinz, et donc E = nZ.

Exercice 2.
2.1. Soit f une fonction holomorphe sur D = {z € C, |z| < 1}. Montrer que pour z € D, on a

£(2) = £(0) = 2 /0 f(t2)dt

dt
1+tz
Pour z € D, z # 0, la fonction [0,1] 3 ¢t — f(tz) = ¢.(t) est différentiable de dérivée f'(tz)z car
pour t,t+ h € [0, 1],

1
Montrer que pour z € D, on a Log(1+ z) = Z/
0

f((E+h)z) = ftz) [tz + hz) — [(tz)

=z —zf'(tz).
h—0
Si z = 0, le quotient ci-dessus est nul et pour tout z € D, la fonction g, est contintiiment

différentiable de dérivée f’(tz)z. Il vient pour z € D,

f(z) = f(0) = g.(1) — g:(0) :/0 g.(t)dt = z/o F(tz)dt.

En appliquant cela & la fonction f définie sur D par f(z) = Log(1 + z), on obtient la seconde
formule.

2.2. On pose Q = (—o0, —1]¢ = {z € C, z n'est pas un réel < —1}. Montrer que la fonction Q >
z +— Log(1+ z) est bien définie et holomorphe sur Q). Montrer que la fonction Q3 z — z fol 11;
est bien définie et holomorphe sur ). Montrer que pour z € €2,

dt
1+tz

(4 Log(1+2) == |

La fonction Logarithme est holomorphe sur C\R_ et 1 4+ z € R_ équivaut a z € (—oo, —1].
Par ailleurs, 3¢t € [0,1],1 4+ tz = 0 équivaut a 3t €]0,1],2 = —1/t soit a z € (—o0, —1]. Par
conséquent,

e pour tout z € €, la fonction [0,1] 5 ¢t — 1/(1 4 tz) est la restriction d’une fraction rationnelle
sans pole sur [0, 1], donc dans L'([0, 1]),

e pour tout t € [0,1], la fonction Q > 2 — z/(1 + t2) est la restriction a € d’une fraction
rationnelle sans pole sur €2, donc est holomorphe sur €2,

e si K est un compact C €, [0, 1] x K est compact et comme 1+ ¢z ne s’annule pas sur [0, 1] x €2

i 1+tz| = >0
ein_ L+ t2] = fic > 0,



ce qui implique Vt € [0,1], sup,cx [1+t2]7F < B! € LY([0,1]). Par suite, les deux membres de
(*) sont des fonctions holomorphes sur 'ouvert connexe € (étoilé par rapport a 0) qui coincident
sur 'ouvert non vide D (question 2.1) ; par le principe du prolongement analytique, ces deux
fonctions coincident sur §2.

2.3. Montrer que pour o € [0,7/3], on acoso < 1—%2. Montrer que pour z € C, | arg z| < m—ey,
g0 €]0,7/3], t €[0,1], on a
11+ tz> > |2|ted /2.

Posant ¢(0) = 4coso + o2, il vient ¢'(0) = —4sino + 20,
¢"(0) = —4coso + 2 = —4(coso — cos(m/3)) <0 pour o € [0,7/3].

Donc ¢ est décroissante sur [0,7/3] et ¢'(0) < ¢/(0) = 0, prouvant que ¢ est décroissante sur
[0,7/3] et donc

¢(0) < ¢(0) =4, ce qui donne la premiere inégalité cherchée.
Onaz=re? r>0,0] <m—egetcost > cos(m —¢gy) = —coseg > —1+ %, et pour t > 0,

|14 tz]? = (1 +trcosf)? + (trsin§)? = 1 4 2tr cos § + t*r?
> 1+t%r% = 2tr +tred /2 = (1 — tr)* + treg /2 > trel /2.

ce qui donne la seconde inégalité.

2.4. Soit z € C,|z| =1, |arg z| <7 — &y, g9 €]0,7/3] et soit t € [0,1]. Montrer que

1

D D ) L —

N (=1)"t"2 14tz
0<k<N

et que

2 ) (—D)RR <PV

0<k<N

On a pour |z| =1, t € [0,1],

Al i

ey 14tz

ce qui implique la premiere égalité car |[tz| < 1. De plus pour |0] < 7 — &g, g9 €]0,7/3], on a de
2.9,

Log(1 +€i9) — i /1 dt
o 1+te?
En outre, on a pour ¢ € [0, 1],
| kyk ik
Toaer =i, 2 (D,

0<k<N

et de 2.3,

) 1—(=1 N+1tN+1 9 24/2
| Z (_1>ktk€zk9‘ :| ( ) | < < \/_

: : 712 e LY([0,1]; dt).
|1+ tet?| T 1+te?| T g (10 1}; )

0<k<N



Il vient par conséquent, pour |z| = 1, |arg z| < 7 — &g, &9 €]0,7/3], t €]0, 1],

Bl VR VR,

T4tz = 22002, &0
2.5. Soit z € C,|z| =1,z # —1. Montrer que la série de terme général (_1)Z+lzk est convergente
et que
(_1>k+1zkz
Log(1 = —_—
g(l+2)=>) ?
k>1

On a pour |0 < 7w — &g, ¢ €]0,7/3], de 2.2,
Log(1 + ") = ¢ /1 dt — = ¢ /1 lim ( Z (—1)"tFe™) at,
o 1+ te 0 Notoo! 4

et de 2.3, pour ¢ € [0,1],

) 1—(=1 N+1tN+1 9 24/2
| Z (_1>ktk€m9‘ = | =) 0 | < a7 = \/_t71/2 = Ll([oa 1]; dt).
e |1+ te] |1+ te?| €0

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue qui implique, pour
|9| <mT- €0, €0 6]0,7'('/3],

1
Log(1 + ™) :ew/ lim () (=1)*the*?)at
0

N—+4o00
0<k<N
1
— 1 _1)kpkpik+1)0
dm Y [ et
0<k<N 0<k<N
i(k+1)0
e
= 1 —1)k
Wim 2 (DS

0<k<N

ce qui démontre la convergence de la série de terme général (—1)ke’*+1 /(k 4 1) et par suite

il0
Yo E] — T, 71'[7 LOg(l + €i9) — Z<—1)l+16—,

[
>1



Exercice 3. R ;
1

3.1. Soit x € R;R > 0. On pose fr(z) = —/ cos(a:f + %)df. Montrer que
T Jo

) ge 4 Re / () ge

[Rei™/6, ]

mfr(z) = Re/

[O,Re”’/ﬁ}

Comme la fonction & — €®¢+7%) est entiere, on a

ei($§+§)d§ = Re/

6i(z£+533)d5+Re/ ei(:cﬁ-i—%)dé‘"
[O,Rei”/6]

[Rei™/6 ]

7fr(z) = Re /

[0,R]

] 3
3.2. Pourx € R,R >0, on pose I(x,R) = f[Rem/G B ez(m§+%)d§. Montrer que, pour |x| < M, R >

VM, on a

]

w/6
IR < [ Re s
0
Montrer que limg_, I(z, R) = 0.
. 3 . i i . . ,
On a pour z € R, f[R Rein /6] ei@E+5) ¢ = foﬂ/G ci@Re 5 R ); peif g0 ot par conséquent

(et S) KA —1R3in(30)
e 3 dé_ S e e 3 dOR.
[R,Rei™/6) 0

Comme 36 € [0,7/2], on a sin(30) > 236 et donc
) ¢3 /6 . 2 3 /6 2 p3
‘/ ez(m§+3)d£’ S/ e—stm€e—;R QdeR S/ e|m|R66—;R GdeR
R,Rei/6) 0 0

Si |z| < M, on obtient si R > v Mn, que —|z|R + 2R* > LR? et donc

) 3 /6 5 +o00 3 T
‘/ ez<m€+a>d§’ < / Re™"/7dp < R/ e FTd) = R— = .
R Rezﬂ-/ﬁ] 0 0 R R
3.3. Pour x € R;R > 0, on pose J(x,R) = Re (f[O Rein/6) € % d$> . Montrer que pour tout

z € C, lintégrale f0+oo e Be*tdt est absolument convergente. Montrer que limpg_, o J(z, R)

existe et vaut
+oo 3 L im /6
Re (/ et /3ewte ezﬂ'/ﬁdt> )
0

Montrer que, Vx € R, f(z) = limp 100 fr(T) existe.

On a J(z,R) = Re |,

[0, Rei/6] € (et 55 )df Re (f gilate'™/O+5it?) ”/ﬁdt> . On remarque que, pour
xeC,t>0,

. i /61 1.3 3
‘ez(amteZ +3git )| < et|x\6 t /3.
. . . iw/6 143 43
Par suite, si |2| < M, on a |e@e™ 4518 | < otMe=t/3 ¢ LY(R,; dt), et

J(x)= lim J(z, R)

R—+o00



existe et I'on a pour x € R,

+oo i 1. .
Wf(SC) — Re </ ei(:vtem/6+3zt3)ez7r/6dt> — lim J(JI, R)
0

R—+o00

3.4. Calculer f(0).
On a d’apres 3.1,

Fo0 a +00
7Tf<o) = Re 67(§t5)elﬂ'/6dt — ﬁ €*t3/3dt
0 2 0

+o0
— ﬁ/ 67531/31572/36&9 _ 3%7§F(1/3)7
2 Jo 3 2

~—
1=31/341/3

I'(1/3
soit f(0) = 2;3/1/6).

3.5. Montrer que f se prolonge en une fonction entiére telle que f"(x) = x f(x).
Pour x € R, on a de 3.1-3.2-3.3,

+00 ) +oo
flz) = 1 Re (/ ext/2ei(xt‘é§+g)et5/3dt) _ l/ o=t/ Cos(:vt? X %)643/36&.
0 0

T T
Le membre le plus a gauche de I’égalité ci-dessus est une fonction entiere car pour z € C, |z| <

M,t >0, comme | cos z| < el*l,

|e—t/2 cos(xt? + %)6_t3/3| < MU2(FHMUE) o —1/3 ¢ L'(R,).

En outre on a
+o00 400
2/ e 2 cos(xtﬁ + E)e_ts/gdt = / (e_%t”(xt?J“%) + e_%t_i(wthr%))e_ts/gdt,
0 2 6 0
et

d2 xt y ; V3, xt y ; V3, t \/g xt V3w om o T
—Zt (et 24T —Zi(xt 52+ T) : 2 — S izt 5+ %) 42 2i(5+ %)
——3de 2 2 7% — e 2 276/ (—= Fit— )" =¢e 2 2 T6/t?e“"\ 276
dac2{ } ( 2 2 )

ozt V3,7 .
— e 9 +i(zt 5 +6)t261,7r/3’
de sorte que

+oo
27Tf”(37) _ / (_tZ)e—t3/3 (6—%+i(xt§+%)ei7r/3 + 6—%—i(xt§+%)e—i7r/3)dt
0

L [—t3/3( — (et B4 in/3 —zt (@t BTy _jp/3)]t=100
_[e (62 2 "6’¢ +e 2 2 T6’¢ )L:O

Z.CE\/§) + e—%—i(mt@-{-%)e—iw/?)(_g . Z.%';/g

))dt.

+00
_/ €—t3/3 (6_%+i(xt§+%)eiﬂ/3(_£ +
0 2 2
_ Z\/?5) —1, ey 2\/75) =1 et donc

Comme ¢™/3 = 1 43 il vient ¢'/3(1

21 f"(x) = 227 f(x) — (e”/ﬁe”/3 + e’”/ﬁe’”/:g) = 22w f(x), qed.

=1 =—1



