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Exercice 1.
Déterminer l’ensemble E des z ∈ C tels que cos z = eiz.

On a cos z − eiz = 1
2

(
eiz + e−iz

)
− eiz = 1

2

(
e−iz − eiz

)
= −i sin z, et donc E = πZ.

Exercice 2.
2.1. Soit f une fonction holomorphe sur D = {z ∈ C, |z| < 1}. Montrer que pour z ∈ D, on a

f(z)− f(0) = z

∫ 1

0

f ′(tz)dt.

Montrer que pour z ∈ D, on a Log(1 + z) = z

∫ 1

0

dt

1 + tz
.

Pour z ∈ D, z 6= 0, la fonction [0, 1] 3 t 7→ f(tz) = gz(t) est différentiable de dérivée f ′(tz)z car
pour t, t+ h ∈ [0, 1],

f((t+ h)z)− f(tz)

h
= z

f(tz + hz)− f(tz)

hz
−→
h→0

zf ′(tz).

Si z = 0, le quotient ci-dessus est nul et pour tout z ∈ D, la fonction gz est continûment
différentiable de dérivée f ′(tz)z. Il vient pour z ∈ D,

f(z)− f(0) = gz(1)− gz(0) =

∫ 1

0

g′z(t)dt = z

∫ 1

0

f ′(tz)dt.

En appliquant cela à la fonction f définie sur D par f(z) = Log(1 + z), on obtient la seconde
formule.

2.2. On pose Ω = (−∞,−1]c = {z ∈ C, z n’est pas un réel ≤ −1}. Montrer que la fonction Ω 3
z 7→ Log(1 + z) est bien définie et holomorphe sur Ω. Montrer que la fonction Ω 3 z 7→ z

∫ 1

0
dt

1+tz

est bien définie et holomorphe sur Ω. Montrer que pour z ∈ Ω,

(∗) Log(1 + z) = z

∫ 1

0

dt

1 + tz
.

La fonction Logarithme est holomorphe sur C\R− et 1 + z ∈ R− équivaut à z ∈ (−∞,−1].
Par ailleurs, ∃t ∈ [0, 1], 1 + tz = 0 équivaut à ∃t ∈]0, 1], z = −1/t soit à z ∈ (−∞,−1]. Par
conséquent,
• pour tout z ∈ Ω, la fonction [0, 1] 3 t 7→ 1/(1 + tz) est la restriction d’une fraction rationnelle
sans pôle sur [0, 1], donc dans L1([0, 1]),
• pour tout t ∈ [0, 1], la fonction Ω 3 z 7→ z/(1 + tz) est la restriction à Ω d’une fraction
rationnelle sans pôle sur Ω, donc est holomorphe sur Ω,
• si K est un compact ⊂ Ω, [0, 1]×K est compact et comme 1 + tz ne s’annule pas sur [0, 1]×Ω

min
t∈[0,1],z∈K

|1 + tz| = βK > 0,
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ce qui implique ∀t ∈ [0, 1], supz∈K |1+ tz|−1 ≤ β−1K ∈ L1([0, 1]). Par suite, les deux membres de
(∗) sont des fonctions holomorphes sur l’ouvert connexe Ω (étoilé par rapport à 0) qui cöıncident
sur l’ouvert non vide D (question 2.1) ; par le principe du prolongement analytique, ces deux
fonctions cöıncident sur Ω.

2.3. Montrer que pour σ ∈ [0, π/3], on a cosσ ≤ 1− σ2

4
. Montrer que pour z ∈ C, | arg z| ≤ π−ε0,

ε0 ∈]0, π/3], t ∈ [0, 1], on a
|1 + tz|2 ≥ |z|tε20/2.

Posant φ(σ) = 4 cosσ + σ2, il vient φ′(σ) = −4 sinσ + 2σ,

φ′′(σ) = −4 cosσ + 2 = −4(cosσ − cos(π/3)) ≤ 0 pour σ ∈ [0, π/3].

Donc φ′ est décroissante sur [0, π/3] et φ′(σ) ≤ φ′(0) = 0, prouvant que φ est décroissante sur
[0, π/3] et donc

φ(σ) ≤ φ(0) = 4, ce qui donne la première inégalité cherchée.

On a z = reiθ, r ≥ 0, |θ| ≤ π − ε0 et cos θ ≥ cos(π − ε0) = − cos ε0 ≥ −1 +
ε20
4
, et pour t ≥ 0,

|1 + tz|2 = (1 + tr cos θ)2 + (tr sin θ)2 = 1 + 2tr cos θ + t2r2

≥ 1 + t2r2 − 2tr + trε20/2 = (1− tr)2 + trε20/2 ≥ trε20/2.

ce qui donne la seconde inégalité.

2.4. Soit z ∈ C, |z| = 1, | arg z| ≤ π − ε0, ε0 ∈]0, π/3] et soit t ∈ [0, 1[. Montrer que

lim
N→+∞

∑
0≤k≤N

(−1)ktkzk =
1

1 + tz
,

et que

|z
∑

0≤k≤N

(−1)ktkzk| ≤ t−1/22
√

2ε−10 .

On a pour |z| = 1, t ∈ [0, 1[, ∑
0≤k≤N

(−1)ktkzk =
1− (−tz)N+1

1 + tz
,

ce qui implique la première égalité car |tz| < 1. De plus pour |θ| ≤ π − ε0, ε0 ∈]0, π/3], on a de
2.2,

Log(1 + eiθ) = eiθ
∫ 1

0

dt

1 + teiθ
.

En outre, on a pour t ∈ [0, 1[,

1

1 + teiθ
= lim

N→+∞

∑
0≤k≤N

(−1)ktkeikθ,

et de 2.3,

|
∑

0≤k≤N

(−1)ktkeikθ| = |1− (−1)N+1tN+1|
|1 + teiθ|

≤ 2

|1 + teiθ|
≤ 2
√

2

ε0
t−1/2 ∈ L1([0, 1]; dt).
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Il vient par conséquent, pour |z| = 1, | arg z| ≤ π − ε0, ε0 ∈]0, π/3], t ∈]0, 1],

|z|
|1 + tz|

≤ |z|2
√

2

|z|1/2t1/2ε0
=
|z|1/22

√
2

ε0
t−1/2.

2.5. Soit z ∈ C, |z| = 1, z 6= −1. Montrer que la série de terme général (−1)k+1zk

k
est convergente

et que

Log(1 + z) =
∑
k≥1

(−1)k+1zk

k
.

On a pour |θ| ≤ π − ε0, ε0 ∈]0, π/3], de 2.2,

Log(1 + eiθ) = eiθ
∫ 1

0

dt

1 + teiθ
= eiθ

∫ 1

0

lim
N→+∞

( ∑
0≤k≤N

(−1)ktkeikθ
)
dt,

et de 2.3, pour t ∈ [0, 1[,

|
∑

0≤k≤N

(−1)ktkeikθ| = |1− (−1)N+1tN+1|
|1 + teiθ|

≤ 2

|1 + teiθ|
≤ 2
√

2

ε0
t−1/2 ∈ L1([0, 1]; dt).

On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue qui implique, pour
|θ| ≤ π − ε0, ε0 ∈]0, π/3],

Log(1 + eiθ) = eiθ
∫ 1

0

lim
N→+∞

( ∑
0≤k≤N

(−1)ktkeikθ
)
dt

= lim
N→+∞

∑
0≤k≤N

∫ 1

0

( ∑
0≤k≤N

(−1)ktkei(k+1)θ
)
dt

= lim
N→+∞

∑
0≤k≤N

(−1)k
ei(k+1)θ

k + 1
,

ce qui démontre la convergence de la série de terme général (−1)kei(k+1)θ/(k + 1) et par suite

∀θ ∈]− π, π[, Log(1 + eiθ) =
∑
l≥1

(−1)l+1 e
ilθ

l
.
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Exercice 3.

3.1. Soit x ∈ R, R > 0. On pose fR(x) =
1

π

∫ R

0

cos
(
xξ +

ξ3

3

)
dξ. Montrer que

πfR(x) = Re

∫
[0,Reiπ/6]

ei(xξ+
ξ3

3
)dξ + Re

∫
[Reiπ/6,R]

ei(xξ+
ξ3

3
)dξ.

Comme la fonction ξ 7→ ei(xξ+
ξ3

3
) est entière, on a

πfR(x) = Re

∫
[0,R]

ei(xξ+
ξ3

3
)dξ = Re

∫
[0,Reiπ/6]

ei(xξ+
ξ3

3
)dξ + Re

∫
[Reiπ/6,R]

ei(xξ+
ξ3

3
)dξ.

3.2. Pour x ∈ R, R > 0, on pose I(x,R) =
∫
[Reiπ/6,R]

ei(xξ+
ξ3

3
)dξ. Montrer que, pour |x| ≤M,R ≥√

Mπ, on a

|I(x,R)| ≤
∫ π/6

0

Re−θR
3/3dθ,

Montrer que limR→+∞ I(x,R) = 0.

On a pour x ∈ R,
∫
[R,Reiπ/6]

ei(xξ+
ξ3

3
)dξ =

∫ π/6
0

ei(xRe
iθ+ 1

3
R3ei3θ)iReiθdθ, et par conséquent∣∣∣∣∫

[R,Reiπ/6]

ei(xξ+
ξ3

3
)dξ

∣∣∣∣ ≤ ∫ π/6

0

e−xR sin θe−
1
3
R3 sin(3θ)dθR.

Comme 3θ ∈ [0, π/2], on a sin(3θ) ≥ 2
π
3θ et donc∣∣∣∣∫

[R,Reiπ/6]

ei(xξ+
ξ3

3
)dξ

∣∣∣∣ ≤ ∫ π/6

0

e−xR sin θe−
2
π
R3θdθR ≤

∫ π/6

0

e|x|Rθe−
2
π
R3θdθR.

Si |x| ≤M , on obtient si R ≥
√
Mπ, que −|x|R + 2

π
R3 ≥ 1

π
R3 et donc∣∣∣∣∫

[R,Reiπ/6]

ei(xξ+
ξ3

3
)dξ

∣∣∣∣ ≤ ∫ π/6

0

Re−θR
3/πdθ ≤ R

∫ +∞

0

e−θR
3/πdθ = R

π

R3
=

π

R2
.

3.3. Pour x ∈ R, R > 0, on pose J(x,R) = Re
(∫

[0,Reiπ/6]
ei(xξ+

ξ3

3
)dξ
)
. Montrer que pour tout

z ∈ C, l’intégrale
∫ +∞
0

e−t
3/3eztdt est absolument convergente. Montrer que limR→+∞ J(x,R)

existe et vaut

Re

(∫ +∞

0

e−t
3/3eixte

iπ/6

eiπ/6dt

)
.

Montrer que, ∀x ∈ R, f(x) = limR→+∞ fR(x) existe.

On a J(x,R) = Re
∫
[0,Reiπ/6]

ei(xξ+
ξ3

3
)dξ = Re

(∫ R
0
ei(xte

iπ/6+ 1
3
it3)eiπ/6dt

)
. On remarque que, pour

x ∈ C, t ≥ 0,

|ei(xteiπ/6+
1
3
it3)| ≤ et|x|e−t

3/3.

Par suite, si |x| ≤M , on a |ei(xteiπ/6+ 1
3
it3)| ≤ etMe−t

3/3 ∈ L1(R+; dt), et

J(x) = lim
R→+∞

J(x,R)
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existe et l’on a pour x ∈ R,

πf(x) = Re

(∫ +∞

0

ei(xte
iπ/6+ 1

3
it3)eiπ/6dt

)
= lim

R→+∞
J(x,R).

3.4. Calculer f(0).
On a d’après 3.1,

πf(0) = Re

(∫ +∞

0

e−(
1
3
t3)eiπ/6dt

)
=

√
3

2

∫ +∞

0

e−t
3/3dt

=︸︷︷︸
t=31/3s1/3

√
3

2

∫ +∞

0

e−s31/31

3
s−2/3ds = 3

1
2
− 2

3
Γ(1/3)

2
,

soit f(0) =
Γ(1/3)

2π31/6
.

3.5. Montrer que f se prolonge en une fonction entière telle que f ′′(x) = xf(x).
Pour x ∈ R, on a de 3.1–3.2–3.3,

f(x) =
1

π
Re

(∫ +∞

0

e−xt/2ei(xt
√
3

2
+π

6
)e−t

3/3dt

)
=

1

π

∫ +∞

0

e−xt/2 cos(xt

√
3

2
+
π

6
)e−t

3/3dt.

Le membre le plus à gauche de l’égalité ci-dessus est une fonction entière car pour x ∈ C, |x| ≤
M, t ≥ 0, comme | cos z| ≤ e|z|,

|e−xt/2 cos(xt

√
3

2
+
π

6
)e−t

3/3| ≤ eMt/2e(
π
6
+Mt

√
3

2
)e−t

3/3 ∈ L1(R+).

En outre on a

2

∫ +∞

0

e−xt/2 cos(xt

√
3

2
+
π

6
)e−t

3/3dt =

∫ +∞

0

(
e−

xt
2
+i(xt

√
3

2
+π

6
) + e−

xt
2
−i(xt

√
3

2
+π

6
)
)
e−t

3/3dt,

et

d2

dx2
{
e−

xt
2
+i(xt

√
3

2
+π

6
)
}

= e−
xt
2
+i(xt

√
3
2
+π

6
)(− t

2
+ it

√
3

2
)2 = e−

xt
2
+i(xt

√
3
2
+π

6
)t2e2i(

π
2
+π

6
)

= −e−
xt
2
+i(xt

√
3

2
+π

6
)t2eiπ/3,

de sorte que

2πf ′′(x) =

∫ +∞

0

(−t2)e−t3/3
(
e−

xt
2
+i(xt

√
3

2
+π

6
)eiπ/3 + e−

xt
2
−i(xt

√
3

2
+π

6
)e−iπ/3

)
dt

=
[
e−t

3/3
(
e−

xt
2
+i(xt

√
3

2
+π

6
)eiπ/3 + e−

xt
2
−i(xt

√
3

2
+π

6
)e−iπ/3

)]t=+∞
t=0

−
∫ +∞

0

e−t
3/3
(
e−

xt
2
+i(xt

√
3

2
+π

6
)eiπ/3(−x

2
+
ix
√

3

2
) + e−

xt
2
−i(xt

√
3

2
+π

6
)e−iπ/3(−x

2
− ix
√

3

2
)
)
dt.

Comme eiπ/3 = 1
2

+ i
√
3
2
, il vient eiπ/3(1

2
− i

√
3
2

) = 1, e−iπ/3(1
2

+ i
√
3
2

) = 1 et donc

2πf ′′(x) = x2πf(x)−
(
eiπ/6eiπ/3︸ ︷︷ ︸

=i

+ e−iπ/6e−iπ/3︸ ︷︷ ︸
=−i

)
= x2πf(x), qed.


