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Exercice 1. Soit ¢ un parametre réel strictement positif. On considere l'opérateur
des ondes en dimension un d’espace
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1.1. On pose { "' +e
T9 = x — ct.

bijectif de R7, dans R?

Montrer que ce changement de variables est linéaire
T1,T2°
On a
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1.2. Donner l’expression de ['opérateur L. dans les coordonnées 1, xs.

On a
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et par conséquent
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1.3. Déterminer les solutions de U.u = 0. Les solutions de % =0 sont f(z1)®1
ou f € D'(R). On écrira simplement f(x;). On a donc

B o _ r_
8_@3_I1u—0<:>a_mu_f(x1)<:>u F(x1) = g(22), F' = f.

Les solutions de O.u = 0 sont donc les distributions de la forme f(x+ct)+ g(z —ct).
1.4. Déterminer toutes les solutions fondamentales de O.. Cherchons E(x,t) avec
pour ¢ € CSO(RQ)v I{(I'l,l‘g) = (%(371 + x2)7 2%:(:131 - l‘g)),

0*(E o k) 1
4R =
0x101 6o K) 2c

¢(0,0) = (0.E, ¢) = (

On peut choisir F o k = $H(z1)H(—x3) soit, comme

{(z,t),x+ct >0} N {(z,t),2 —ct <0} ={(x,t),ct > |z|}

Bz, t) = gH(ct — ).



En utilisant la question 1.3, on trouve que les solutions fondamentales de []. sont

gH(ct — |z]) + f(z + ct) + glz —ct).

Exercice 2. Montrer qu’il existe T > 0 tel que le probleme de Cauchy suivant
possede une solution.

= g t<T R
8t+u8x u, 0<t<T zekR,

w0,z) =1—|z|, zekR

La méthode des caractéristiques donne

T=u T = xo+ up(e — 1)
u=u u = upet
et avec zg = y, %{u(t, Y+ uo(y) (et — 1))} =u(t,y + uo(y)(e" — 1)) soit

u(t, y + up(y) (e’ — 1)) = clug(y).

y<0: x=yet+e —1, u(t,y+ (1 +y)(e —1)) =e'(1+y)
y>0: z=y—¢€)+e -1, ult,y+ (1 —y)(e' —1)) =€e'(1—y)
r+1—-e<0: z=ye+e" -1, u(t,z) =e'(1+ (z+1—¢e)e),
r+1—e">0: z=y2-¢)+e —1, U(t,x)zet(l_x;—:tet%

et donc pour 0 <t <In2

u(t,x):H(a:'—l—l—et)(:c—i—l)+H(:z:+1—et)1_

On peut vérifier que
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e 11—z,

ulpu = H(x +1—e)(z+ 1)+ H(z + 1 —¢Y)

et—22—ete'



ef(2—e)+e* e 1—xet}

J— t J—
durtudu = H(o+1-¢) a1+ Hizt1-e){ (1) Goo ‘e 31 e
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Ot udu = Ha+ 1= Yo+ 1)+ Ha+ 1= gz {7+ 7} =u

Exercice 3. Soit B une matrice 2 X 2, réelle symétrique.

3.1. Montrer que ug(x) = eB»®) est une distribution tempérée sur R?. C'est une

fonction L>*(R?).
3.2. Soit € >0 et A € R*. Calculer

N2 2
/ezAx e €x diL‘,
R

et montrer que cette quantité possede une limite que [’on calculera lorsque € — 0.
On a par prolongement analytique

/eiAx2eex2dx — / e —(e—iN)z diC _ 71/2(6 . i)\)fl/Z — ﬂ.l/ZGfélog(efi)\),
R R

et donc

siA>0, 7Y/2A"V2eT,

lim 6i/\x2€—ex2 dr = 7T1/2€ 5 L log(— iA)
S A <0, TN

6*}0+ R
3.3. Calculer la transformée de Fourier de up dans le cas ou det B # 0. Calculer la
transformée de Fourier de ug dans le cas ot le rang de B vaut 1. La matrice B est

réelle symétrique: il existe une matrice orthogonale P telle que, avec Aj, Ay valeurs
propres de B, on ait

B = PD'P, D diagonale= A0 .
0 A

On a pour ¢ € .¥(R?),

(Up, ¢) = (up, o) 2/ iB23) (1) dx = lim // UB22) (&) e~ 2o e el g
E—)0+ RQXRQ

Or on a
. it 12 ; —9; £ —elyl?
ez(Bz,w)e 2imx 66 €lz| dr = 6z<BPy,Py>€ 2im Py 66 ely| dy
R2 R2
. 2 2\ ot 12
— et Ayi+A2y3) o —2imy-"PE ,—ely| dy.
R2

On note également que pour A # 0

2
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de limite (€ — 0,) e ™A g1/2| \|71/2¢isignAn/4 Op a done pour det B # 0

1/2 1/2

— . m Vs _ 272 _ 272
(@5, ) = lim e MEN TR EN L, ="PE,

0y ¢(£) (E_Z'/\l)l/Q (E_Z'/\2)1/2

Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue donne donc

@(g) _ 7_‘_| det B’71/2€i%(sign)\1+sign)\2)€7iﬂ'2(8’1§,£>.

Si le rang de B vaut 1, on peut supposer \; # 0, Ay = 0. Le méme calcul donne
Tp(E) = w2\ |2 TS M TN @ 6o (), = PE.

3.4. Soient by, by, B des réels. Déterminer une solution fondamentale de [’équation

sur Rixlm,
1o 0 o2
LAy b 2 |
ot e e T Y a0,

On considere la matrice symétrique

b B
B = .
(5 52)
On cherche E tel que

10F o 0 oE .
~5r + (B%7 %)E = 0p(t) ® 0o (), 5 i4m°(BDy, D,YE = ido(t) ® do(x).

En supposant F tempérée et en désignant par u sa transformée de Fourier, il vient

%1; — i4m?(BE, E)u = ido(t), u(t,€) = iH(t)e™ HBES

et si det B # 0,
E(t,z) =iH(t)e "B

x,x>i ’ det B’71/2 (47rt)71€i§(sign A1+sign )\2)’

oll A1, Ay sont les valeurs propres de B. On vérifie donc a posteriori que cette formule
fournit une distribution tempérée donnée par une formule analogue a (3.3.2) page
57 dans le polycopié.

Sidet B=0et B estderang 1, on a biby = 32> > 0 :si by > 0, alors by > 0 et si
+6 >0,

(B%, (%> = (b)/* ail + by/? (9?02)2’ carré d'une forme linéaire.
Si b <0, alors by < 0etsi+p <0,
o 0 0 0
—(B%, %> = ((_bl)l/ga_xl + (_bz)l/zﬁ_:zcg)2’ carré d’une forme linéaire.

Si by = 0, alors by # 0 (B est de rang 1). Dans tous les cas ou det B # 0, rang
B = 1, 'une des expressions +(B¢, ) est le carré d’une forme linéaire non nulle.
On peut donc par un changement de variables linéaire se ramener a 1’équation de
Schrodinger unidimensionnelle
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