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Exercice 1. Soit c un paramètre réel strictement positif. On considère l’opérateur
des ondes en dimension un d’espace

�c =
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
.

1.1. On pose

{
x1 = x+ ct,

x2 = x− ct.
Montrer que ce changement de variables est linéaire

bijectif de R2
t,x dans R2

x1,x2
.

On a(
x1
x2

)
=

(
1 c
1 −c

)(
x
t

)
,

∣∣∣∣1 c
1 −c

∣∣∣∣ = −2c 6= 0,

(
x

t

)
=

(
1
2

1
2

1
2c
− 1

2c

)(
x1

x2

)
.

1.2. Donner l’expression de l’opérateur �c dans les coordonnées x1, x2.
On a

∂

∂t
=
∂x1
∂t

∂

∂x1
+
∂x2
∂t

∂

∂x2
= c

∂

∂x1
− c ∂

∂x2
∂

∂x
=
∂x1
∂x

∂

∂x1
+
∂x2
∂x

∂

∂x2
=

∂

∂x1
+

∂

∂x2

et par conséquent

�c =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
− 2

∂2

∂x1∂x2
− ∂2

∂x21
− ∂2

∂x22
− 2

∂2

∂x1∂x2
= −4

∂2

∂x1∂x2
.

1.3. Déterminer les solutions de �cu = 0. Les solutions de ∂u
∂x2

= 0 sont f(x1)⊗ 1
où f ∈ D′(R). On écrira simplement f(x1). On a donc

∂

∂x2

∂

∂x1
u = 0⇐⇒ ∂

∂x1
u = f(x1)⇐⇒ u− F (x1) = g(x2), F

′ = f.

Les solutions de �cu = 0 sont donc les distributions de la forme f(x+ct)+g(x−ct).
1.4. Déterminer toutes les solutions fondamentales de �c. Cherchons E(x, t) avec
pour φ ∈ C∞c (R2), κ(x1, x2) = (1

2
(x1 + x2),

1
2c

(x1 − x2)),

φ(0, 0) = 〈�cE, φ〉 = 〈−4
∂2(E ◦ κ)

∂x1∂x2
, φ ◦ κ〉 1

2c
.

On peut choisir E ◦ κ = c
2
H(x1)H(−x2) soit, comme

{(x, t), x+ ct ≥ 0} ∩ {(x, t), x− ct ≤ 0} = {(x, t), ct ≥ |x|}

E(x, t) =
c

2
H(ct− |x|).
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En utilisant la question 1.3, on trouve que les solutions fondamentales de �c sont

c

2
H(ct− |x|) + f(x+ ct) + g(x− ct).

Exercice 2. Montrer qu’il existe T > 0 tel que le problème de Cauchy suivant
possède une solution.

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= u, 0 < t < T, x ∈ R,

u(0, x) = 1− |x|, x ∈ R.

La méthode des caractéristiques donne{
ẋ = u

u̇ = u

{
x = x0 + u0(e

t − 1)

u = u0e
t

et avec x0 = y, d
dt

{
u
(
t, y + u0(y)(et − 1)

)}
= u

(
t, y + u0(y)(et − 1)

)
soit

u
(
t, y + u0(y)(et − 1)

)
= etu0(y).{

y < 0 : x = yet + et − 1, u
(
t, y + (1 + y)(et − 1)

)
= et(1 + y)

y > 0 : x = y(2− et) + et − 1, u
(
t, y + (1− y)(et − 1)

)
= et(1− y){

x+ 1− et < 0 : x = yet + et − 1, u
(
t, x
)

= et
(
1 + (x+ 1− et)e−t

)
,

x+ 1− et > 0 : x = y(2− et) + et − 1, u
(
t, x
)

= et(1− x+1−et
2−et ),

et donc pour 0 ≤ t < ln 2

u(t, x) = Ȟ(x+ 1− et)
(
x+ 1

)
+H(x+ 1− et) 1− x

2− et
et.

On peut vérifier que

∂tu = δ(x+1−et)et(x+1)−δ(x+1−et)et 1− x
2− et

et+H(x+1−et)(1−x)
et(2− et) + e2t

(2− et)2
.

∂tu = H(x+ 1− et)(1− x)
et(2− et) + e2t

(2− et)2
.

∂xu = −δ(x+1−et)(x+1)+δ(x+1−et) 1− x
2− et

et+Ȟ(x+1−et)+H(x+1−et) et

et − 2

∂xu = Ȟ(x+ 1− et) +H(x+ 1− et) et

et − 2

u∂xu = Ȟ(x+ 1− et)(x+ 1) +H(x+ 1− et) et

et − 2

1− x
2− et

et.
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∂tu+u∂xu = Ȟ(x+1−et)(x+1)+H(x+1−et)
{

(1−x)
et(2− et) + e2t

(2− et)2
+

et

et − 2

1− x
2− et

et
}

∂tu+ u∂xu = Ȟ(x+ 1− et)(x+ 1) +H(x+ 1− et) 1− x
2− et

et
{ 2

2− et
+

et

et − 2

}
︸ ︷︷ ︸

=1

= u

Exercice 3. Soit B une matrice 2× 2, réelle symétrique.
3.1. Montrer que uB(x) = ei〈Bx,x〉 est une distribution tempérée sur R2. C’est une
fonction L∞(R2).
3.2. Soit ε > 0 et λ ∈ R∗. Calculer∫

R
eiλx

2

e−εx
2

dx,

et montrer que cette quantité possède une limite que l’on calculera lorsque ε → 0+.
On a par prolongement analytique∫

R
eiλx

2

e−εx
2

dx =

∫
R
e−(ε−iλ)x

2

dx = π1/2(ε− iλ)−1/2 = π1/2e−
1
2
log(ε−iλ),

et donc

lim
ε→0+

∫
R
eiλx

2

e−εx
2

dx = π1/2e−
1
2
log(−iλ) =

{
si λ > 0, π1/2λ−1/2e

iπ
4 ,

si λ < 0, π1/2|λ|−1/2e− iπ4 .

3.3. Calculer la transformée de Fourier de uB dans le cas où detB 6= 0. Calculer la
transformée de Fourier de uB dans le cas où le rang de B vaut 1. La matrice B est
réelle symétrique: il existe une matrice orthogonale P telle que, avec λ1, λ2 valeurs
propres de B, on ait

B = PDtP, D diagonale=

(
λ1 0
0 λ2

)
.

On a pour φ ∈ S (R2),

〈ûB, φ〉 = 〈uB, φ̂〉 =

∫
R2

ei〈Bx,x〉φ̂(x)dx = lim
ε→0+

∫∫
R2×R2

ei〈Bx,x〉φ(ξ)e−2iπx·ξe−ε|x|
2

dxdξ.

Or on a∫
R2

ei〈Bx,x〉e−2iπx·ξe−ε|x|
2

dx =

∫
R2

ei〈BPy,Py〉e−2iπPy·ξe−ε|y|
2

dy

=

∫
R2

ei(λ1y
2
1+λ2y

2
2)e−2iπy·

tPξe−ε|y|
2

dy.

On note également que pour λ 6= 0∫
R
eiλt

2

e−2iπtηe−εt
2

dt =

∫
R
e−t

2(ε−iλ)e−2iπtηdt = π1/2(ε− iλ)−1/2e−η
2 π2

ε−iλ
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de limite (ε→ 0+) e−iπ
2η2λ−1

π1/2|λ|−1/2ei signλπ/4. On a donc pour detB 6= 0

〈ûB, φ〉 = lim
ε→0+

∫
φ(ξ)

π1/2

(ε− iλ1)1/2
π1/2

(ε− iλ2)1/2
e
−η21

π2

ε−iλ1 e
−η22

π2

ε−iλ2 dξ, η = tPξ.

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue donne donc

ûB(ξ) = π| detB|−1/2ei
π
4
(signλ1+signλ2)e−iπ

2〈B−1ξ,ξ〉.

Si le rang de B vaut 1, on peut supposer λ1 6= 0, λ2 = 0. Le même calcul donne

ûB(ξ) = π1/2|λ1|−1/2ei
π
4
signλ1e−iπ

2λ−1
1 η21 ⊗ δ0(η2), η = tPξ.

3.4. Soient b1, b2, β des réels. Déterminer une solution fondamentale de l’équation
sur R3

t,x1,x2
,

1

i

∂

∂t
+ b1

∂2

∂x21
+ b2

∂2

∂x22
+ 2β

∂2

∂x1∂x2
.

On considère la matrice symétrique

B =

(
b1 β
β b2

)
.

On cherche E tel que

1

i

∂E

∂t
+ 〈B ∂

∂x
,
∂

∂x
〉E = δ0(t)⊗ δ0(x),

∂E

∂t
− i4π2〈BDx, Dx〉E = iδ0(t)⊗ δ0(x).

En supposant E tempérée et en désignant par u sa transformée de Fourier, il vient

∂u

∂t
− i4π2〈Bξ, ξ〉u = iδ0(t), u(t, ξ) = iH(t)ei4π

2t〈Bξ,ξ〉

et si detB 6= 0,

E(t, x) = iH(t)e−i〈B
−1x,x〉 1

4t | detB|−1/2(4πt)−1ei
π
4
(signλ1+signλ2),

où λ1, λ2 sont les valeurs propres de B. On vérifie donc a posteriori que cette formule
fournit une distribution tempérée donnée par une formule analogue à (3.3.2) page
57 dans le polycopié.
Si detB = 0 et B est de rang 1, on a b1b2 = β2 ≥ 0 ; si b1 > 0, alors b2 ≥ 0 et si
±β ≥ 0,

〈B ∂

∂x
,
∂

∂x
〉 = (b

1/2
1

∂

∂x1
± b1/22

∂

∂x2
)2, carré d’une forme linéaire.

Si b1 < 0, alors b2 ≤ 0 et si ±β ≤ 0,

−〈B ∂

∂x
,
∂

∂x
〉 = ((−b1)1/2

∂

∂x1
± (−b2)1/2

∂

∂x2
)2, carré d’une forme linéaire.

Si b1 = 0, alors b2 6= 0 (B est de rang 1). Dans tous les cas où detB 6= 0, rang
B = 1, l’une des expressions ±〈Bξ, ξ〉 est le carré d’une forme linéaire non nulle.
On peut donc par un changement de variables linéaire se ramener à l’équation de
Schrödinger unidimensionnelle

1

i

∂

∂t
− ∂2

∂y2
ou bien

1

i

∂

∂t
+

∂2

∂y2
.


